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本 书 是 一 本 深 受 欢迎 的 电子 电气 工程 类 教材 和 专业 参考 书 ， ERAT mAB | 
何 把 这 些 变换 方法 应 用 于 电路 、 天线、 信号 处 理 器 等 电气 子 系统 , 也 说 明了 如 何 把 这 些 变 | 
换 方 法 应 用 于 相互 联系 的 连续 时 间 信号 ， 脉 冲 序列 和 离散 时 间 信和 号。 

一 旦 我 们 掌握 了 这 些 变换 方法 , 它们 就 会 成 为 通 向 各 种 领域 的 钥匙 , 会 使 我 们 在 进入 
每 一 个 新 的 领域 时 付出 较 小 的 努力 ,而 不 需要 学 习 那 些 不 熟悉 的 符号 和 术语 。 光 衍射 ， 热 
传导 ， 半 导体 中 载荷 的 扩散 ， 概 率 ， 随 机 信号 以 及 噪声 是 当今 的 一 些 工程 应 用 领域 。 

傅 里 叶 变换 已 经 成 为 理解 诸多 技术 的 必 不 可 少 的 工具 , 例如 医学 成 像 (X- 光 、 核磁 共 
振 和 超声 波 ) 、 地 球 物理 及 民用 测绘 、 遥 感 、 生 物 医学 及 化 学 中 的 光谱 学 和 结晶 学 ， 以 及 
任何 超出 其 电气 领域 的 电子 仪器 。 
本 书 的 主要 特点 包括 

* 用 图 形 阐明 所 有 的 数学 公式 。 

* 统一 连续 和 离散 信号 处 理 。 

* 自制 的 计算 机 程序 代码 和 MATLAB 例子 。 

* 应 用 ; 基本 理论 如 何 用 于 光学 、 天线 . 干涉 、 统计、 噪声 、 热 和 半导体 扩散 等 领域 。 

* 广泛 的 参考 表 。 

* 权威 的 论述 一 一 作者 对 本 领域 作出 了 许多 基本 的 和 重要 的 贡献 。 


“虽然 我 不 时 地 在 考虑 蔡 代 的 教材 …… 我 最 终 还 是 回 到 布雷 斯 书 尔 的 这 本 书 ， 因 为 它 
ФАТА 。 我 特别 强调 技能 开发 ,比方 说 , 我 经 常 收 到 同学 们 热 
忱 的 感谢 , 他 们 已 经 知道 卷 积 许多 年 了 但 却 没有 真正 地 了 解 如 何 进行 老 积 - 正 是 由 于 对 
| 技能 的 这 种 强调 ， 我 确信 布雷 斯 韦 尔 的 这 本 救 材 是 最 好 的 选择 。 


ЖЖ Т. 罗 德 斯 博士 
乔治 亚 理工 学 院 电气 与 计算 机 工程 学 院 
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内 容 提要 


本 书 二 美国 著名 学 者 罗 纳 德 。 М. 布雷 斯 书 尔 教授 编著 的 一 本 经 典 教材 , 它 有 两 大 特色 :一 是 擅 于 借助 
图 形 以 及 对 图 形 的 解释 来 说 明 复杂 的 问题 ;二 是 与 工程 应 用 联系 紧密 。 本 书 不 仅 有 5 章 的 内 容 与 实际 应 用 紧 
密 相关 ,而 且 在 各 章 的 内 容 及 习题 中 ,与 实际 应 用 有 关 的 例子 也 随处 可 见 。 

本 书 共 23 章 , 其 中 前 11 章 对 健 里 叶 变换 理论 做 了 全 面 的 论述 ,12 到 14 章 讲述 了 与 传 里 叶 变 换 相关 的 
一 些 变换 ,15 到 19 章 是 傅 里 叶 变换 在 各 学 科 中 的 应 用 ,20 章 给 出 了 几 个 重要 函数 的 数值 表 ,21 章 给 出 了 部 
分 习题 的 答案 ,22 章 是 传 里 叶 变 换 图 示 集 ,23 章 对 伟 里 叶 的 生平 做 了 详细 的 介绍 。 

本 书 可 供电 气 工 程 .电子 工程 .信息 与 通信 工程 ,控制 工程 .生物 医学 工程 .天 文学 等 理工 类 学 科 专业 的 研 
究 生 和 高 年 级 本 科 生 使 用 ,也 可 作为 相关 领域 的 科研 和 工程 技术 人 员 的 参考 书籍 。 


Ronald N. Bracewell 
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译 者 序 


傅 里 叶 变 换 是 信号 处 理 中 一 种 重要 的 变换 方法 ,所 以 其 在 电 
气 工程 .电子 工程 .信息 与 通信 工程 、 控 制 工程 .生物 医学 工程 、 天 
文学 等 理工 类 学 科 中 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 , 它 是 绝 大 多 数理 工 
类 学 科 的 基础 课程 。 关 于 本 书 的 指导 思想 ,使 用 对 象 以 及 内 容 安 
排 , 作 者 在 前 言 中 已 经 做 了 细致 的 介绍 ,在 此 无 需 重复 。 

本 书 的 作者 Bracewell 博士 在 大 学 时 就 对 傅 里 叶 分 析 产 生 了 
浓厚 的 兴趣 ,他 长 期 致力 于 射电 天 文 及 图 像 重 建 方面 的 研究 工 
作 , 并 做 出 了 突出 贡献 。 正 如 在 作者 简介 中 提 到 的 那样 , 傅 里 叶 
分 析 在 他 的 研究 工作 中 始终 扮演 着 关键 的 角色 。 作 者 对 傅 里 叶 
变换 的 深刻 理解 贯穿 于 本 书 的 字里行间 , 译 者 对 此 有 切身 的 体 
会 。 

本 书 的 主要 特色 有 两 点 :其 一 是 借助 图 形 以 及 对 图 形 的 解释 
来 说 明 复杂 的 问题 ,并 在 第 22 章 给 出 了 傅 里 叶 变 换 图 示 集 。 其 
二 是 与 工程 应 用 联系 紧密 ,这 不 仅 表现 在 本 书 有 五 章 ( 第 15 到 19 
章 ) 与 实际 应 用 紧密 相关 ,而 且 在 各 章 的 内 容 及 习题 中 ,与 实际 应 
用 有 关 的 例子 也 随处 可 见 。 更 令 译 者 敬佩 的 是 ,这 些 应 用 涉及 很 
多 学 科 , 甚 至 是 生活 的 各 个 方面 。 

本 书 第 1 章 至 第 8 章 由 般 勤 业 翻 译 ,其 余 章节 由 张建国 翻 
译 , 全 书 由 般 勤 业 统一 整理 。 译 者 要 特别 感谢 微软 的 孔 原 博士 ， 
他 在 百 忙 之 中 为 本 书 部 分 章节 的 译 法 提出 过 宝贵 的 建议 。 此 外 ， 
在 本 书 的 翻译 过 程 中 ,得 到 了 邓 科 博士 、 张 红 副 教授 以 及 博士 生 
曾 雁 星 、 张 一 闻 、 罗 铝 、 丁 乐 和 和 孟 银 阔 的 帮助 ,在 此 对 他 们 表示 诚 
健 的 感谢 。 博 士 生 张 莹 、 冯 昂 、 备 玉 吉 以 及 硕士 生 张 辉 、 戴 辉 、 唐 
志 勇 、 田 昕 、 王 坑 、 田 小 辉 、 吉 欣 、 张 运 饥 、 刘 维 佳 直接 参与 了 本 书 
的 翻译 工作 ,对 他 们 的 辛勤 工作 表示 衷心 的 感谢 。 最 后 ,向 本 书 
的 责任 编辑 宗 立 文 , 赵 丽 萍 表示 衷心 的 感谢 ,没有 他 们 的 帮助 ,本 
书 将 难以 完成 。 

原 书 中 有 少量 输入 和 排版 的 疏漏 ,在 翻译 过 程 中 做 了 改动 

yqa. 


另外 ,由 于 本 书 中 的 各 种 应 用 涉及 面 非常 广 . 而 且 限 于 译 者 的 水 平和 不 可 避免 的 
主观 片面 性 ,翻译 不 当 或 表述 不 清 之 处 在 所 难免 ,恳请 广大 读者 及 专家 不 音 指教 ， 
提出 修改 意见 ,我 们 将 不 胜 感 激 。 


译 者 
2005 年 3 月 于 西安 交通 大 学 


作者 简介 


罗 纳 德 。N。 布 雷 斯 书 尔 (Ronald N. Bracewell) 出 生 于 澳 大 
利 亚 , 在 悉尼 大 学 获得 了 理学 学 士 、 工 学 学 士 和 工学 硕士 学 位 ,并 
且 在 剑桥 大 学 获得 了 物理 学 博士 学 位 。 目 前 ,作为 斯 坦 福 大 学 电 
气 工程 系 的 L. M. Terman 名 誉 教授 ,Bracewell 博士 拥有 许多 对 
其 声望 来 讲 令 人 印象 深刻 的 履历 、 奖 励 和 出 版 物 。 他 是 皇家 天 文 
学 会 (Royal Astronomical Society A +, 澳大利亚 天 文学 会 会 士 
以 及 美国 天 文学 会 的 前 任 议员 。 他 还 是 电子 电气 工程 师 协会 
(IEEE) 的 终身 会 士 和 Heinrich Hertz 金奖 获得 者 。 在 斯 坦 福 射 
电 天 文 研究 所 ,他 设计 并 建造 了 创新 的 射电 望远镜 ,其 中 包括 第 
一 个 具有 人 眼 分 辨 率 (小 于 一 个 弧 分 ) 的 天 线 ,这 个 天 线 早期 曾 被 
用 于 发 现 宇 宙 背 景 辐射 。 傅 里 叶 分 析 在 他 的 新 仪器 设计 和 数据 
处 理 中 扮演 了 关键 的 角色 。 傅 里 叶 的 绝妙 的 思想 也 使 得 
Bracewell 博士 在 层 析 成 像 方面 做 出 了 突出 贡献 ,这 使 他 当选 为 国 
家 科学 院 的 医药 协会 会 士 , 获 得 了 悉尼 大 学 的 首届 杰出 校友 奖 ， 
并 且 由 于 他 在 射电 天 文 和 图 像 重 建 领域 对 科学 的 贡献 受到 了 澳 
大 利 亚 国家 级 官员 的 约见 。 
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变换 这 一 方法 为 电网 络 、 能 量 转换 和 控制 器 件 、. 天 线 和 其 他 的 
电气 系统 元 件 , 以 及 全 部 的 线性 系统 和 许多 电 的 或 非 电 的 物理 系 
统 和 器 件 的 研究 提供 了 统一 的 数学 方法 。 这 些 相同 的 方法 同样 
可 以 应 用 于 有 线 或 光纤 通信 学 科 、 无 线 电 传播 和 电离 层 媒 介 ( 它 
们 都 与 电气 系统 的 互 连 方式 有 关 ) ,以 及 信息 论 , 其 中 ,信息 论 涉 
及 数据 的 获取 、 处 理 和 表示 。 在 电气 工程 的 基本 领域 进行 处 理 
时 ,还 会 用 到 其 他 理论 技术 ,但 实际 上 变换 方法 是 所 有 这 些 理论 
中 必 不 可 少 的 。 傅 里 叶 分 析 在 电气 工程 方面 有 很 多 重要 的 应 用 ， 
是 电气 工程 的 必修 课 一 一 的 确 ,许多 数学 方面 的 发 展 都 与 交流 理 
论 、 信 号 分 析 以 及 明显 与 电气 通信 相关 的 信息 论 有 关 。 

这 就 是 许多 有 关 技 术 应 用 的 文献 出 现在 电气 和 电子 刊物 的 
原因 。 尽 管 与 电气 工程 有 密切 的 关系 , 傅 里 叶 分 析 在 生物 医学 和 
膛 感 (地 球 物 理学 海洋 学 行星 表面 土木 工程 ) 方 面 也 是 必 不 可 
少 的 ,这 些 方面 的 使 用 者 在 数量 上 已 超过 了 通常 使 用 傅 里 叶 分 析 
的 电气 工程 师 。 但 是 , 傅 里 叶 分 析 及 其 应 用 的 教学 仍 归属 于 电气 
工程 。 

多 年 来 ,变换 及 其 应 用 一 直 是 斯 坦 福 大 学 电气 工程 专业 的 一 
门 课程 ,这 门 课程 的 要 求 不 超出 学 士 学 位 持 有 者 通常 所 具有 的 先 
决 条 件 。 我 们 的 目标 是 发 展 一 门 所 有 研究 生 早期 阶段 的 关键 性 
的 课程 ,以 免 学 生 在 后 面 的 更 专业 的 课程 中 重复 过 到 相同 的 内 
容 , 而 后 面 的 教师 可 以 更 直接 地 进入 他 们 的 专业 课 的 主题 。 

显然 ,试图 仅仅 在 一 门 课程 中 介绍 所 有 的 线性 数学 知识 是 不 
可 行 的 ;核心 内 容 必 须 通过 合理 的 判断 才能 作出 选择 。 然 而 ,如 
果 对 所 作 的 选择 界定 明确 ,将 会 对 后 面 的 教师 更 有 帮助 。 

前 期 课程 应 该 简单 ,但 并 非 不 重要 ;本 书 的 目标 是 通过 使 用 
恰当 的 符号 和 卷 积 的 方法 来 简化 表示 高 级 课程 中 经 常 遇 到 的 很 
多 关键 问题 。 

使 用 本 书 的 一 种 方法 是 按照 章节 顺序 。 对 那些 无 需 帮 助 便 

ЕЧ 


能 阅读 前 半 部 分 或 能 通过 几 讲 快速 带 过 前 半 部 分 的 学 生来 说 ,这 样 是 可 行 的 。 但 
是 ,如 果 用 正常 的 速度 完成 这 些 内 容 , 那 么 ,用 物理 实例 来 解释 每 一 个 定理 和 概念 
会 比较 实用 ,也 不 失 为 一 个 好 方法 。 波 形 和 它们 的 谱 以 及 基本 扩散 理论 都 适合 用 


来 做 解释 。 此 后 ,有 关 应 用 的 几 章 可 以 用 期 望 的 任何 顺序 进行 。 本 书 的 章节 安排 
如 下 : 


Ш T 9 ВЕ М, 

| 10. 采 样 和 级 数 

2 .基本 原理 个 一 选择 一 一 | 11. 离 散 FT 和 FFT 

| о . 哈 特 利 变换 

3. 卷 积 аз. яж 一 14. 拉 普 拉 斯 
4. 一 些 有 用 函数 的 符号 r 二 :天线 与 光学 

| 4 ня] 19. #50 

ET EEI 16. 统 计 学 一 = 17.0 
| 18. 热 传导 与 热 扩散 

6. 基 本 定理 

| Г 20.sine,…… 的 数值 表 
7 求解 变换 L s 21. 习 是 解答 

| | 22. 图 示 集 

вт 一 | L 23. 伟 里 叶 生平 


根据 所 选 应 用 章节 的 多 少 ,内容 的 量 适合 于 一 个 学 期 或 半 个 学 期 。 实 用 的 计 
划 是 把 有 关 应 用 章节 的 选择 留 给 当前 的 教师 来 作 。 

关于 傅 里 叶 变 换 已 经 出 版 了 很 多 不 错 的 数学 教材 。 本 书 的 不 同 之 处 在 于 它 
是 专门 为 那些 关心 傅 里 叶 变 换 在 物理 场合 应 用 的 读者 所 著 的 ,并 不 适用 于 那些 注 
重 数学 本 身 的 读者 。 本 书 还 讨论 了 傅 里 叶 变换 和 其 它 变 换 的 关系 ,而 且 有 意识 地 
充实 了 适用 于 变 摘 对 和 有 关 变 换 定理 的 简要 的 参考 信息 。 

1939 年 ,在 悉尼 大 学 学 习 H. S. Carslaw 的 “Fourier Series and Integrals” 时 ， 
我 对 这 一 学 科 产 生 了 兴趣 。 在 C. S. I R 无 线 电 物理 实验 室 , 作 为 ].C. Jaeger 的 
同事 ,我 学 到 了 它 的 物理 应 用 ,并 且 继 承 了 由 J. A. Ratcliffe 发 起 的 剑桥 Cavendish 
实验 室 结 卓 学 家 们 的 物理 思想 。 变 换 方 法 是 电气 工程 的 核心 课程 。 已 成 为 课程 
重要 组 成 部 分 的 数字 计算 和 数据 处 理 , 虽 然 在 内 容 上 与 对 电路 、 电 子 和 波 的 严肃 
研究 有 很 大 不 同 , 但 是 它们 却 通过 侍 里 叶 变 挨 连 结 在 了 一 起 。 通 过 返 杂 (用 于 构 
造 半导体 器 件 ) 和 电导 体 中 空 穴 和 电子 的 控制 流 ,很 久 以 前 与 海底 电缆 电报 有 关 
的 扩散 方程 ,作为 国体 物理 器 件 中 的 需要 考虑 的 重要 事项 再 度 出 现 。 显 然 , 掌 握 
傅 里 叶 基本 原理 在 固态 实验 室 非 常 有 用 。 

图 像 工程 中 的 大 部 分 都 可 以 通过 二 维 的 推广 来 解释 , 它 的 迅速 发 展 增强 了 核 
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心 课程 的 价值 。 因 此 ,本 书 的 主题 已 很 容易 转变 为 重要 角色 ,不 同 专业 的 教学 人 
员 发 现 它 很 易于 讲授 。 一 年 级 的 研究 生 , 尤 其 是 来 自 其 他 大 学 和 其 他 系 ( 尤 其 是 
应 用 物理 和 地 球 科 学 系 ) 的 学 生 , 需 要 学 习 这 个 课程 。 本 课程 也 可 用 于 大 学 四 年 
级 的 学 生 。 

快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 算 法 的 引入 把 傅 里 叶 变 换 的 应 用 范围 拓展 到 了 数据 
处 理 和 一 般 的 数字 表达 ,而 且 使 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 更 加 重要 。 与 第 11 章 所 
述 的 离散 数学 有 关 的 技术 变革 使 得 对 任何 需要 处 理 大 量 数据 的 专业 人 员 ，, 如 医 
药 、 生 物 和 迄 感 等 许多 领域 的 工程 师 或 专家 都 必须 理解 傅 里 叶 理 论 (例如 混蛋 )。 
基于 Ralph V. C. Hartley 方程 (第 12 章 ) 的 研究 使 得 有 可 能 不 用 计算 傅 里 叶 分 析 
时 的 虚 部 ,而 只 是 简单 地 计算 实 的 Hartley 形式 。 

该 书 第 一 版 中 就 提 及 的 Hartley 方程 , 随 着 计算 机 的 发 展 在 信号 处 理 中 得 到 
了 更 多 的 应 用 。1983 年 ,在 离散 Hartley 变换 (这 个 名 字 现 在 已 被 普遍 认可 ) 这 个 
题目 下 ,我 在 时 间 序 列 中 使 用 新 式 的 符号 给 它们 赋予 了 新 的 意义 ,同时 Z. Wang 
(Appl. Math. and comput. , # 9 卷 ,53 一 73、153 一 163、245 一 255 页 ,1983) 独 立 
地 鼓 兽 了 数学 家 。Hartley 的 cas (余弦 加 正弦 ) 函 数 也 已 得 到 广泛 认可 。 

我 们 为 那些 喜欢 自己 编写 程序 的 读者 提供 了 一 些 擅 码 段 。 把 它们 翻译 成 你 
所 选择 的 语言 ,可 以 对 代数 的 和 图 形 的 观点 给 出 一 些 补充 的 理解 。 进 一 步 地 , 执 
行 数 值 例子 可 以 得 到 一 种 有 用 的 直觉 ,虽然 没有 物理 直觉 那么 强 有 力 , 但 这 使 我 
们 在 经 验 上 又 增加 了 一 个 维度 。 擅 码 适合 于 那些 并 非 会 好 几 种 语言 的 读者 。 目 
标 是 提供 简单 且 易 于 理解 的 指令 ,这 些 指令 易于 改写 为 读者 的 流畅 的 语言 ,读者 
要 提供 必要 的 规程 .数组 声明 ,以 及 其 他 不 同 的 特征 。 

书 中 给 出 代码 段 是 为 了 弥补 口头 解释 的 不 足 , 并 不 适合 代替 计算 工具 包 。 

然而 ,能 使 用 计算 机 算法 常常 比 理解 它 的 构成 细节 更 重要 ,就 像 使 用 积分 表 
或 工程 设计 手册 。 为 了 满足 这 一 需要 ,并 使 强大 的 傅 里 叶 变 换 应 用 于 更 广 的 领 
域 ,人 们 创建 了 一 些 商业 软件 工具 包 , 这 些 工具 包 已 经 变 得 非常 必要 。 例 如 , 广 为 
流行 的 MATLAB, 它 是 一 个 用 户 友好 的 高 级 专用 工具 包 , 第 7 和 11 章 阐述 了 它 
的 应 用 。 

在 用 户 不 知道 算法 细节 的 情况 下 ,需要 多 加 小 心 ; 在 用 计算 机 输出 表示 以 前 
可 以 方便 地 知道 期 望 的 输出 。 由 于 这 样 或 那样 的 原因 ,在 图 示 集中 用 图 形 表示 变 
换 已 被 证 明 是 一 个 很 有 用 的 参考 。 图 形 表达 是 关于 积分 变换 出 版 物 的 有 用 的 畏 
助手 段 , 有 时 我 们 很 难 在 大 量 的 罕见 例子 中 寻找 常用 的 条 目 , 而 且 像 冲 激 、 不 连续 
或 逐 段 定义 的 这 种 简单 函数 ,或 许 很 难 闪 认 或 许 根本 就 不 包含 在 其 中 。 

在 合适 的 阶段 选用 好 的 习题 对 学 生 是 相当 有 用 的 ,但 很 难 编 出 好 的 习题 。 本 
书 中 的 许多 习题 都 包括 技术 背景 或 要 求 给 出 看 法 ,超越 了 数学 练习 。 那 些 希 望 挖 
据 习 题 中 的 好 内 容 的 人 会 发 现 习题 中 好 的 内 容 都 加 了 标题 ,这 是 一 种 应 该 广泛 采 
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用 的 习惯 。 第 21 章 给 出 了 许多 习题 的 解 ,但 偶尔 有 一 个 主题 的 练习 紧 跟 在 内 容 
的 后 面 而 不 是 在 章节 的 末尾 ,这 种 情况 不 是 很 多 。 

符号 是 思考 的 重要 辅助 工具 ,我 很 高 兴 地 告诉 大 家 ,我 们 从 D. M. Woodward 
那里 学 到 的 sinc 函数 非常 有 效 , 它 遭受 了 那些 不 懂得 “sine 工 比 并 非 sinc 函数 
的 作者 们 的 误解 和 反对 而 幸存 下 来 。 单 位 矩形 函数 (单位 高 度 和 宽度 ) ПО), 
sinc 函数 的 变换 ,已 被 证 明 相 当 有 用 ,对 于 板书 来 说 更 是 如 此 。 在 打字 稿 或 其 它 
不 太 希 望 使 用 希腊 字母 的 地 方 , II[(z) 可 以 写作 “rect x”, 在 任何 情况 下 把 它 读 作 
rect 都 是 很 方便 的 。jine 函数 ,类 似 于 圆 形 的 sinc 函数 ,具有 相应 的 归 一 化 性 质 ， 
并 且 可 用 于 描述 一 个 望远镜 或 照相 机 的 衍射 场 。shah 函数 Шо) 容易 理解 , 它 易 
于 打印 ,而 且 比 你 想象 的 还 要 有 用 ,因为 它 的 变换 仍然 是 它 本 身 。 用 星 号 表示 卷 
积 ,Volterra 已 用 了 很 长 时 间或 许 更 早 一 些 时 候 就 开始 使 用 了 ,现在 它 已 经 得 到 
了 广泛 的 应 用 。 另 外 ,我 建议 用 “x* x ”表示 二 维 卷 积 ,作为 图 像 处 理 快速 增长 的 
结果 ,二 维 卷 积 越 来 越 普遍 。 

早先 ,有 关 傅 里 叶 变 换 的 教材 中 对 数字 卷 积 的 强调 仅仅 是 个 开始 。 几 年 内 ， 
卷 积 已 从 一 个 相当 高 深 的 概念 变 成 了 一 个 在 初期 阶段 就 很 容易 理解 的 概念 , 它 适 
用 于 所 有 对 正弦 激励 产生 正弦 响应 的 系统 。 
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线性 变换 ,尤其 是 传 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 ,是 众所周知 的 解决 线性 系统 问题 的 技术 。 
人 们 常 将 变换 作为 一 种 数学 或 物理 工具 ,把 问题 转换 到 可 以 解决 的 域内 。 本 书 试图 成 为 理解 
和 使 用 线性 系统 变换 方法 的 指南 。 

通过 对 伟 里 叶 变换 的 讨论 可 以 达到 上 述 目标 。 因 此 , 当 在 后 面 讨论 更 一 般 的 拉 普 拉 斯 变 
换 时 ,许多 性 质 我 们 已 经 熟知 ,这 使 我 们 可 以 将 注意 力 集中 于 复 平面 上 的 收敛 域 这 一 新 的 本 质 
问题 。 实 际 上 ,这 里 讨论 的 所 有 的 其 它 变换 大 部 分 都 是 通过 传 里 叶 变换 亲 明 的 。 

在 许多 科学 分 支 的 理论 中 , 传 里 叶 变换 都 扮演 着 重要 的 角色 。 就 像 其它 变 换 一 样 , 它 们 可 
以 被 单纯 看 作 数 学 泛 函 。 同 时 ,在 很 多 领域 ,它们 恰好 和 它们 所 起 源 的 函数 一 样 有 明确 的 物理 
意义 。 一 个 波形 一 一 光 的 , 电 的 , 声 的 一 一 和 它 的 谱 可 以 同样 地 理解 为 实际 上 可 想象 的 和 可 测 
量 的 实体 :示波器 可 使 我 们 看 见 电 波形 ,而 分 光 镜 或 频谱 分 析 仪 使 我 们 可 以 看 见 光 的 或 电 的 
谱 。 我 们 对 声音 的 鉴别 甚至 更 为 直接 ,因为 耳朵 听 到 的 是 谱 。 波 形 和 谱 互 为 傅 里 叶 变 换 , 因 
此 , 传 里 叶 变 换 是 一 个 不 寻常 的 物理 关系 。 

傅 里 叶 变换 应 用 的 领域 之 多 是 令 人 吃惊 的 。 通 常 ,在 研究 的 一 个 学 科 分 支 中 的 熟悉 概念 ， 
在 另 一 个 学 科 分 支 中 稍 有 不 同 。 例 如 , 相 衬 显微镜 的 原理 使 我 们 联想 到 鉴 频 调制 电路 ,对 两 者 
的 解释 都 可 以 采用 变换 形式 用 同样 的 方法 方便 地 进行 。 再 比如 ,统计 学 中 的 问题 可 以 使 用 在 
级 联 放 大 器 研究 中 熟悉 的 方法 。 这 仅仅 是 出 现在 不 同 物理 实体 的 储 里 叶 理 论 的 基本 原理 的 一 
个 实例 。 

将 已 有 的 经 验 从 一 个 物理 领域 转移 到 另 一 个 物理 领域 是 很 有 益 的 ,但 有 必要 重新 解释 新 
领域 的 术语 。 传 里 叶 变 换 涉及 各 种 各 样 丰 富 的 应 用 ,可 见 , 传 里 时 理论 是 非常 普及 且 万 能 的 数 
学 工具 。 

许多 科学 家 认识 和 理解 傅 里 叶 理 论 是 基于 一 组 有 关 物 理 现象 的 命题 ,而 并 非 着 眼 于 其 数 
学 含义 。 定 理 的 物理 对 应 往往 是 物理 上 显而易见 的 事实 ,这 使 得 科学 家 可 以 理解 那些 在 数学 
理论 中 十 分 抽象 的 问题 。 强 调 物理 解释 可 以 使 我 们 用 简单 的 方法 处 理 通常 被 认为 很 高 深 的 问 
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题 。 

虽然 傅 里 叶 变换 在 许多 领域 中 都 很 重要 , 它 还 是 常 出 现在 正式 的 数学 课程 中 ,位 于 依 里 叶 
级 数 章节 的 最 后 一 部 分 。 随 着 需求 的 增长 , 它 被 特别 引入 后 面 的 研究 生 课 程 ,但 却 没有 发 展 成 
一 个 有 用 的 工具 。 如 果 把 这 个 传统 的 介绍 顺序 反 过 来 , 傅 里 时 级 数 可 以 看 作 是 傅 里 叶 变 换 理 
论 范 围 内 的 一 种 极端 情况 ,级 数 所 特有 的 数学 困难 可 看 作 与 它 的 极端 性 质 ( 它 是 非 物 理 的 ) 有 
关 。 这 就 摆脱 了 由 传统 的 方法 强加 给 傅 里 叶 变 换 学 习 的 障碍 。 

由 于 它 惊 人 的 普遍 性 , 傅 里 叶 变 换 毫 无 疑问 应 该 是 开宗明义 的 一 部 分 。 根 据 经 验 这 种 精 
练 的 理论 可 以 在 课程 的 一 开始 就 引入 , 它 包 罗 万 象 的 应 用 将 有 效 地 启发 人 们 认识 和 解决 自然 
界 中 的 问题 。 

本 工作 起 始 的 目的 是 为 了 给 一 般 数学 形式 的 傅 里 叶 变换 做 一 个 辅助 图 像 的 形象 描述 。 但 
这 样 的 话 ,解释 图 像 的 字句 会 比 图像 本 身 的 数量 更 庞大 。 尽 管 如 此 , 传 里 叶 变 换 的 形象 描述 还 
是 很 重要 ,因为 其 利于 加 强直 觉 。 许 多 重要 的 和 常用 的 函数 也 都 包含 在 形象 描述 之 中 。 这 些 
函数 往往 在 其 他 的 表达 方式 中 都 找 不 到 ,因为 代数 的 表达 方式 太 复杂 。 

通过 对 一 些 通常 为 逐 段 定义 的 基本 函数 引入 简洁 的 符号 ,可 有 助 于 对 简单 但 不 便于 使 用 
的 函数 进行 处 理 。 例 如 ,矩形 脉冲 , 它 至 少 和 高 斯 脉冲 一 样 简单 , 记 为 IJ(z), 这 意味 着 它 可 以 
像 一 个 简单 函数 一 样 处 理 , 在 电子 学 中 使 用 了 生动 的 术语 “ 门 函数 ”, 使 人 联想 到 门 波形 林 () 
是 如 何 打开 一 个 阐 门 让 一 个 波形 的 一 段 通 过 的 ,这 就 是 我 们 用 和 矩形 函数 作为 乘积 因子 时 考虑 
它 的 方法 。 

所 引入 或 借用 的 特殊 符号 还 有 偶 冲 激 对 II(z) 和 TIICx) (发 音 为 wah),II(z) 是 用 IIICz) 
= 对 8(z 一 定义 的 无 限 冲 激 序列 .第 一 个 符号 之 所 以 重要 是 因为 它 是 余弦 函数 的 傅 里 叶 变 
换 ;第 二 个 符号 在 讨论 均匀 采样 (等 效 为 与 hah HR) 和 周期 函数 (可 表示 为 与 hah WEF) 
时 是 不 可 缺少 的 .wah 被 证 明 是 它 自己 的 傅 里 叶 变换 ,这 使 得 它 成 为 一 个 比 所 期 望 的 更 加 有 
用 的 实体 通过 使 用 这 些 约定 的 符号 可 以 使 表达 变 得 更 自由 ,尤其 是 和 表示 卷 积 的 星 号 一 起 使 
用 时 ,只 需要 用 (xz) * f(x) 或 简写 为 II * f ,来 取代 

Голов 
(例如 ,用 一 个 缝隙 扫描 音 轨 时 ,对 音 轨 上 的 光 密 度 分 布 f(z) 的 响应 ) .而 积分 变量 和 定 积分 符 
号 的 消失 ,以 及 JI 和 f 之 间 卷 积 符号 的 出 现 使 得 代数 处 理 和 心算 都 很 方便 。 

这 里 卷 积 用 得 很 多 ,经 验 表明 , 当 直 接 用 积分 形式 的 定义 表示 卷 积 时 , 它 是 一 个 很 难 理解 
的 概念 ,但 是 如 果 首 先 理解 了 泛 函 的 概念 , 它 就 比较 容易 理解 了 .序列 积 的 数值 计算 过 程 给 出 
了 对 卷 积 的 直观 理解 ,而 且 附 带 地 把 人 们 的 注意 力 引 向 了 数值 计算 的 实用 特征 :为 了 数值 计 
算 , 人 们 更 希望 一 个 问题 的 解 以 两 个 函数 卷 积 的 形式 ,而 不 是 以 傅 里 叶 变 换 的 形式 出 现 。 

这 里 应 该 说 明 的 是 变换 方法 并 不 一 定 要 涉及 对 数值 的 变换 过 程 .相反 ,处 理 线性 问题 的 一 
些 好 的 方法 根本 就 不 涉及 到 对 数据 进行 具体 的 储 里 叶 或 拉 普 拉 斯 变换 应 用 计算 ,但 这 些 方法 
的 基础 常常 是 诉 诸 到 变换 域 才能 搞 明白 的 .依据 变换 理论 ,我 们 可 以 说 明 如 何 避 免 数 值 谐 波 分 
析 或 者 处 理 复 平面 上 的 数据 。 

众所周知 ,在 满足 线性 和 时 不 变性 两 个 条 件 时 ,系统 对 谐 波 输入 的 响应 是 同 频率 的 谐 波 。 
当然 ,这 些 条 件 通 常 都 能 满足 .这 就 解释 了 为 什么 傅 里 时 分 析 非 常 重要 ,为 什么 我 们 用 频率 响 
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应 描述 一 个 放大 器 ,为 什么 谐 波 变 化 无 处 不 在 。 当 对 谐 波 激励 的 响应 是 谐 波 的 条 件 不 满足 时 ， 
与 在 非 线性 伺服 机 构 中 的 处 理 方法 相同 ,将 激励 分 解 成 谐 波 分 量 的 方法 的 正确 性 就 必须 重新 
考虑 。 即 使 线性 不 成 立 ,时 不 变性 通常 也 是 存在 的 ,但 空间 不 变性 却 并 非 普遍 满足 .这 些 条 件 的 
失效 使 得 我 们 无 法 通过 把 负载 分 布 分 解 成 正弦 分 量 (空间 谐 波 ) 的 形式 来 研究 桥 的 变形 。 

谐 波 激励 引起 谐 波 响应 所 需 的 两 个 条 件 可 以 表示 为 一 个 条 件 : 响 应 和 激励 可 以 通过 卷 积 
建立 关系 ,应 用 传 里 叶 分 析 的 过 程 中 , 卷 积 是 极为 重要 的 。 对 于 卷 积 这 种 普遍 的 现象 ,不 难 找到 
大 家 熟悉 的 例子 。 一 个 比较 好 的 例子 是 ,胶片 音 轨 或 磁带 上 的 分 布 与 通过 扫描 缝隙 或 磁头 读 出 
的 电信 号 之 间 的 关系 。 

这 里 介绍 了 许多 通常 认为 高 深 难 懂 的 问题 ,并 且 借 助 于 方便 的 符号 和 图 形 简化 了 它们 的 
表示 。 
我 们 格外 谨慎 地 使 用 和 表示 冲 激 符号 8(z) ,比如 ICz) т ШС) 都 依赖 于 它 . 术 语 “ 冲 激 
符号 ”强调 8(z) 并 非 函 数 ;因此 ,包含 它 的 方程 或 表达 式 必须 加 以 说 明 , 借 助 于 脉冲 (不 是 冲 
激 ) 序列 可 以 给 出 一 个 基本 的 解释 方式 .在 很 多 例子 中 ,含有 冲 激 符 号 的 表达 式 都 具有 极限 
“存在 ”的 意义 .与 5(x) 不 同 ,普通 的 完全 数学 表达 式 直 接 反 映 了 物理 情形 ;这 种 情况 下 ,在 测 
量 仪器 的 分 辩 力 所 允许 的 范围 内 ,格林 函数 、 冲 激 响 应 和 其 它 类 似 的 函数 通常 都 能 精确 地 产生 
和 观察 ,而 冲 激 本 身 是 虚构 的 .认为 所 有 包含 5(z) 的 表达 式 都 服从 特定 的 规则 的 情况 下 ,我们 
能 够 保持 对 3(x) 进行 严格 而 又 直接 的 处 理 ,而 且 这 种 处 理 方法 是 非常 成 功 的 。 

大 家 熟悉 的 物理 情形 有 静止 在 横梁 上 的 一 个 质点 产生 的 矩 , 以 及 点 电荷 的 电场 ,在 处 理 这 
些 问题 的 物理 方法 中 ,我们 考虑 越 来 越 小 . 越 来 越 密 的 块 状 物体 或 电荷 量 产生 的 结果 ,并 注意 
该 结果 是 否 趋 于 一 个 确定 的 极限 .其 数学 表达 在 最 近 几 年 才 整理 得 令 数 学 家 满意 ,现在 ,只 要 
加 上 适当 的 脚注 指出 最 近 的 这 些 文献 , 便 允 许 使 用 58(z), 虽 然 在 诸如 统计 这 样 一 些 守旧 的 领 
域 ,为 便于 同 更 难处 理 的 Stieltjes 积分 相 区 分 ,有 时 仍 要 避免 使 用 它 .这 些 数学 思想 的 发 展 将 
在 第 5 章 和 第 6 章 有 关 Temple 和 Lighthill 的 广义 函数 表述 中 论 及 .原始 的 物理 思想 的 有 效 性 
不 受 影响 ,例如 ,我 们 可 以 借助 于 由 宽度 越 来 越 窗 、 高 度 越 来 越 高 的 负载 所 引起 的 压力 的 矩形 
分 布 来 讨论 横梁 上 一 个 质点 的 矩 。 由 于 在 其 它 的 一 些 问题 中 仅 涉及 到 高 阶 微分 ,所 以 ,我 们 不 
必要 把 注意 力 局 限于 具有 无 穷 阶 连续 导数 的 压力 分 布 .因此 ,借助 于 简单 的 矩形 函数 ,我 们 引 
和信 了 冲 激 这 一 主题 ,在 相对 较 少 地 要 求 一 阶 导数 存在 的 情况 下 ,我 们 用 三 角 窗 函数 取而代之 。 
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本 章 中 大 多 数 内 容 的 叙述 都 不 带 证 明 , 因 为 证 明 会 使 讨论 更 宛 长 (事实 上 ,它们 构成 了 傅 
里 叶 理论 传统 学 习 的 大 部 分 内 容 ) 而 且 远离 了 当前 工作 的 主题 。 

省 略 证 明 使 我 们 可 以 把 变换 公式 及 它们 的 已 知 条 件 作为 我 们 的 出 发 点 。 由 于 选择 适当 的 
符号 也 是 著作 的 重要 组 成 部 分 ,本 章 对 此 也 作 了 讨论 。 


傅 里 叶 变换 和 傅 里 叶 积 分 定理 
f(x) 的 傅 里 叶 变换 定义 为 


f rowe andr, 
这 个 积分 是 * 的 函数 ,可 以 记 为 F) 。 用 同样 的 公式 对 F(s) 变换 ,我 们 有 
[re id。 


当 f(x) 是 z 的 偶 函 数 时 , 即 当 /(т) = /(— т) 时 ,重复 变换 得 到 f(w), 它 与 我 们 开始 时 的 函 
数 相同 ,这 就 是 传 里 叶 变换 的 循环 特性 ,而 且 由 于 循环 是 两 步 循环 ,这 意味 着 如 下 的 互 易 特 性 ; 
ШЖ. ЕС) 是 f(z) 的 傅 里 时 变换 ,那么 f(x) 也 是 РС) 的 仿 里 叶 变换 。 
然而 ,循环 和 互 易 特 性 是 不 完美 的 ,因为 当 f(zx) 是 奇 函 数 时 , 即 当 f(z) = 一 f( 一 +) 时 ,重复 
变换 得 到 Са) ,一般 地 ,不 论 f(z) 是 奇 函数 、 偶 函数 或 者 两 者 都 不 是 ,重复 变换 将 得 到 /一 o)。 
可 逆 性 傅 里 叶 变换 的 常用 公式 为 : 


ЕО) = Í: eye dr 
ою = | Fords, 


使 用 这 种 形式 ,两 个 连续 的 变换 将 得 到 原 函数 .然而 ,第 二 个 变换 与 第 一 个 变换 并 不 完全 一 致 ， 
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因此 有 必要 对 这 两 种 傅 里 叶 变 换 加 以 区 分 。 我 们 将 把 FO 称 为 f(x) 的 一 i 变换 而 把 f(x) 称 
为 FG) 的 十 i 变换 。 
把 两 个 连续 的 变换 写成 重 积分 ,就 得 到 了 传 里 叶 积 分 定理 的 常用 描述 
ло = |, B Где аа eds, 
等 式 成 立 的 条 件 将 在 下 节 给 出 ,但 要 立即 说 明 的 是 ,在 f(x) 的 不 连续 点 上 ,等 式 的 左边 应 该 为 
方 [f(z 二 十 f(x 一 )], 也 即 , 当 从 两 侧 通 近 不 连续 点 z 时 ,等 式 的 左边 应 该 为 f(z) 的 不 相等 极 
限 的 均值 。 
可 以 把 变换 公式 中 出 现 的 因子 2x 与 * 看 成 一 体 , 得 到 下 面 的 形式 (方式 2) : 
Еб) = Гле indr 
уа) = | ведена, 
为 了 对 称 , 有 些 作 者 有 时 把 它 写 为 (方式 3) ， 


Fe) = f fedr 
Oot 


1 
«о =—1—| Feds, 
9 atl: = 


所 有 的 三 种 形式 通用 ,但 这 里 我 们 把 2x 写 在 指数 上 (方式 1)。 如 果 f(x) 和 РС) 是 方式 1 中 的 


变换 对 ,那么 ЛС) 和 F(s/2r) 是 方式 2 中 的 变换 对 ,而 f[z/(2x)+] 和 下 [s/(2x)+] 是 方式 3 
中 的 变换 对 .下 面 是 变换 对 在 三 种 方式 下 的 例子 。 


方式 1 
fo) | во У) 


[= L= 了 


方式 2 方式 3 
FO) fa) | FO 


І 


可 以 用 来 代替 F(s) 的 一 个 极 好 的 符号 是 fO) ,两 种 符号 各 有 优 缺点 。 上 面 带 横 杠 的 符号 
表达 式 紧凑 ,书写 方便 ,利于 板书 ,但 不 太 适合 排版 .例如 ,考虑 卷 积 定理 的 这 些 形式 


显示 出 了 用 大 写 标记 中 根本 不 能 表示 的 细微 差别 由 带 横 杠 的 符号 所 带 来 的 表达 上 的 方便 可 
见 第 6 章 。 然 而 当 必须 处 理 复 共 圈 或 用 撤 号 表示 微分 时 ,就 有 些 很 不 方便 了 ;而 使 用 大 写 符号 
就 不 存在 这 些 问题 .因此 ,我 们 改变 了 只 采用 一 种 符号 的 通用 习惯 ,在 早期 的 数学 章节 中 ,f 和 
є 几乎 是 仅 有 的 表示 函数 的 符号 ,因此 主要 使 用 大 写 符号 .在 物理 章节 中 ,诸如 和 开 这 样 的 
大 写 已 经 用 于 物理 量 的 表示 了 ,因此 ,更 自然 地 使 用 带 横 杠 的 符号 。 


6 傅 里 叶 变换 及 其 应 用 


以 上 两 种 符号 均 不 适合 用 作 “exp( 一 xx?) 的 傅 里 叶 变换 是 exp( 一 xs*)” 的 等 效 的 符号 叙 
述 ;然而 我 们 可 以 写 


А 


w < ы 


Fe 
或 ew ое" 


在 第 一 式 中 ,9 可 以 被 看 作 一 个 泛 函 算 子 , 它 把 一 个 函数 转换 为 它 的 变换 。 虽 然 它 可 以 用 
在 使 用 带 横 杠 的 符号 和 大 写 符号 的 地 方 ,但 是 它 更 适合 用 在 诸如 上 面 的 那些 与 特定 函数 有 关 
的 地 方 。 它 适 于 当 词 级 使 用 (例如 FF 和 :9) ,也 适 于 与 其 它 变换 的 符号 混合 使 用 .通过 使 用 
FF! 作为 7 的 逆 , 它 可 以 用 来 区 分 一 i 变换 和 十 i 变换 ;或 者 与 使 用 横 杠 符号 一 样 ,而 与 使 用 大 写 
符号 不 同 ,不 必 特 殊 说 明 是 正 变换 ,而 3' 是 道 变换 这 一 符号 的 这 些 性 质 使 其 成 为 不 可 缺 
少 的 表达 方式 , 且 在 后 续 章 节 得 以 应 用 。 

符号 о 没有 9 那么 灵活 ,但 它 简单 ,并 且 对 代数 操作 很 有 用 ; 它 也 被 用 于 表示 拉 普 拉 斯 变 
换 , 并 且 偶尔 会 用 C 表示 逆 变 换 。 不 可 逆 性 也 用 "一 ”和 它 的 反 转 来 表示 ,但 它 不 能 明确 地 指出 
哪个 是 正 变换 哪个 是 反 变换 。 我 们 不 推荐 使 用 符号 -> 和 符号 一 ,因为 它们 分 别 表示 "* 趋 于 ”和 
“蕴涵 ”的 意思 。 对 于 诸如 余弦 变换 、 着 尔 伯 特 变换 和 险 特 利 变换 等 可 道 变换 来 说 ， 符号 “…” 和 
符号 “人 名 "很 适合 用 来 表示 对 称 性 。 


傅 里 叶 变换 存在 的 条 件 

电路 专家 发 现 每 个 波形 显然 都 有 一 个 谱 , 天 线 设计 者 确信 每 个 天 线 都 有 一 个 方向 图 。 对 那些 
通过 物理 经 验 而 不 是 数学 来 了 解 傅 里 叶 变 换 的 人 来 说 ,有 时 会 对 有 些 函数 没有 传 里 叶 变换 感到 
很 奇怪 。 然 而 ,我 们 确信 没有 人 能 生成 一 个 没有 谱 的 波形 ,也 没有 人 能 设计 出 没有 方向 图 的 天 线 。 

当 被 变换 的 函数 是 一 个 物理 量 的 精确 描述 时 ,变换 的 存在 性 问题 确实 可 以 忽略 物理 可 实 
现 性 是 变换 存在 的 一 个 有 效 的 充分 条 件 .然而 ,用 一 个 简单 的 数学 表达 式 代替 一 个 物理 量 有 时 
会 比较 方便 。 例 如 ,经 常会 考虑 下 面 的 波形 

sint 《〈 谐 波 , 纯 交流 ) 

На) О) 

00) ОФ. 

严格 地 讲 , 可 以 证 明 上 面 三 个 函数 的 傅 里 叶 变 换 均 不 存在 .当然 ,它们 之 中 没有 一 个 是 物 
理 可 实现 的 ,因为 波形 sint 要 求 能 达到 无 穷 远 的 过 去 MER H (a) 要 求 在 无 限 长 的 时 间 内 保持 
稳定 ,而 冲 激 8(t) 要 求 在 一 个 无 限 短 的 时 间 内 必须 具有 无 穷 大 的 值 . 然 而 在 给 定 的 情况 下 ,我 
们 常常 可 以 得 到 相当 近似 的 形式 ,使 用 这 种 简单 的 数学 表达 式 是 因为 它们 比 那些 只 有 少许 差 
别 但 可 以 实现 的 函数 更 精练 .然而 ,以 上 这 些 函 数 没 有 伟 里 叶 变换 , 即 传 里 叶 积 分 不 能 对 所 有 
的 s 都 收敛 ,这 就 是 具体 考虑 变换 存在 条 件 的 重要 性 。 

对 一 个 单 值 函 数 f(x) 进行 变换 和 北 变 换 , 我 们 有 如 下 重 积分 


Ге sear as. 
倘若 1. 1 f(x) | 从 一 co 到 co 的 积分 存在 ;2. f(z) 中 的 任何 断 点 都 是 有 限 的 , 则 上 述 表达 式 等 
+ 7(z)( 或 者 在 /(x) 的 不 连续 点 等 于 记 [f(z уа 
下 面 会 涉及 更 多 的 但 不 是 很 重要 的 条 件 .在 物理 情况 下 ,具有 无 限 能 量 的 信号 就 违背 了 这 
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些 条 件 9 ,通常 要 注意 到 这 两 个 条 件 之 间 的 一 种 对 偶 性 .例如 ,已 经 流 着 并 将 一 直流 下 去 的 绝 
对 稳定 的 直流 电流 具有 无 限 能 量 , 这 违背 了 第 一 个 条 件 。 频 域 的 能 量 分 布 表现 为 无 限 的 能 量 完 
全 集中 在 零 频 上 ,这 违背 了 第 二 个 条 件 .这 些 讨论 同样 适用 于 谐 波 。 

需要 指出 的 是 ,通常 在 有 限 区 间 内 有 无 穷 多 个 最 大 值 和 最 小 值 的 函数 ,其 傅 里 叶 变换 是 不 
存在 的 ,一 个 现成 的 例子 是 sinr '( 见 图 2. 1), 随 着 z 趋 于 零 , 它 的 振 划 频率 不 断 增加 .这 种 行 
为 在 实际 生活 中 是 不 重要 的 ,即使 作为 近似 也 是 不 重要 的 .因此 我 们 通常 关心 那些 在 有 限 的 区 


图 2.1 一 种 具有 无 穷 多 极 大 值 的 函数 


间 内 具有 无 穷 多 个 极 大 值 和 极 小 值 但 变换 确实 存在 的 函数 当 它 的 “有 界 变 差 "9 存在 时 ,变换 
就 存在 .然而 ,有 一 些 在 有 限 区 间 具 有 无 穷 多 个 最 大 值 且 变 差 无 界 的 函数 ,其 变换 是 存在 的 ,要 
求 /(x) WE Lipschitz 条 件 @ 就 涵盖 了 这 种 情况 .后 来 ,Dini 使 用 了 一 个 更 宽松 的 条 件 , 这 在 傅 
里 叶 理论 中 是 一 个 令 人 着 迷 的 主题 ,但 是 它 与 我 们 所 关心 的 物理 应 用 没有 直接 的 关系 此 外 ， 
我 们 决 不 打算 放弃 那些 在 普通 意义 上 傅 里 叶 变 换 不 存在 的 有 用 函数 .相反 ,我 们 通过 传 里 叶 变 
换 在 极限 情况 下 的 推广 同样 把 它们 包括 起 来 ,现在 ,在 需要 区 别 的 情况 下 , 传 里 叶 变换 存在 的 
条 件 只 是 区 别 普通 的 变换 和 极限 情况 下 的 变换 。 


极限 情况 下 的 变换 

虽然 周期 函数 的 伟 里 叶 变换 不 存在 ,这 一 点 可 以 通过 考察 传 里 叶 变换 的 存在 条 件 来 验证 ， 
然而 物理 上 认为 周期 函数 具有 * 线 谱 "。 线 谱 可 以 用 周期 函数 的 传 里 叶 级 数 的 系数 来 表示 ,或 
者 ,我 们 可 以 拓展 仿 里 叶 变换 的 数学 概念 使 之 与 物理 观点 相 一 致 .这 就 是 我 们 将 要 做 的 ,把 周 
期 函数 看 作 传 里 叶 变 换 所 包含 的 一 个 特例 。 

Ф Plr) 是 x 的 一 个 周期 函数 .那么 


[раа 


不 存在 ,但 是 如 果 我 们 通过 乘 以 类 似 exp( 一 ar?) 的 一 个 因子 ,其 中 a 是 一 个 小 正 数 ,对 PO) 稍 
作 修正 ,那么 修正 后 的 函数 的 傅 里 叶 变换 也 许 是 存在 的 ,因为 


о WMH MT tsinz 这 样 的 有 限 能 量 函数 就 是 一 个 例外 ,然而 它们 不 具有 绝对 收 全 的 无 穷 积分 。 
O ”如果 函数 /(x) 对 任意 的 划分 方法 a<x1 二 zx: 二 …<z。1<b, 都 存在 一 个 数 M 使 得 
а а) + 0а far) += + | f@) -f(r EM 
那么 我 们 说 函数 (VERM ao<<r<5 上 是 有 界 变 差 的 。 任 意 绝对 可 积 的 函数 都 具有 有 界 变 差 * 
四 ”一 个 函数 /(x) ,如 果 对 所 有 1h|<e 
If /о›1<В1л\* 
其 中 B 和 8 与 h 无关,B 是 正 的 , 且 = 是 存在 有 限 B 时 所 有 有 的 上 界 ,那么 函数 /(z) 在 z=0 满足 a。 阶 的 Lipschitz 条 件 。 


傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


[ера laz 


也 许 存在 .当然 ,P(z) 中 的 任何 无 穷 间 断 点 都 将 会 使 传 里 叶 变换 不 存在 ,但 假设 我 们 选择 РС) 
使 得 exp( 一 cx:) P(z) 存在 傅 里 叶 变换 ,那么 当 趋 于 零 时 ,对 每 个 z 的 值 修正 因子 都 趋 于 1, 因此 
在 极限 情况 下 , 随 а 趋 于 零 修正 的 函数 序列 趋 于 P(x) .由 于 每 个 修正 的 函数 都 具有 传 里 叶 变 换 ， 
因此 存在 相应 的 变换 序列 ;那么 , 随 a 趋 于 零 ,这 个 变换 的 序列 是 否 也 趋 于 一 个 极限 ?我 们 已 经 知 
道 它 的 仿 里 叶 变 换 是 不 存在 的 ,至 少 不 是 对 所 有 的 s 都 存在 ;我 们 可 以 说 规则 的 变换 序列 定义 或 
构成 了 被 称 为 广义 函数 的 实体 .在 极限 情况 下 ,周期 函数 和 广义 函数 构成 了 傅 里 叶 变换 对 。 
在 与 冲 激 符号 SCz) 有 关 的 物理 现象 中 建立 了 处 理 这 种 不 是 函数 但 可 以 用 函数 序列 描述 的 思 
想 。 在 这 种 情况 下 ,一 组 强度 越 来 越 强 、 宽 度 越 来 越 窑 的 单位 面积 脉冲 就 构成 了 一 个 相应 的 序列 ,在 
稍 后 的 章节 中 ,这 种 思想 将 得 到 深入 的 讨论 .我 们 会 使 用 术语 “广义 函数 " 来 表示 冲 激 和 类 冲 激 。 
周期 函数 没有 傅 里 时 变换 是 由 于 它们 在 无 穷 区 间 的 积分 不 是 绝对 收敛 的 ; 传 里 叶 变 换 不 
存在 也 可 能 是 由 于 函数 具有 与 冲 激 相关 的 无 穷 间断 点 在 这 种 情况 下 ,我 们 用 一 个 傅 里 叶 变换 
存在 的 函数 序列 代替 那个 冲 激 , 那 么 相应 的 变换 序列 也 许 趋 于 一 个 极限 ,从 而 我 们 又 有 了 一 个 
极限 情况 下 的 传 里 叶 变换 对 。 和 前 面 一 样 ,变换 对 中 只 有 一 个 函数 是 包含 冲 激 的 广义 函数 。 
也 可 能 会 有 变换 的 序列 并 不 趋 于 一 个 极限 的 情况 .如 果 我 们 处 理 的 是 既 有 冲 激 又 是 周期 
的 函数 ,就 会 发 生 这 种 情况 .那么 ,极限 情况 下 变换 对 中 的 两 个 成 员 都 是 包含 冲 激 的 广义 函数 。 
这 里 ,我 们 可 以 先进 行 一 些 关于 广义 函数 定义 的 基础 工作 ,把 严格 而 一 般 性 讨论 放 在 更 后 
一 些 的 阶段 ,因为 在 熟悉 处 理 冲 激 符号 8(z) 后 再 讨论 它 可 以 理解 得 更 容易 、 更 深刻 一 些 。 


奇偶 性 E(z) 
对 称 性 在 傅 里 叶 理 论 中 扮演 
着 重要 的 角色 。 从 对 称 性 的 观点 
可 以 直接 证 明 某 个 积分 为 零 , 而 
不 需要 计算 它们 , 这 一 点 我 们 很 т 
ЖЖ ,或 许 在 出 版 物 中 很 常见 。 然 осе) 


而 ,我 们 需要 更 进一步 发 据 函 数 

本 身 的 对 称 限 制 以 及 其 傅 里 叶 变 

换 所 产生 的 相应 约束 性 质 。 这 里 = 
我 们 重 温 一 些 简单 的 术语 。 

ШЖ ЕС x) = E(z), 则 函 
HEC) 称 为 对 称 函 数 或 偶 函 数 。 图 2.2 ЖЖЖ Ех) MEKK OG) 
而 如 果 O z) =— О‹х),ЙЇ 
数 O(z) 称 为 反对 称 函数 或 奇 函 
数 ( 见 图 2.2) .一般 情 况 下 , 奇 函 
数 和 偶 函 数 的 和 既 不 是 偶 函 数 也 
不 是 奇 函 数 ,如 图 2. 3 所 示 , 它 是 
图 2. 2 中 偶 函 数 和 奇 函 数 的 和 。 F: 

任意 函数 f(x) 都 可 以 无 二 图 2.3 E) У OC) 的 和 
义 地 分 解 为 奇 部 和 偶 部 .因为 如 


E(z)+O(z) 
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R f(r) = E, (z) +O, (z) = Es(z) 十 O,(7z), 那 么 E — E, = O, —O, fB E, — E, EAH, O 
一 O 是 奇 的 .所 以 E, 一 E, 一 定 为 零 。 

给 定 函 数 的 偶 部 是 函数 和 它 
的 关于 纵 坐 标 轴 映 像 的 平均 ,而 奇 
部 是 函数 及 其 关于 纵 坐 标 轴 负 映像 
的 平均 (参见 图 2. 4) 这样 


EG) = 0700 +76 0] 


Ola) = 去 [fm 一 /一 z)]。 


奇 部 和 偶 部 的 函数 分 解 结果 
是 随 zx 原点 的 变化 而 变化 。 诸如 
cosa 这 样 的 一 些 函 数 通过 原点 的 移 
位 可 以 从 地 道 的 偶 函 数 变 为 地 道 的 图 2.4 给 定 函数 f(x) 的 偶 部 和 奇 部 的 构成 
奇 函 数 。 


奇偶 性 的 意义 
设 


Рб) = Elx) +О(х) 
其 中 已 和 O 一 般 是 复 的 。 那 么 f(z) 的 传 里 叶 变换 可 以 简化 为 


2 ECmeos2rm)dz 一 | onsin(2rroydz。 
; р 


由 此 可 得 如 果 函 数 是 偶 的 , 它 的 变换 也 是 偶 的 , 以 及 如 果 函 数 是 奇 的 , 它 的 变换 也 是 奇 
的 。 全 部 结论 是 


实 的 偶 的 实 的 偶 的 

实 的 奇 的 虚 的 奇 的 

虚 的 偶 的 虚 的 偶 的 

复 的 偶 的 复 的 偶 的 

复 的 奇 的 复 的 奇 的 

实 的 非 对 称 复 的 Hermitian 
虚 的 非 对 称 复 的 反 Hermitian 


实 的 偶 的 加 虚 的 奇 的 实 的 
实 的 奇 的 加 虚 的 偶 的 RH 
偶 的 偶 的 
奇 的 奇 的 
这 些 性 质 可 以 总 结 成 下 面 的 图 表 : 
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f(z)=o(z)+e(z)=Reo(z)+ilmo(z)+Ree(z)+ilme(z) 


F(s)= O(s) + E(s) =ReO(s) +ilm O(s) + Re E(s) + ilm ЕС) 
图 2. 5 用 图 形 形 象 地 表示 了 这 些 现象 ,通过 它 可 以 很 方便 地 看 出 * 奇 对 称 的 相对 意义 ”: 当 


„ =) F(s) 


ЕШ 
《 非 对 称 ) 


图 2.5 ”函数 及 其 傅 里 叶 变换 的 对 称 性 质 
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f(z) 是 实 的 奇 函 数 且 具有 正 的 片段 时 ,F(s) 的 奇 部 是 虚 的 且 具 有 一 个 负片 段 ; 当 f(x) 是 实 的 
但 不 必 是 奇 的 时 候 , 我 们 也 可 以 发 现 与 奇 对 称 相反 的 意义 .然而 , 逆 过 程 一 一 即 , 从 F(s) 到 
了 (x) ,或 者 把 fer) 取 成 虚 的 一 一 产生 同样 的 奇 对 称 意义 。 

实 的 偶 函数 在 本 书 中 具有 特殊 的 作用 ,因为 它们 以 及 它们 的 变换 很 容易 作 图 ,在 这 方面 ， 
虚 的 奇 函 数 、 实 的 奇 函 数 以 及 虚 的 偶 应 数 也 很 重要 。 

一 个 实 部 是 偶 函 数 而 虚 部 是 奇 函 数 的 函数 
fO) 拥有 另 一 种 特殊 的 对 称 性 ,这 样 的 函数 被 
称 为 Hermitian 的 ( 见 图 2. 6) ,通常 可 以 简明 地 
把 这 个 性 质 定义 为 


fœ = f'ar) 


正如 上 面 所 提 到 的 , 它 的 傅 里 叶 变换 是 实 的 。 作 
为 处 理 此 类 问题 的 代数 过 程 的 一 个 例子 ,考虑 


fG) = E+O+iË + iO 


图 2.6 Hemitian 函数 的 实 部 为 偶 对 称 , 虚 部 为 
那么 奇 对 称 ,其 侍 里 叶 变 换 是 实 的 


1-2) = E= O+iË — 0 
和 
f'a) = 下 一 0 一 这 十 这。 
如 果 我 们 要 求 fe = fC z) UB O = 0, Ë = 0, 因 此 f(x) = E + iO, 
яз 


函数 /(z) 的 复 共 思 的 伟 里 叶 变 换 为 F* s) s b 9 ЖЕЛЕ ЖД HENE 05 49.48. , JÉ ch 09% B| ET 
总 结 如 下 : 


实 的 FG) 
虚 的 А =F) O ec 
Я fO) Ж 侦 的 则 广 Cr) 的 变换 为 ру TOER 
奇 的 -F (s) 
相关 的 描述 列表 如 下 : 
fD Fs) 
F DDF С ғ) 


Гай ы F" (y 
2Ref(z)2Ə F(s) КЕ" (— s) 
2Imf(1)D F(s) — Е" (— s) 
Ра) + f° С х) 2ReF6(s) 
f — f° C— z)Ə 2ImF(s) 
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余弦 和 正弦 变换 
对 正 的 ,函数 /(x) 的 余弦 变换 定义 为 


|; f(x)cos2rsrdr。 


WR f(x) 是 偶 函 数 , 余 弦 变 换 与 傅 里 叶 变换 是 一 致 的 .一 般 情 况 下 ,7(z) 的 傅 里 叶 变换 的 偶 
部 等 于 fO) 偶 部 在 * > 0 时 的 余弦 变换 。 


应 当 注 意 到 ,与 定义 相符 ,余弦 变换 没有 考虑 SO) 的 坐标 原点 左边 的 部 分 , 它 仅 定义 了 坐 
标 原点 右边 的 部 分 。 


用 F.(s) 表示 f(x) 的 余弦 变换 ,那么 余弦 变换 以 及 从 F.C) 得 到 fer) 的 逆 变 换 是 完全 一 
致 的 ,这 样 


ЕК9) = f f(z)cos2rsrdr, s> 0 
уа) = 2f F.(s)cos2nsrds, z > 0 
对 正 的 s, f(x) 的 正弦 变换 定义 为 
F,(s) = 2f Jr)sin2xsrdz 
此 变换 和 它 的 逆 变 换 也 是 一 致 的 ,这 样 
fe) = 2[ Fsin2rsrdr, 2>0 


зов, Я, fer) ОАО О i 倍 等 于 /(zx) 奇 部 的 正弦 变换 。 
如 果 在 坐标 原点 的 左边 F(z) 为 零 ,那么 


=t =h; 
FG) = ФР.) — 1Р6). 


或 者 对 任意 /(x), 重 述 这 一 性 质 ,有 
LFO = ЧР, = FFH), 


其 中 Нох) 是 单位 阶 路 函数 ( 当 т 为 正 时 等 于 1, 而 当 z 为 负 时 等 于 0)。 
对 xz 之 0 给 定 f(z), 其 余弦 变换 可 表示 为 偶 函数 f(z) 十 (一 x) 的 傅 里 时 变换 ;同样 地 ， 
一 i 售 的 正弦 变换 是 奇 函 数 f(x) 一 F( 一 z) 的 传 里 叶 变换 : 


F) = Ж[/(х) + fC— z)J 和 一 iF,() = ЯС) — /С— x)]。 


通过 查找 傅 里 叶 变 换 图 示 集 (第 22 章 ) 中 的 偶 ( 奇 ) 函数 ,我 们 可 以 很 容易 地 得 到 余弦 ( 正 
3) 变换 ,余弦 和 正弦 变换 表 对 于 求解 奇 函数 或 偶 函 数 的 传 里 叶 变 换 也 非常 有 用 ,主要 的 表格 


жй лы) = | AO ист 作为 定义 .显然 这 里 没有 乘 以 , 当 变换 求 送 时 ,应 记 住 8z 的 
ERE а). 
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公式 的 含义 

毫 无 疑问 ,Habitues 在 傅 里 叶 分 析 中 意识 到 用 图 形 解释 傅 里 叶 积分 。 由 于 变换 积分 包含 
一 个 复数 因 于 ,或 许 经 常 画 的 是 较为 简单 的 余弦 或 正弦 的 版 本 .这 样 ,给 定 /(x) ,我 们 画 出 一 
个 振荡 的 f(x)cos2xx( 见 图 2.7a), ff T f(x) 与 一 f(x) 包 络 之 间 , 因为 F.(s) = 


ef Jr)cos2rrsdr, 所 以 f(z)cos2xsr 下 面积 的 两 倍 就 是 F,(s) ,在 图 2. 7b 中 ,这 个 面积 实际 


fla) Jr)ecos2xxrs f(x)cos2rrs 


(a) 


图 2.7 /(х) 与 cos2xxs 的 乘积 视 为 z 的 函数 


LOFFE ,而 这 意味 着 s 的 值 相当 大 ,图 2. 7c 是 * 值 较 小 的 情况 。 

这 样 ,对 离散 的 值 , 伟 里 叶 积 分 是 可 以 形象 化 图 示 的 。s 的 含义 相当 重要 , 它 表 示 余 弦 的 
频率 ,等 于 每 单位 工 的 周期 数 。 

作为 这 种 方法 的 一 个 练习 , 考虑 下 


面 代数 描述 的 图 形 含义 fr)dreodrss 
—0 s— со 

rol. 2f fwaz s=0. 

正弦 变换 也 可 用 同样 的 方法 作 图 ， в 252 
复 变换 可 以 用 奇 部 和 偶 部 的 组 合 来 作 图 。 >—Rc—s— 

把 被 积 式 f(z)cos2xzsdz 看 作 幅 度 四 We 
为 /Cr)dr 频率 为 zx 的 余弦 函数 ,也 即 把 。 AAAAAAAAANAAAAAAAAAY 
它 看 作 s 的 一 个 函数 ,对 z 的 固定 值 进行 «ә : 
积分 (如 图 2. 8a 所 示 ) .同样 ,图 2.8b 和 ө) 
图 2.8c 是 x 为 其 它 离散 值 时 的 图 形 .对 
所 有 值 的 此 类 曲线 求 和 即 可 得 到 F.C). | 
对 变换 公式 的 这 种 感性 认识 方法 来 自 于 з 
一 种 学 习 传 里 时 级 数 中 的 练习 , 即 通过 对 


频率 算术 增加 的 正 ( 余 ) ЖЮН 
加 来 形象 理解 变换 。 (a) 

每 一 种 前 述 的 观点 都 有 两 面 性 ,这 取 图 2.8 f(z)dz 与 cos2xzs 的 乘积 视 为 * 的 函数 
决 于 我 们 考虑 的 是 将 函数 分 解 成 分 量 的 
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分 析 还 是 从 分 量 合成 函数 的 综合 .奇怪 的 是 无 论 是 分 析 还 是 综合 ,都 在 做 同样 的 事 ,这 一 事实 
简单 地 反映 了 传 里 叶 变换 的 互 易 特性 .图 2.9 说 明了 第 一 种 观点 .如 果 我 们 可 以 针对 特定 值 的 
s 用 切片 表示 函数 表面 ,那么 我 们 也 可 以 想象 针对 特定 值 的 > 用 切片 来 表示 ,这 样 我 们 可 以 得 
到 第 二 种 观点 。 


图 2.9 Ж /(zx)cos2xsr 的 表面 沿 两 可 能 方向 之 一 方向 上 的 切片 图 


图 2.10 FO) 在 复 平面 上 的 传 里 叶 积分 
(a) 当 s 很 小 时 ;(b) "í s 很 大 时 


在 更 深 一 层 的 观点 中 , 我们 把 s 取 为 定 值 , 在 复 平面 上 考虑 问题 (参见 图 2. 10)。 通 过 
因子 exp( 一 i2xsr) 使 向 量 f(z)dz 旋 转 了 一 个 2xsr 的 角度 。 随 着 x —+ co, 被 积 式 
f(z)drexp (一 i2xsz) 的 幅度 缩小 而 角度 发 生 旋转 ,使 得 积分 盘旋 形成 两 个 极限 点 A 和 В. 
图 2. 10a 所 示 , 向 量 AB 表示 F(s) 的 无 穷 积 分 .图 2. 10b 是 * 值 较 大 时 的 情况 ,可 以 看 到 卷曲 盘 
旋 的 速度 加 快 。s ~ co 以 及 s = 0 时 FCs) 的 性 态 比较 容易 理解 。 

这 种 与 Cornu 螺 线 有 关 的 图 形 在 光 衍射 中 很 常见 ,是 在 光学 与 天 线 方面 定性 思考 以 及 数 
值 计算 的 得 力 工具 . 它 起 因 于 无 线 电 波 的 传播 ,巧妙 地 总 结 了 电离 的 流星 轨迹 反射 的 无 线 电 回 
波 的 行为 或 许可 以 用 它 来 病 述 很 少 使 用 它 的 领域 中 的 问题 。 
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习题 

1. 为 了 使 x ~* 士 co 时 f(x) -> 0,F(s) 必须 满足 什么 样 的 条 件 ? 

2. 证 明 如 果 Сх) 是 实 的 ,那么 | FO | 是 一 个 偶 函 数 。 

3. sgnz 在 极限 情况 下 的 傅 里 叶 变 换 是 (irs)-: .这 两 个 函数 违反 了 傅 里 叶 变 换 存在 的 什么 
条 件 ?(sgnz {Ет 为 正 时 等 于 1, 为 负 时 等 于 一 1) 

4. 证 明 所 有 的 周期 函数 违反 了 一 个 传 里 叶 变 换 存在 的 条 件 。 

5. 验证 函数 cosr 违反 了 会 里 叶 变 换 存 在 的 一 个 条 件 .证明 对 任何 正 的 a,exp( 一 ax?)cosz 
满足 这 个 条 件 。 

6. R Нох) зе, eH (z) 的 奇 部 和 偶 部 ,其 中 Нох) 对 正 的 x 等 于 1, 对 负 的 等 于 0。 

7. 画 出 [1 十 (zx 一 1D3] Н. 

8. 证 明 两 个 函数 乘积 的 偶 部 等 于 它们 的 奇 部 的 乘积 加 上 偶 部 的 乘积 。 

э. 当 了 既 不 是 偶 函 数 也 不 是 奇 函 数 时 ,讨论 22 / 和 的 关系 。 

10. 证 明 99981 = f. 

11. 有 人 称 logz 的 奇 部 是 一 个 常数 ,这 正确 吗 ? 

12. 一 个 奇 函 数 的 奇 函数 是 一 个 奇 函 数 吗 ?对 偶 函 数 的 奇 函数 和 奇 函 数 的 偶 函 数 ,我 们 能 
说 些 什么 ? 

13. 证 明 一 个 实 的 奇 函 数 的 伟 里 叶 变换 是 一 个 虚 的 奇 函 数 。 这 与 变换 是 十 i 还 是 一 i 有关 
系 吗 ? 

14. 一 个 函数 如 果 满 足 f) = 一 f` (一 z) ,就 称 为 antihermitian 的 证明 它 的 实 部 是 奇 
的 、 虚 部 是 偶 的 以 及 它 的 伟 里 叶 变 换 是 纯 虚 的 。 

15. 指出 如 下 推理 中 的 错误 .“ 令 fO) 是 一 个 奇 函数 .那么 fC— a) 的 值 一 定 是 一 f(a) fH 
这 个 值 与 /(a) 不 相同 .因此 一 个 奇 函数 不 能 是 偶 的 。” 

16. 设 函 数 f(x) 的 奇 部 和 偶 部 为 o(z) 和 elx)。 证 明 下 式 与 x 的 原点 的 移 位 无 关 ， 


r [осо dr Тосо ас 


17. 我 们 知道 把 一 个 函数 分 解 为 奇 部 和 偶 部 与 横 坐 标 原点 的 选择 有 关 。 然 而 , 奇 部 和 偶 部 
的 平方 的 积分 之 和 是 一 个 与 原点 选择 无 关 的 常量 .这 个 常量 是 什么 ? 
18. 设 一 个 实 函数 f(x) 的 对 称 轴 可 以 用 如 下 的 a 值 来 定义 ,如 果 o 和 e 分 别 是 f(z 一 a) 
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的 奇 部 和 偶 部 ,那么 随 a 的 变化 


fe a= fe dr 


[еа [еа 


有 一 个 最 大 值 或 最 小 值 .证 明 所 有 的 函数 至 少 有 一 个 对 称 轴 .。 如 果 存 在 多 个 对 称 轴 , 是 不 是 两 
种 对 称 轴 的 每 一 种 都 有 任意 多 个 。 

19. 我 们 知道 cosx 是 没有 奇 部 的 偶 函 数 ,原点 的 移 位 将 使 偶 部 减 小 . 奇 部 增 大 ,直到 变 成 
完全 的 奇 函 数 .事实 上 , 随 着 原点 的 移 位 ,任何 周期 函数 的 偶 部 和 奇 部 都 会 发 生 相 对 的 大 小 变 
化 。 考 虑 “对 称 的 横 坐 标 ” 的 设置 方法 以 及 与 x 的 原点 无 关 的 “对 称 度 ”的 定量 度量 ,测试 你 的 
结论 的 合理 性 — 例如 ,在 一 1 < r < 1 范围 内 分 别 由 A(z),A(z) EA 一 二 ,给 定 的 
周期 为 2 的 函数 。 三 角 窗 函数 符号 A(z) 可 以 参见 第 4 章 。 


20. 函数 /(z) 5 z fE — + 和 二 之 间 时 等 于 1, 当 工 为 其 它 值 时 等 于 0. 在 复 平面 上 夯 出 
FO) 的 精确 轨迹 ,通过 它 测量 FO, FGD, FD ,FC p 以 及 F(2) 的 值 。 


21. 函数 f(z) "4 z Ho 1,2,3,4 和 5 小 0.01 时 等 于 100, 其 它 地 方 为 0。 在 复 平面 上 画 出 
FCs) 的 轨迹 ,通过 它 度量 FCO. 05) 的 幅度 和 相位 。 

2. 自 变换 函数 。 早期 出 版 的 傅 里 叶 变 换 表 中 包含 两 个 变换 是 自身 的 函数 , HD 
ехр(— та?) 和 sechr。1956 年 ,II(z) 也 加 入 这 个 团体 , 当 包 括 冲 激 时 ,还 可 以 给 出 一 些 其 它 的 
例子 ,比如 1 十 6(x)。 请 对 这 种 自 变换 函数 提出 一 个 通用 的 结构 。 


# дя 
卷 积 


对 两 个 函数 进行 卷 积 的 思想 是 广泛 存在 的 ,这 可 以 从 它 拥有 的 多 种 多 样 的 别名 中 得 到 验 
证 , 随 着 卷 积 从 单一 的 概念 扩展 到 许多 科学 分 支 中 去 ,“ 卷 积 ”这 个 词 也 得 到 了 更 加 普遍 的 应 
用 。 我 们 时 常 遇 到 的 德语 术语 Faltung MED 就 像 术 语 “合成 积 ”一 样 是 从 法 语 中 转化 而 来 的 。 
在 特殊 的 领域 可 能 遇 到 的 术语 包括 登 加 积分 .Duhamel 积分 .Borel 定理 加权) 连续 平均 、 互 
相关 函数 ,平滑 ,模糊 、 扫 描 以 及 弥散 等 。 

就 像 后 几 个 术语 指出 的 那样 , 卷 积 描述 了 一 个 观测 仪器 在 一 些 变量 的 小 范围 上 对 某 些 物 
理 量 进 行 加 权 平均 的 操作 .常常 发 生 的 情况 是 ,加 权 函 数 的 形式 不 随 变量 中 心 值 的 改变 而 变 
化 ,观测 到 的 量 是 所 要 求 的 量 的 分 布 和 加 权 函 数 的 卷 积 ,而 不 是 所 要 求 的 物理 量 本 身 的 值 , 所 
有 物理 观测 都 以 这 种 方式 受到 仪器 分 辩 能 力 的 限制 ,也 正 是 由 于 这 个 原因 , 卷 积 是 无 所 不 在 
的 。 稍 后 我 们 将 说 明 , 卷 积 的 出 现 是 与 线性 加 上 空间 或 时 间 不 变性 联系 在 一 起 的 ,也 是 与 “正弦 
激励 正弦 响应 ” 相 联系 的 。 

卷 积 不 仅 作为 一 个 物理 概念 有 着 广泛 的 意义 ,而 且 由 于 下 面 遇 到 的 一 个 功能 强大 的 定理 ， 
它 还 对 理论 发 展 提供 了 一 个 非常 有 利 的 起 点 。 另 一 方面 ,由 于 卷 积 对 计算 的 适应 性 ,在 我 们 开 
始 数值 计算 之 前 , 它 也 是 理论 研究 的 一 个 有 益 的 终点 。 

两 个 函数 f(x) 和 g(x) 的 卷 积 是 


[лова юв 
或 简写 为 


fz) ж g(z) 


卷 积 本 身 也 是 一 个 关于 的 函数 , 记 为 h(x)。 
对 于 如 何 理解 卷 积 有 很 多 种 思路 .例如 ,假设 给 定 g(z), 则 对 每 一 个 函数 ГО), АЯ БВ 
积分 存在 ,就 有 一 个 h(x)。 如 Volterra 所 说 ,我 们 可 以 认为 h(x) 是 函数 (zx) 的 一 个 泛 函 . 应 该 
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注意 的 是 :为 了 计算 h) ,我 们 必须 知道 


在 xz 的 整个 取 值 范围 内 的 f(z), 然而 计算 


函数 f(z) {Ег 


f(x) 


zi 处 的 函数 值 ,只 要 知 


道 frd 的 值 就 行 了 。 


在 图 3.1 中 , 阴影 区 域 表示 乘积 


f(wg(zr 一 wu), hir) 的 纵 坐 标 值 等 于 阴影 ga 


区 域 的 面积 。 


在 图 3. 2 中 给 出 了 另 一 个 例子 ,其 中 


glx) 3.1 中 的 g(x) 相同 而 f(x) 不 т 
AMATRA TZE АС) 与 /(x) 相 КЕ SSS "== 

互 关系 的 一 般 特点 。 可 以 看 到 ,Ah(z) 在 细 ma a 
ЖЕШ fe) 更 加 平滑 ,更 加 伸展 ,而 且 总 


体 的 变化 要 小 一 些 

在 另 一 种 方法 中 ,f(x) 被 分 割 为 无 穷 
小 的 柱 条 ( 见 图 3.3)。 每 个 柱 条 的 作用 将 
熔铸 为 以 柱 条 为 中 心 而 具有 g(x) 曲线 形 
状 的 一 段子 波形 (Heap) ,图 中 只 画 出 了 两 
个 这 样 柱 条 熔铸 的 子 波形 ,而 其 他 所 有 的 图 3.1 


也 都 可 以 如 此 画 出 ,这 样 ,h(x) 就 等 于 所 


к(х) 
s (2) 
hla) 


W32 RA = /* g) 的 平滑 效果 示意 图 
Ух) 


fia) 


x 


f(r)drig(r— zi) 


图 3.3 ERRA fE E ift ili R t WL 09 9 


用 阴影 区 域 表示 卷 积 积分 h(x) = flr) * ga) 
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有 的 子 波形 在 点 z 处 贡献 的 总 和 , 即 


ha) = [ f(x)g(r— rdr, 


图 3.4 ”从 褐 积 的 观点 看 卷 积 


图 3.4 阐述 了 更 深 的 观点 ,其 中 g(x) 关于 直线 = z/2 作 了 翻转 .和 前 面 一 样 ,乘积 曲线 
f(wWg(z 一 u) 下 的 面积 就 是 卷 积 h(x)。 从 这 个 观点 可 以 形象 地 看 出 卷 积 对 翻转 (德语 
Faltung) 的 中 心 线 位 置 的 依赖 性 。 


这 些 对 卷 积 的 理解 并 没有 涵盖 卷 积 积分 的 所 有 可 能 的 解释 方法 ,其 它 的 一 些 将 在 后 面 给 
出 。 


应 该 注意 到 ,在 进行 乘法 和 积分 运算 前 ,g(z) 必须 进行 翻转 .省 却 这 个 翻转 操作 也 是 可 能 
的 ,在 某 些 学 科 中 这 甚至 是 更 加 自然 的 做 法 .然而 ,翻转 操作 的 结果 是 卷 积 具有 交换 律 , 即 


feg=g* f 
或 
Г. fl g(x — u)du = [оола ов. 
卷 积 还 具有 结合 律 (假设 所 有 的 卷 积 积分 存在 ) 
Усан = (fxg) +В 
和 对 加 法 的 分 配 律 
f (g+h)= f*g+f*h. 
星 号 看 起 来 很 像 乘 法 符号 ,而 这 种 使 用 星 号 的 表示 为 卷 积 提供 了 一 种 方便 且 正 规 的 缩写 形式 。 


卷 积 的 例子 
考虑 如 下 的 截断 指数 函数 


е 0 
Бә 118 
0 х <0 


我 们 将 计算 两 个 这 样 的 指数 函数 的 卷 积 ,它们 具有 不 同 的 ( 正 的 ) 衰减 常数 , 即 
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аЕ(ат) * BE(8z) = æf ECau)E(8z — Bu)du 


= ФЕС) | Etau 一 Bu )dx 

Ебат — Вх)—1 

= ФЕ 了 (cz 一 bz) 一 1 
(Вх) z 


= Een EGI) ， 
= 

计算 结果 是 两 个 具有 相同 幅度 的 截断 指数 函 
数 的 差 ,如 图 3. 5 所 示 , 这 种 函数 很 常见 .例如 它 可 
以 描述 一 种 放射 性 同位 素 的 浓度 ,其 中 放射 性 同位 
KURRE а 进行 训 减 ,同时 它 又 作为 一 个 衰减 ар) 
常数 为 8 的 父 同 位 素 的 衰减 产物 而 不 断 得 到 补充 。 
由 卷 积 的 交换 律 可 知 , 互 换 常数 a 和 会 得 到 相同 G 
的 计算 结果 ,而 且 当 ! -* co 时 ,其 中 一 项 衰减 到 零 ， к-ка 


只 剩 下 一 个 具有 常数 a Re 的 指数 ,这 要 视 哪 一 个 
误 减 得 更 慢 而 定 。 作 为 一 种 特殊 情况 ,我 们 可 以 通 / УХ 


аЕ( аи) 


过 取 当 B 一 a 一 0 时 的 极限 来 计算 Elar) * Elar), т 
这 样 我 们 有 图 3.5 ”两 个 截断 指数 函数 的 卷 积 
Elaz) * Elaz) = lim E(az) — E(8z) 
pes Ва 
=- Ека) 
= zE(az), 


这 个 特殊 函数 描述 了 临界 阻尼 谐振 器 的 响应 ,例如 一 个 临界 阻尼 电流 计 对 一 个 冲 激 干扰 的 响 
应 。 . 
作为 进一步 的 例子 ,我 们 考虑 Ear) * E(Bz)。 它 给 出 了 一 个 完全 不 同 的 结果 , 即 


EC—az) * E(pzr) = r EC— az +au)E(Bu)du 


[emmerde «> 


; Eremdu 工 <0 
ç 


— EC az) + E(8z) 
a +B Ы 
这 样 我 们 得 到 一 个 在 原点 取得 最 大 值 , 并 且 向 左 以 常数 ЖЕМ, И p PREM, 
在 这 种 计算 过 程 中 ,确定 积分 边界 和 检查 符号 时 应 谨慎 小 心 , 因 为 通常 的 代数 错误 会 使 结 
果 产 生根 本 的 变化 .下面 给 出 的 图 形 化 的 卷 积 结构 在 检查 的 时 候 是 很 有 用 的 .如 图 3.6, 把 要 
进行 卷 积 的 一 个 函数 翻转 后 , 画 在 一 片 可 移动 的 纸 条 上 ,然后 沿 着 横 坐标 轴 的 方向 滑动 . 当 活 
动 纸 条 位 于 如 图 左边 部 分 所 示 的 位 置 时 ,5 与 翻转 的 的 乘积 为 零 .通过 在 适当 位 置 画 一 个 箭 
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头 ,我 们 就 可 以 看 清楚 这 一 过 程 .而 后 ,突然 到 所 示 位 置 ,乘积 的 积分 成 为 非 零 值 .稍微 再 移动 
纸 条 到 达 虚 线 所 示 位 置 ,我们 可 以 看 到 卷 积 是 正 的 ,并 且 从 零 开始 近乎 线性 地 随 位 移 的 增 大 而 
增 大 ,继续 移动 ,我 们 发 现 将 会 出 现 一 个 最 大 值 ,然后 卷 积 逐渐 衰减 直到 消失 。 


f к fre 


W36 卷 积 的 图 示 化 结构 .函数 中 的 一 个 反 向 画 在 移动 纸 条 上 


在 上 面 第 二 个 例子 中 ,两 个 方向 相反 的 衰减 指数 ,在 卷 积 翻转 相 乘 后 没有 零 值 区 间 的 现 
象 ,以 及 函数 在 原点 斜坡 端点 处 的 突 跳 表现 都 会 立刻 在 结构 图 中 显示 出 来 .除了 这 些 定性 的 结 
论 之 外 ,在 许多 情况 下 ,特别 是 沿 横 坐 标 将 函数 自然 分 为 若干 段 的 情况 下 ,使 用 这 种 结构 可 以 
得 到 某 些 定量 结果 。 

把 这 种 移动 结构 练习 得 非常 熟练 是 很 有 好 处 的 。 毫 无 疑问 的 ,经 验 丰富 的 行家 都 是 在 头脑 
里 完成 这 种 几何 结构 形象 操作 ,而 初学 者 也 可 以 通过 少量 练习 就 抛 开 实际 的 小 纸 条 ,图 3. 7 给 


ш-тин 
FON o 
Ker й h. 


图 3.7 图形 卷 积 练习 .箭头 表示 冲 激 


序列 积 
考虑 两 个 多 项 式 
as ах + агл? +a +++ 
b, +b r + 62° + Бух? ++ 
它们 的 乘积 是 


ab, + Саб, + а,Бь)х + (aob: + а,Ь, azbo) х°* + (aobs + a,b; + azb + азво)? + 
我 们 可 以 记 作 
otartar tar + 
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其 中 
со 一 aobo 
cı = aob, + aibo 
cz 一 ao 加 十 ab + аб 
сз = aobs + а,б + аЬ, + asb, , 
这 些 基本 的 观察 值 同 卷 积 之 间 有 重要 的 联系 .假设 给 定 两 个 函数 了 和 8& ,要求 数值 计算 它 
们 的 卷 积 。 我 们 构造 了 值 序列 ,它们 位 于 宽度 为 o 的 小 的 均匀 间隔 上 
(f fi fa f fads 
相应 的 g 值 序列 为 


{go Bi g: Ёз "° Baho 
我 们 通过 逐个 取 zx 的 不 同 离散 值 , 然 


后 计算 把 /和 4 的 相应 值 的 乘积 累加 PE PFE 
在 一 起 ,近似 计算 卷 积 积分 fofi В fr: fo 
- клал) ПЕ 
Глава 08 Ratne м 
ока + figo)w 
我 们 可 以 很 方便 地 将 5 序列 写 在 一 个 Евала ZS 
活动 纸 条 上 , 纸 条 可 以 连续 地 滑动 到 Пат ү ЫШЫ 
与 了 序列 的 每 个 顺序 序列 值 相对 应 的 
位 置 上 .图 3.8 给 出 了 这 一 方法 前 几 fofi fify” fs 
个 步骤, 我 们 注意 到 ,8g 序列 是 按照 公 ==! ae tapas 
式 的 要 求 以 相反 的 顺序 写 在 纸 条 上 ce || ae 
的 ,由 于 三 x z = к * 了 ,也 可 以 将 三 序 E 
列 倒序 写 在 活动 纸 条 上 。 图 3.8 “序列 积 的 说 明 


可 以 看 出 ,这 个 过 程 所 生成 的 表 
达 式 同 序 列 乘法 的 结果 相同 ,因此 我 们 引入 “序列 积 ”这 个 术语 来 描述 这 个 序列 


{fogo Гови + figo ъз + figi + fago he 
该 序列 来 自 以 下 两 序列 
(fe fi fa f.) fm (во Bi gÚ в). 
我 们 可 以 沿用 星 号 标记 把 这 三 个 序列 之 间 的 关系 表示 如 下 
(f fe fa) ж {go gi g.) = {fogo Fogi + Sigo gj 
或 者 ,我 们 可 以 定义 {f.} Жк.) 的 序列 积 的 第 (i 十 1) 项 如 下 
Эз 


实际 上 ,序列 积 的 计算 是 一 个 完全 可 行 的 过 程 ( 例 如 在 允许 连续 的 乘积 在 乘积 寄存 器 累 
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加 的 手持 计算 器 上 ) .两 个 序列 可 以 方便 地 写成 坚 直 的 列 ,相应 的 结 
果 写 在 由 移动 纸 条 上 某 个 合适 的 位 置 上 所 画 的 箭头 所 指 的 位 置 .图 
3.9 给 出 了 计算 {2 2 3 3 4} * {1 1 2} 的 开始 的 某 一 步 又 .箭头 指向 的 数 
EF A 是 刚刚 算出 的 , 纸 条 向 下 移动 即将 被 算出 的 值 写 在 国 括 号 内 ,注意 
到 写 在 移动 纸 条 上 的 序列 是 倒序 的 (向 上 )。 

可 以 看 到 ,序列 积 是 一 个 比 任何 一 个 原 序列 都 要 长 的 序列 , 它 的 | 
项 数 比 两 个 原 序列 的 项 数 总 和 少 一 个 。 09 


(22334) * {1 1 2} = {2 4 9 10 13 108) Zra 


而 且 ,序列 积 的 各 元 素 的 和 等 于 两 个 原 序列 的 各 项 和 的 乘积 ,这 “ “ 
一 性 质 可 以 用 于 对 卷 积 数值 计算 结果 进行 检验 .作为 一 种 特例 ,如 果 图 3.9 手工 计算 序列 积 
其 中 一 个 原 序列 的 各 项 和 为 1, 则 序列 积 的 各 项 之 和 就 等 于 另 一 个 原 
序列 的 各 项 之 和 .这 一 特性 和 卷 积 积分 的 特性 类 似 。 

一 个 半 无 限 序列 如 下 所 示 


2 

4 

(9) 
(10) 


duun ы 


Ifo fi fa wto 


它 在 一 个 方向 上 有 终点 ,而 在 另 一 方向 上 没有 终点 。 如 果 我 们 用 它 和 一 个 有 限 长 序列 进行 序列 
积 ,结果 仍 是 一 个 半 无 限 序列 ,例如 


(111*(1234-)=113579-). 


一 个 半 无 限 序列 可 能 有 也 可 能 没有 一 个 有 限 和 ,不 过 对 于 定义 序列 积 来 说 它 并 不 构成 一 
个 问题 ,因为 序列 积 的 每 一 项 都 只 是 有 限 项 的 和 .当然 ,如 果 原 序列 中 有 一 个 的 和 不 存在 ,那么 
前 面 使 用 序列 积 各 项 和 等 于 原 序列 各 项 和 之 积 的 这 个 性 质 对 计算 结果 进行 数值 检查 这 一 有 效 
的 手段 就 无 效 了 。 


如 果 两 个 半 无 限 序列 在 相同 方向 上 无 限 , 则 序列 积 也 不 会 出 现 什么 问题 .比如 
(1234 --) ж (1234 --.) = {1 4 10 20 =}, 


但 是 如 果 它 们 在 不 同 的 方向 上 无 限 ,那么 序列 积 的 每 一 项 都 是 无 穷 多 项 的 和 ,这 个 和 很 有 可 能 
是 不 存在 的 ,因而 

(4321) ж (1234 --) 
得 不 到 一 个 收敛 的 序列 。 

双边 序列 通常 是 比较 方便 处 理 的 ,除了 我 们 必须 明确 指定 原点 位 置 外 并 不 要 求 特殊 的 处 
理 。 例 如 ,我 们 用 一 个 箭头 指明 原点 位 置 
{= 0.1 0.2 0.40.9 0.8 0.7 0.6…} 
+ 

序列 

{0001000 =} = (J) 

u 


起 若 与 冲 激 符号 8(z) 类 似 的 重要 作用 .对 任意 序列 {7}, 它 有 如 下 性 质 
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N =N) 


当然 ,只 有 一 个 元 素 的 序列 {1} 和 其 它 一 些 序列 比如 {1 0 0} 也 具有 这 个 性 质 。 
一 个 序列 同 以 下 序列 


{0001 一 1000…} 或 {1 一 1} 
相 乘 等 价 于 对 原先 的 序列 取 一 阶 差分 , 即 
п-н fa fa fe Йе} = (° fa f fe fa hof hofie. 


当 区 分 中 心 差 fs 一刻， 和 前 向 差 f+ 一 /很 重要 时 ,就 有 必要 恰当 地 指定 序列 的 原点 。 然 
而 ,除了 各 项 的 索引 序号 发 生 了 移 位 之 外 ,结果 序列 是 完全 相同 的 。 
序列 


[P lao 1) 
可 以 生成 对 n 项 的 滑动 平均 ,这 是 一 个 对 气象 数据 序列 进行 平滑 的 熟悉 的 过 程 .例如 ,对 每 天 
的 观测 值 进行 一 周 的 滑动 平均 的 情况 ,可 以 写作 

а/){1111111). 


序列 {1 1 1 1 1 1 1) 在 这 里 本 身 就 是 对 七 项 进行 滑动 求 和 。 
半 无 限 序列 {1111.} 


同 其 它 序列 进行 序列 积 会 得 到 相似 的 结果 。 这 样 ,如 果 {/} 是 一 个 序列 ,S, 是 其 前 ” 项 的 和 , 则 
序列 {S} 被 定义 为 


(S) = (S, S, 55+} 
也 可 以 写成 如 下 形式 
(1111) (f) = (S). 
由 于 序列 {/) 中 的 每 一 项 都 是 {S} 中 相 邻 两 项 的 差 , 因 此 可 以 得 到 一 个 逆 关 系 式 : 
{1—1}*{S} = {f}. 
代入 前 面 的 等 式 , 我 们 得 到 
{1111°}*{(1—1}*{S} = {S}; 
换 句 话 说 ,两 个 运算 互相 抵消 .我 们 可 以 把 这 个 互 着 的 关系 表述 为 
41111.) ж (1—1) = (1000...) „ 
或 者 ,用 双边 的 形式 


(0001111) ж {--- 0001—100 =} = (--- 0001000 =} 
t t 


另 一 个 互 道 序列 对 的 例子 是 
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{1234.…} 和 {1 一 2 1}。 
这 是 一 种 重要 的 关系 ,因为 对 于 等 式 
(f) ж (g) = {h} 
ОЛ MU) 已 知 , 互 逆序 列 给 出 了 一 种 求解 {g} 的 方法 ,结果 是 
dg} = (fl'* (h) 
ЖФ 4 f) 的 逆序 列 , 即 这 个 序列 有 如 下 性 质 
лж (fl = (+ 00100.) 


序列 乘法 的 逆 运 算 Ш (Р) < (g) = A) , 则 {h} 称 为 {f} 和 {&} 的 序列 积 ,这 是 因为 序 
列 {h} 构成 了 用 {f) 和 {g) 所 表示 的 多 项 式 的 乘积 的 多 项 式 系数 。 

反 过 来 ,已 知 {f} 和 {4} ,求解 {g} 的 过 程 可 以 称 作 序列 除法 .实际 上 ,对 于 这 样 的 问题 ,可 
以 用 多 项 式 长 除法 来 解决 。 


例如 ,对 于 求解 
(11) ж (дод g ss) = (1331) 
可 以 写成 
жь ахвал 1+зє кз ta 
+= 
长 除法 可 以 如 下 进行 : 
1+2х+х? 
1+х jl1+3r+3z2+ z? 
ttz 
2z+3z2 
2z+2z2 
Drp 
are 
则 po 十 Biz 十 ps 三 十 … 一 1 十 2z 十 王 
或 {go gi ва") = (121). 


1 


然而 ,立刻 可 以 看 出 这 个 结果 是 正确 的 。 

当然 ,没有 必要 把 计算 过 程 做 得 那么 长 ,解决 这 个 问题 的 一 个 简便 的 方法 是 使 用 手持 计算 
器 ,在 前 一 节 计算 {2 2 3 3 4} * (112) 的 例子 中 就 用 到 了 这 种 方法 .图 3. 10a 给 出 了 计算 过 程 
的 最 终 情形 ,右边 一 列 是 序列 积 .现在 ,假设 左边 一 列 {7) 和 右边 一 列 {h} 已 知 .为 了 求 {8} ,把 
(g) 按照 向 上 的 方向 写 在 一 个 可 移动 的 纸 条 上 , 放 在 计算 序列 积 开始 的 位 置 上 ( 见 图 3. 10b). 
显然 ,gs 是 可 以 立即 得 出 的 ,因为 go 乘 以 左边 的 2, 结 果 是 2。 因 此 标记 为 go 的 位 置 上 可 以 写 上 
1, 然 后 把 纸 条 向 下 移动 到 下 一 个 位 置 ( 见 图 3. 10c) .现在 ,gi 乘 以 2, 再 加 上 2 与 1 的 乘积 ,结果 
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应 是 4。 这 就 可 以 得 到 g, ,以 此 类 推 。 
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用 一 个 手持 计算 器 ,我 们 可 以 计算 左边 列 的 数 和 移动 纸 条 上 的 已 计算 出 的 数 的 乘积 并 把 
它们 累加 在 一 起 ,从 当前 箭头 所 指 的 {h) 序列 的 值 中 间 减 去 该 累加 和 ,再 除 以 左边 一 列 最 上 面 
{ 的 第 一 项 的 值 , 就 得 到 {g} 的 下 一 个 值 .将 算得 的 值 填 人 纸 条 ,并 将 纸 条 移动 到 下 一 个 位 置 
上 ,这 个 过 程 的 第 一 步 是 填 人 {g} 的 第 一 个 值 , 即 h。/f。。 这 个 序列 乘法 的 逆 运 算 过 程 和 正 ( 直 


接 ) 运算 一 样 容易 ,过 程 也 几乎 没有 变 得 更 长 。 


Ifi» Тае ihal (g2) 

2 2 2 || 2 

2 4 2 1 4 

3 9 3 9 

3 10 3 10 

4 4 13 
10 
8 


(b) (e) 


图 3. 10 


(a){2 2334} 5{1 12} 的 序列 乘法 的 实现 ;(b) 和 (c) 逆 过 程 的 前 几 步 


和 长 除法 相 比 ,这 个 方法 更 为 优越 ,因为 它 只 用 写 下 数据 和 运算 结果 .此 外 ,这 一 方法 更 容 
易 适用 于 系数 很 大 或 者 是 分 数 的 情况 .不 过 对 于 小 整数 的 短 序列 ,长 除法 也 是 可 以 考虑 的 。 
表 3.1 列 出 了 几 个 常见 的 序列 和 它们 的 逆序 列 . 通 过 序列 乘积 的 结果 是 {1 0 0 0 …} 可 以 


验证 这 些 条 目 。 表 3. 1 可 以 完全 等 价 于 下 列 多 项 式 对 的 列表 
1+z 1-а+а а ++ 
1 一 rz 1+r+zm +z +e 
lte lortar +e 

在 这 种 形式 下 ,对 应 条 目的 性 质 就 是 他 们 的 乘积 为 1。 
жзг 一些 常用 序列 和 它们 的 逆序 列 


序列 逆序 列 

ann 人 1 一 11 一 11 一 1 
1-1 111111.) 
(101) (10-1010 =} 
(10-1) {101010} 
{111} {1—101—10…} 


{121} {1—23—45— 
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续 表 3.1 
序列 WFA 
(n+11= {1234 =} 1—1)" = {1—21) 
(69 +102) = {14916} жой ж 11 
((n+1)') = {1 8 27 +} qite 
{1—a} {l aa? a’ ee} 
1-а}? (1 2а За? 4а? =} 
(еер (1 ее) {q-e} 
(eert) 1—1} a (1—e*)⁄(1—e*) 
{зїпө(л + 1)) {1 = 2cosw 1}/sinw 
{созул} (1 — 2cose 1) ж (1 — сова)! 
(e “'Usino(n+ 1)) 位 一 2e “созше * }/e™ sinw 
(е “cosen) {1— 2е “созше 2) ж (1 — e “coso) ' 


表 3. 1 的 后 几 个 条 目 代表 的 是 指数 函数 或 其 它 一 些 与 实际 电路 信号 相关 的 函数 ,现在 对 
它们 进行 验证 比较 困难 ,虽然 这 不 是 不 可 能 的 .用 变换 的 方法 可 以 比较 容易 的 推导 出 它们 。 
用 矩阵 表示 的 序列 积 BUFI 是 序列 {f} 和 {g}) 的 序列 积 ,其 中 


(fl = (f fi fx + fa) 
(g) = {go Bi g+: g.) 
{h} = {ho hy hz h...) 


显然 ,这 三 个 序列 都 可 以 表示 成 单行 或 者 单列 的 矩阵 ,但 由 于 序列 的 项 数 各 不 相同 ,我 们 不 能 
立刻 想到 矩阵 表示 的 形式 ,不 过 {7) (g) 和 {h} 的 关系 可 以 用 后 面 的 矩阵 乘法 来 表示 。 

首先 我 们 考虑 一 种 矩阵 乘积 的 特殊 情况 ,其 中 第 一 个 矩阵 有 nin 列 ,第 二 个 矩阵 只 及 
行 1 列 乘 积 是 一 个 ” 行 1 列 的 矩阵 .这 样 


an аг + an| [m anti Hant: He +a,r, 
an an * an| |z: алх Hant: He +H ant, 
aa as +" Am) (Iz, аах Hant: Hee анх, 


现在 ,我 们 构造 一 个 列 矩 阵 [y], 它 的 每 一 项 都 和 序列 {h} 对 应 项 相同 再 构造 一 个 列 矩阵 [z]， 
[z] 和 [ 菇 元 素数 目 相同 , 它 的 前 若干 个 元 素 同 序列 {g} 的 元 素 相同 ,超出 {g} 的 长 度 的 部 分 都 
取 为 零 .由 于 {h) 的 每 一 项 都 是 {g} 中 各 项 的 线性 组 合 , 其 加 权 系数 来 自 于 {7} ,因此 我 们 可 以 
逐 行 安排 连续 的 系数 集合 ,从 而 构造 出 一 个 方 阵 ,使 得 通过 和 矩阵 乘法 规则 ,就 可 以 求 得 期 望 的 
结果 .为 了 说 明 这 种 情况 ,假设 {f} 有 5 个 元 素 ,{g} 有 3 个 元 素 ,而 {h} 有 ?个 元 素 ,我 们 可 以 写 
出 


第 3 章 卷 积 29 


fo 0 0 о о 0 0]rg fogo ho 
f, fo 0 ° 0 од fig + Ља h 
һ А fc 0 0 0 ojjg йо + figi + fog: hz 
Һ fhe ff f 0 0 ор |= |fsgo + figi ле |= |h 
f f ff fi fe 0 ollo Sigo + fs + fige h, 
0 f fa ЖЛ fi fo о figi + fage hs 
о 0 fa fo fl fi HJO fagz hs 


了 矩阵 的 后 四 列 的 元 素 可 以 全 换 成 0, 对 结果 没有 影响 。 

通过 逐个 推移 将 {/} 序列 写成 若干 行 的 形式 ,我 们 成 功 地 把 序列 积 转化 成 了 矩阵 形式 。 这 
看 起 来 是 一 种 既 费 力 又 笨拙 的 方法 ,而 且 丧 失 了 原本 很 优越 的 交换 律 。 实 际 上 ,序列 积 的 矩阵 
表达 在 控制 系统 工程 和 其 它 一 些 领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,这 是 因为 矩阵 理论 ,尤其 是 矩阵 在 
操作 上 为 我 们 提供 了 方便 此 外 ,在 基于 矩阵 运算 的 计算 机 工具 包 中 ,将 卷 积 运算 构造 成 矩阵 
和 列 向 量 的 乘积 的 形式 是 很 方便 的 ,而 且 可 以 认为 这 里 因 运 算 效 率 的 降低 所 引起 的 时 间 损 失 
也 是 可 以 忽略 不 计 的 。 


序列 的 向 量 表示 。 就 像 一 个 短 序列 {z z; xs) 可 以 看 作 是 三 维 空间 中 的 某 个 向 量 对 应 的 
三 个 正 交 分 量 的 一 种 表达 一 样 ,有 n 个 元 素 的 序列 也 可 以 看 作 是 维 空间 中 的 一 个 向 量 , 通 
常 ,我 们 不 必 花 费 精力 去 将 有 个 两 两 正 交 的 坐标 向 量 空间 图 示 出 来 ,只 需 简单 地 按照 代数 规 
则 对 序列 元 素 进行 处 理 。 多 维 空间 的 代数 规则 可 以 很 自然 地 从 三 维 空间 拓展 得 到 .不 过 ,我 们 
从 几何 学 中 借用 了 一 整套 术语 和 表述 ,因为 它们 可 以 对 线性 代数 作出 生动 形象 的 描述 。 

如 果 序 列 {z} My) 有 如 下 关系 


{а} ж (z) = (y), 
Жир {а} 是 另 一 个 序列 , 则 等 效 表述 为 
TX =Y, 


其 中 X 和 Y 是 向 量 ,它们 的 分 量 就 是 {z}》 My ,了 是 一 个 算 子 , 它 表示 把 XX 变换 成 Y。 这 个 对 X 
的 分 量 进行 线性 组 合 的 变换 与 序列 积 简洁 表达 的 规则 是 一 致 的 。 

如 果 {z} 的 项 数 是 有 限 的 , 则 我 们 应 当 注 意 序列 {y) 的 项 数 超过 了 {z} 的 项 数 , 为 了 避免 
由 于 X 和 Y 是 不 同 维 数 的 空间 中 的 向 量 所 引起 的 问题 ,向 量 表达 常常 用 于 无 限 长 的 序列 {z} 
和 {y} .如 果实 际 中 给 定 问题 的 序列 不 是 无 限 长 的 ,我 们 通常 可 以 通过 对 序列 补 无 限 多 个 零 的 
方法 把 有 限 序列 转变 成 无 限 序 列 。 

对 于 用 列 矩阵 表达 序列 的 情况 ,交换 律 {fa}) * (z) = (z) * (a) 不 再 适用 .进行 序列 积 的 其 
中 一 个 序列 被 视 为 向 量 , 另 一 个 则 转换 成 完全 不 同 的 形式 .在 使 用 向 量 解释 的 物理 学 领域 中 ， 
交换 {x) 与 {a} 的 角色 比如 讨论 向 量 A 一 一 通常 是 没有 意义 的 。 这 种 表达 的 形式 上 的 不 
灵活 性 可 以 从 它 获 得 了 更 好 的 普遍 适用 性 来 得 到 补偿 .为 了 明白 地 理解 这 一 点 ,我 们 首先 应 注 
意 到 ,对 于 用 矩阵 方法 处 理 向 量 来 说 ,一 个 序列 用 列 矩 阵 还 是 用 向 量 来 描述 是 毫 无 区 别 的 , 现 
在 ,观察 前 一 节 中 用 序列 {了 } 的 元 素 构成 的 方 阵 ,我 们 发 现在 方 阵 的 每 一 行 中 ,序列 { BER 
着 写 的 ,每 一 行 中 的 序列 平移 一 位 后 就 形成 下 一 行 .这 反映 了 序列 积 的 计算 方式 ,序列 {/} 5 
在 一 个 靠 在 序列 {g} 旁边 的 移动 的 纸 条 上 ,每 完成 一 次 乘积 和 累加 的 周期 后 , 纸 条 就 移动 一 
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位 。 在 这 个 序列 卷 积 的 计算 过 程 中 ,在 每 步 的 计算 过 程 中 序列 {7} 都 没有 发 生变 化 的确, 不 发 
生变 化 正 是 卷 积 和 序列 乘法 的 本 质 . 不 过 在 方 阵 公式 中 表达 改变 或 者 不 改变 都 是 同样 的 方便 。 
因此 ,矩阵 表达 方法 考虑 到 了 普遍 情况 ,而 序列 积 只 是 其 中 的 特例 。 

与 一 般 的 移 位 不 变 线性 变换 相 比 , 这 种 更 一 般 的 情况 是 一 种 简单 而 通用 线性 变换 。 如 果 一 
个 序列 是 时 间 序 列 , 则 序列 乘法 就 是 更 一 般 的 时 不 变 线性 变换 ,例如 ,这 可 以 应 用 在 滤波 器 的 
元 素 不 随时 间 变 化 的 线性 滤波 器 的 有 关 问 题 中 . 另 一 方面 ,如 果 我 们 处 理 的 是 信号 通过 一 个 含 
有 时 变 线性 元 件 的 滤波 器 问题 时 ,比如 马达 驱动 的 分 压 器 ,输出 与 输入 信号 的 关系 就 不 能 表示 
成 序列 积 的 形式 ,在 这 种 不 适用 卷 积 的 情况 下 ,与 “ 谐 波 激励 , 谐 波 响 应 ”有 关 的 性 质 也 不 再 成 
立 。 


用 计算 机 进行 卷 积 
由 于 在 第 6 章 中 介绍 的 卷 积 定理 , 卷 积 在 傅 里 叶 分 析 中 有 着 相当 的 重要 性 ,在 此 我 们 应 该 
提 到 ,第 12 章 中 将 要 介绍 的 快速 变换 算法 也 是 基于 卷 积 的 ,不 过 按照 图 3. 9 所 描述 的 手 算 方 
法 编写 的 程序 代码 要 更 加 直观 一 些 , 当 应 用 于 对 长 数据 集合 进行 滤波 时 ,这 种 代码 的 运行 速度 
要 比 变换 方法 更 快 (两 种 方法 都 用 相同 的 语言 编写 ) . 设 £() 和 g O 的 长 度 分 别 为 1f 和 19, 卷 
积 h O 的 长 度 lh 等 于 18 + lg- 1。 下 面 是 直接 卷 积 的 程序 代码 。 
FOR I = 1 TO lh 
h(D = 0 
FOR J = MAX(1 - 19 + 1,1) TO MIN(1f,I) 
K=I-J+1 
h(I) = h(I) + £(J) * (К) 
NEXT J 
NEXT I 


自 相 关 函 数 和 五 角 星 符号 
函数 /(x) 的 自 卷 积 如 下 所 示 
fxf= [reo fa udu, 
然而 ,假设 在 进行 乘法 和 积分 之 前 ,我 们 不 将 两 分 量 因子 之 一 进行 翻转 , 则 有 如 下 积分 
[reo ra du, 


这 个 积分 可 以 用 ff 来 表示 .图 3. 11 的 阴影 部 分 给 出 了 frf 的 一 个 值 . 稍 作 思考 我 们 会 发 
现 ,如 果 函 数 三 相 对 于 自身 平移 一 个 量 z( 不 翻转 ), 则 无 论 z 是 正 是 负 , 乘 积 的 积分 都 是 一 样 
的 。 换 句 话 说 ,如 果 f(zx) 是 一 个 实 函 数 , 则 f 支 是 一 个 偶 函 数 ,这 一 特点 在 卷 积 积分 中 一 般 是 
不 存在 的 .如 下 所 示 


ух = E уби) уби z)du = [reo ra yau, 
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当然 ,对 前 面 的 表达 式 作 变 量 替 换 o = и — r 就 可 以 推出 上 式 。 


图 3.11 用 面积 (阴影 区 域 ) акан 


本 章 的 附录 中 证 明了 fx* f 的 值 在 原点 处 达到 最 大 值 , 即 随 着 移 位 的 引入 ,乘积 的 积分 值 
会 下 降 。 


ШЖ. /(x) 是 复 的 ,我 们 通常 使 用 如 下 表达 式 


Г FOD у" би — z)du 


| F си + zdu, 


СЕЖЕ НЕ ЕНН АО, ЛАТТА EREE ЖЛ ЗЕ.) 
通过 把 函数 除 以 它 的 中 心 值 来 进行 归 一 化 ,常常 会 使 应 用 更 加 方便 .我 们 可 以 定义 一 个 量 
yer) 


fO) feu + z)du 


[ШҮ 


显然 
700) = 1, 


我 们 称 y(z) H f Ce) 的 自 相关 函数 .不 过 某 些 特定 的 应 用 场合 中 , 归 一 化 问题 常常 并 不 重 
要 ,我 们 更 感 兴趣 的 是 自 相关 函数 的 特性 而 不 是 它 的 幅度 ,所 以 , 非 归 一 化 的 形式 就 被 称 为 自 
相关 函数 了 。 

作为 一 个 例子 ,函数 /(zx) 定义 如 下 


0 *< 9 
fG)=4jJ1-—zr 0<z<l。 
0 <>l 


那么 ,对 0 二 z+ 二 1， 


可 =a i 
[reo ra yau = а-оп-а+оја= 1-25, 
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确定 积分 限 的 最 好 的 办 法 是 像 图 3. 11 那样 画 出 来 . 当 z 之 1, 积分 为 0。 由 于 已 知 积分 是 工 
的 偶 函数 ,我 们 有 


К. ж [К _. 
Í пераз ов -{$ гаад кер. 


0 1zl>1 


Ф += 0, 得 到 中 心 值 为 1/3, 因 此 


за 1zl 

1 一 + -1 
кө} n 5 <т<1 

0 


我 们 知道 x(0) = 1, 类 似 于 卷 积 积分 ,计算 出 自 相关 函数 下 的 面积 (这 里 是 1/4) 可 以 验证 它 等 
FS) 下 的 面积 的 平方 。 
第 二 个 例子 如 下 : 


则 


[ fO) fü + rddu = [ее 
. К 


убх) = es", 


自 相 关 函 数 常 常用 来 研究 所 观测 数据 的 函数 关系 ,在 观测 值 显现 出 一 定 程度 的 随机 性 时 
更 是 如 此 ,而 为 此 人 们 已 经 设计 出 的 精巧 的 计算 机 程序 ,可 以 用 多 种 方式 实现 对 数据 的 积分 。 
无 论 如 何 ,数字 计算 在 原理 上 总 是 简单 易 慌 的 。 然 而 ,在 这 种 现象 的 理论 研究 中 ,不 同 于 观测 和 
分 析 , 我 们 希望 研究 无 限 延 伸 的 函数 ,而 这 又 常常 意味 着 无 限 积分 的 不 存在 。 常 用 的 方法 是 只 
考虑 函数 长 为 X 的 一 段 ,超出 这 一 范围 的 函数 值 用 零 代替 ,这 样 任何 与 原始 函数 无 限 长 这 个 
事实 相 联系 的 问题 就 不 复 存在 了 .根据 定 义 ,有 限 段 以 外 的 值 为 零 的 新 函数 fx Cr) 的 自 相关 函 
Жу) 由 下 式 给 出 


> = 
Fè Gu) би + х) ди Ë Cu) flu + z)du 
ya) = ] + 


- = 二 
fx OD få Ddu [лсо Л 
+ 


这 样 , 无 限 积分 就 变 为 有 限 积分 ,当然 ,事实 上 这 是 对 有 限量 的 观测 数据 计算 而 得 到 的 准 
确 结果 。 

现在 ,如 果 给 定 一 个 函数 f(x) , 它 不 会 衰减 到 零 ,Y(zx) 的 定义 则 不 再 适用 ,这 时 我 们 可 以 
用 有 限 长 的 一 段 计算 y(z), 段 的 长 度 X 可 以 是 我 们 希望 的 任意 长 度 . 可 能 发 生 的 情况 是 , 随 着 
X 的 增加 ,y(z) 的 值 趋 于 一 个 极限 .事实 上 我 们 对 发 生 这 种 情况 的 条 件 很 感 兴趣 。 这 个 极限 如 
果 存 在 ,把 它 记 为 C(x) ,定义 如 下 
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4х 
| ff ut z)du 
4х 


Clx) = lim m. 
А Сс du 
РА 


自 相 关 函 数 通常 伴随 着 实 函 数 出 现 , 例 如 信号 波形 .一 般 不 考虑 复 函 数 /(x) 的 情况 。 


练习 ”证 明 当 上 述 表达 式 用 于 对 一 个 存在 уст) 的 实 函数 进行 计算 时 ,有 Сох) = убт). 

由 于 当 y 有 效 时 ,极限 自 相关 函数 C 和 7 一致 ,因此 用 C 来 定义 自 相关 函数 是 合乎 逻辑 的 ， 
也 是 常 被 采用 的 方法 。 然 而 ,在 下 面 的 讨论 中 我 们 认为 术语 “ 自 相关 函数 ” 仅 在 必要 的 时 候 才 
包括 求 极限 的 运算 。 

以 一 个 不 训 减 且 无 穷 积 分 不 存在 的 函数 为 例 , 考 虑 由 三 个 具有 任意 幅度 和 相位 的 正弦 波 
组 合 而 成 的 时 变 信号 ,由 下 式 给 出 


V(t) = Asin(at + Ф) + Bsin(8t + X) + Csin(yt + Y), 
MJ 
МУ ГОМЕ, ron , , 
| МАДЫ м0 + dr =f з САзіпбаг 十 和 Asin(ot 十 of + $) 
+ + 

+ Bsin(8t 十 X)Bsin(B + Bt + X) 
+ Csin(yt” + W)Csin(yt” + yt + W) 
十 交叉 乘积 项 ]dr 


Yr 
= JË; пасов — cos(2at” + at +2$)] 


十 Bz[cospt — cos(2Bt’ + Bt + 2 X)] 
+ Ct[cosyt — cos(2yt” 十 yt 十 2 更 )] 
十 交叉 乘积 项 }dr 
= A’*Tcosat+B’TcosBt+C’*Tcosyt+F(t,T)+G(, Т), 


其 中 ,FF 代表 振荡 项 ,G 代 表 交 叉 乘 积 项 . 随 着 丁 的 增 大 ,相对 于 与 成 正比 增加 的 前 面 三 项 ,下 
和 G 变 得 可 以 忽略 .因此 
А, , 
Гуч WE ОШ _ ArTeosa + BrTeosgt +C Teosyt + FG, T) 60.7) 
A+ BT + CT + FO, T) + G(0, T> 


Tr 
J суара 
+ 


eat , 

A VE +0 1 

чу = im Ë Е 

саа АТЕВ +G 


СА? cosat + В? соз + С? соѕуг) 

тас. 

е усораи 
Ке 


注意 到 极限 自 相 关 函 数 C(t) 是 三 个 余弦 项 的 全 加 ,这 三 个 余弦 的 频率 同 信和 号 VO 中 所 包含 
的 三 个 分 量具 有 相同 的 频率 ,但 相对 幅度 不 同 , 且 C(0) = 1。 
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ШР убт) 的 分 子 中 的 主 项 随 X 成 比例 增加 ,那么 得 到 一 个 收敛 结 果 的 另 一 种 方法 是 在 求 
极限 前 先 除 以 X k ik sÇ 


тр 
lim +Í Гоо + fat ди 


在 原点 处 不 等 于 1, 但 它 也 常 被 简单 地 看 作 自 相关 函数 ,这 是 由 于 这 个 函数 除 以 它 的 中 心 值 
(假设 中 心 值 不 为 零 ) 后 就 和 C(z) 相同 了 。 因 此 它 可 以 看 作 是 C(z) 的 非 归 一 化 形式 。 
当时 间 是 自 变量 时 ,常会 用 到 乘积 Усу а + т) 的 时 间 平 均 , 记 为 


орт 
(VOV + т)) = lim 4f УУС +a, 
re Т). ат 
其 中 ,根据 定义 ,对 时 间 求 平均 的 运算 用 尖 括 号 表示 如 下 


sin 
《 = йт], dt, 


对 我 们 做 过 的 例子 采用 这 一 记 法 ,得 到 
(VDV (t + r)) = А?созат + B’ cospe + C'cosyr, 


显然 这 比 归 一 化 的 表达 式 要 简单 一 些 , 不 过 应 当 注意 到 ,对 于 y 存在 的 情况 下 ,我们 还 没有 得 
到 一 个 有 用 的 结果 。 

在 这 个 例子 中 ,C 的 一 个 显著 的 特点 是 丢失 了 原来 的 相位 信息 。 因 此 自 相 关 是 一 个 不 可 逆 
过 程 , 从 自 相关 函数 不 可 能 恢复 到 它 的 原 函 数 . 也 就 是 说 , 自 相关 函数 丢失 了 一 些 信 息 , 在 一 些 
物理 领域 的 分 支 中 ,例如 射频 干涉 测量 和 对 材料 的 X 射 线 衍 射 分 析 , 观 测 一 个 期 望 信号 的 自 相 
关 函 数 比 观测 信号 本 身 要 容易 一 些 , 并 可 采用 一 些 灵活 的 办 法 来 弥补 丢失 的 信息 。 

通过 考虑 一 个 + 的 余弦 函数 ,可 以 看 到 丢失 信息 的 特点 , 当 这 一 函数 相对 于 自身 移 位 后 ， 
与 未 移 位 的 函数 相 乘 ,然后 再 积分 ,显然 ,对 于 具有 相同 周期 和 幅度 的 正弦 函数 也 可 以 得 到 相 
同 的 结果 。 进 一 步 的 ,对 于 具有 相同 周期 和 幅度 ,任意 起 始 位置 x 的 谐 波 函 数 ,这 个 结果 也 是 相 
同 的 。 即 , 自 相关 函数 不 能 显示 一 个 谐 波 函数 的 相位 信息 .那么 ,如 果 一 个 函数 由 多 个 同时 存在 
的 谐 波 组 成 , 当 它 被 位 移 、 相 乘 并 积分 时 ,结果 就 可 以 用 每 次 只 考虑 一 个 不 同 周期 的 方法 来 简 
单 计算 .不 同 频率 谐 波 分 量 之 间 的 乘积 积分 值 都 很 小 ,是 可 以 忽略 不 记 的 ,因此 这 一 方法 是 可 
行 的 .而 且 , 每 个 周期 谐 波 都 可 以 沿 z 轴 滑动 任意 相位 而 不 影响 自 相关 函数 .特别 的 ,所 有 分 量 
都 可 以 位 移 成 余弦 分 量 ,这样 就 生成 了 一 个 偶 函 数 , 它 在 具有 相同 自 相关 函数 的 所 有 可 能 的 函 
数 中 ,具有 确定 的 惟一 性 。 

由 于 自 相 关 函 数 通常 针对 实 函数 ,例如 信号 波形 ,而 对 复 函 数 不 加 考虑 。 复 函数 /(z) 的 自 
相关 函数 可 以 看 作 是 互相 关 函 数 的 一 个 特例 。 


三 重 相关 

一 个 波形 的 普通 自 相关 函数 丢弃 了 其 在 时 间 维 上 的 信息 ,而 这 个 信息 可 能 是 很 重要 的 , 例 
如 从 一 个 物理 的 信号 源 获得 的 随机 噪声 在 时 间 翻 转 后 仍 会 保持 原 有 的 统计 特性 同样 的 噪声 
在 通过 一 个 冲 激 响 应 为 exp( 一 /RC)H(uD 的 简单 的 RC 滤波 器 后 ,可 以 认为 是 一 系列 随时 间 
指数 衰减 波形 的 屋 加 .因此 ,洪波 后 的 噪声 如 果 翻转 后 在 统计 上 是 不 同 的 ,由 于 自 相关 函数 不 
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包含 任何 时 间 维 信息 ,我们 不 能 用 它 来 研究 这 种 现象 .但 是 有 一 种 叫 作 三 重 相关 的 函数 , 它 所 
具有 的 更 高 阶 特性 允许 我 们 对 此 加 以 研究 ,并 且 越 来 越 得 到 重视 ( Weigelt,1991)。 它 是 一 个 如 
下 定义 的 二 元 函数 ОС ола) 


Оаза) = Г fo) а + z) fCr + ddr. 


例如 ,{1 23) 和 {3 2 1) 的 三 重 相关 分 别 为 


00 з 6 9 б 0-09 в 
о 6 14 22 6 0 6 22 14 
9 22 36 14 3| 和 |3 14 36 22 
6 14 22 6 0 6 22 14 6 
36 9 0 0 6 зо 


о о c а к 


它们 的 结果 不 同 ,一 个 是 另 一 个 的 转 置 。 


互相 关 
两 个 实 函数 g(x) 和 A(z) 的 互相 关 函 数 /(x) 定义 如 下 


fe) = gkh = Г вби — r)h(u)du, 


它 和 卷 积 积分 很 类 似 , 不 同 之 处 在 于 分 量 g(u) 只 是 简单 地 用 g(u — z) 替换 ,而 不 进行 翻转 。 
我 们 用 五 角 星 号 而 不 用 表示 卷 积 的 星 号 来 表示 这 个 运算 .尽管 互相 关 比 卷 积 稍微 简单 一 些 , 但 
它 的 性 质 却 并 不 简单 .相对 于 g h = hxg,h 对 g 的 互相 关 运算 却 不 同 于 g 对 h 的 互相 关 运 
算 . 把 gwh 读 作 *g 扫描 h” 是 一 个 不 错 的 主意 .按照 上 面 的 g 扫 描 h 得 到 /的 定义 , 当 g 随 + 的 
变化 移动 时 h 保持 不 动 .现在 我 们 证 明 
gkh Z hka 
通过 变量 代 换 可 以 看 到 
Sæ) = gkh = | ва вад ди = [кова adu 


fe х) = hkg = f. hlu— z)g(u)du = [лоя + yau 
g*h= gk h, 
和 自 相关 函数 的 情况 一 样 , 互 相关 函数 常 被 归 一 化 使 得 其 在 原点 处 的 值 为 1 ,并 且 在 适当 
的 时 候 ,用 平均 值 (g(u 一 z)h(u)) 来 代替 无 穷 积 分 ,在 复 函数 的 情况 下 ,我 们 习惯 于 定义 ( 复 
的 ) 互相 关 为 g” 扫描, 其 中 g” R g 0933686. 


g`*h = [f в` (и — z)h(u)du = Fe Cu)hlu + z)du, 


ЕИ Яш / 06 Ж ARA f ж REER B B S W fE НАН И 2 48 
ЗЕ ЖЗ. 
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能 量 谱 

我 们 把 一 个 函数 的 变换 的 模 平方 称 为 能 量 谱 , 即 | F(s) |° 是 f(x) 的 能 量 谱 。 这 一 术语 直 
接 取 自 于 它 所 使 用 的 物理 领域 .可 以 看 到 ,尽管 f(x) 决定 了 FO 从 而 也 决定 了 | F(s) | ,但 
fe) 和 它 的 能 量 谱 之 间 并 没有 一 一 对 应 的 关系 ,为 了 重建 fF(z), 必 有 需要 具有 | F(s) | 以 及 
FO) 的 辐 角 了 .能 量 谱 只 包含 了 S) 的 某 种 信息 ,而 并 没有 给 出 其 傅 里 叶 分 量 的 相位 情况 .对 
作为 频率 函数 的 声 强 进行 测量 就 可 以 得 到 声学 波形 的 这 种 信息 。 

能 量 谱 所 丢失 的 信息 和 我 们 用 自 相关 函数 代替 原始 函数 时 所 丢失 的 信息 是 完全 一 样 的 ， 
稍 后 给 出 的 自 相 关 定 理 可 以 说 明 这 种 等 效 性 。 

车 f(x) 表示 的 是 一 个 物理 波形 , 则 f(x) 是 实 的 , 它 的 能 量 谱 是 一 个 偶 函 数 , 因 此 可 以 由 s 
> 0 时 的 取 值 完全 确定 .为 了 强调 这 个 事实 ,我 们 用 术语 * 正 频率 能 量 谱 " ЖЖ s > 0 的 
IFO) Ë, 

由 于 | F(s) |* 有 单位 * 上 能 量 密度 的 性 质 , 如果 s 的 一 个 离散 点 上 有 非 零 能 量 ,那么 
| F(s) |° 将 会 是 无 穷 大 .这 是 一 种 具有 无 限 罕 线 谱 的 情况 .现在 我 们 考虑 在 0 到 * 的 范围 内 能 
量 的 累积 分 布 函数 


[ | Fe) 1243, 
А 


任何 线 谱 如 图 3. 12 所 示 的 那样 都 会 在 累积 能 量 谱 中 形成 有 限 间断 点 。 通 过 使 用 累积 谱 结合 
Stieltjes 积分 表达 式 在 数学 上 可 以 得 到 一 定 的 便利 .尤其 是 在 对 一 些 数 学 上 要 求 严密 的 问题 
运用 分 布 理 论 时 ,这 种 便利 体现 得 更 为 明显 .然而 ,这 纯粹 是 一 个 记 法 的 问题 , 当 需 要 表达 的 是 
一 个 聚集 在 更 为 狭窄 的 带 内 ,用 以 上 方法 也 难以 分 析 的 能 量 分 布 时 ,我 们 就 要 使 用 后 面 将 要 提 
到 的 3 符号 了 。 


频率 频率 
(a) 


图 3.12 钼 的 X 射 线 光谱 
(a) 功率 谱 ;(b) 累积 谱 


附录 
我 们 来 证 明 非 零 实 函数 f(x) 的 自 相 关 函 数 在 原点 处 达到 其 最 大 值 , 即 


Г уси + z)du < [от du, 


о ЯЖ РО 的 相 角 记 为 phaF(s) 且 定 义 如 下 :如 果 一 个 复 变量 = гохр) ,那么 phaz = 0. 
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设 e 是 一 个 实数 ,那么 ,如 果 工 关 0 


[Шоо tot ae >o 


并 且 

[сота Раоа ndutel Спажа > 0, 
m ae tbe+c>0, 
其 中 


а=с= f: Сиу аи 
= 2 rara эди, 


现在 ,如 果 关于 e 的 二 次 多 项 式 不 能 等 于 零 , 即 如 果 它 没有 实 根 , 则 
中 一 4ac < 0, 

所 以 ,b/2 < a, 

Г f OW flut zdu 

[te pau 


<l 


38 8 т = 0 时 成 立 。 所 以 , 自 相关 函数 不 可 能 超过 它 在 原点 处 的 值 .这 一 结论 是 Schwazz 不 等 
式 建 立 的 基础 之 一 ,对 复 自 相 关 函 数 也 很 容易 归纳 出 相似 的 结论 。 


练习 ”拓展 上 述 结论 ,证 明 对 除 0 以 外 的 任何 z 取 值 等 号 均 不 成 立 。 
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习题 
1. 计算 下 列 序列 积 , 用 求 和 的 方法 来 检查 结果 ,并 画图 表示 。 
(a) (6 9 17 20101) = {3811} 
(b) (11111) (1111) 
(с) (142353345769) * {11} 
(d) (142353345769) ж {1/2 1/2) 
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(е){142353345769}+{121} 
(D {142353345769} ж (1/4 1/2 —1/4} 
(g) (12371219 21 2218 1375321) * {1—1} 
(h) {12371219 21 22 21 18 1375321} #* {1111 =} 
G) {11} *{11}*{11} 
G) (1100101) * {1100101} 
(k) (1100101) * {1010011} 
(D {a bcd e} ж {ed c ba} 
(m {1313ж {100000+1} 
(n) (131) * (122) 
(o) 131 乘 以 122 
(p) 10,301 RLA 10,202 
(q) (1813ж (122) 
(r) 讨论 (d) 和 (f) 的 结果 相对 于 题目 所 给 出 的 两 个 序列 中 较 长 的 一 个 平滑 度 。 
(s) 将 (i) 的 结果 与 Pascal 二 项 式 系数 表 作 比较 。 
wW 寻找 与 (k) 具有 相同 性 质 的 更 长 的 序列 。 
(u) 结合 (j),(k),(D,(m) ,思考 导致 序列 积 为 偶 序列 的 条 件 。 
(v) 体会 (n),(o),(p),(q) 的 含义 ,设计 一 种 用 于 计算 序列 乘法 的 机 械 台式 计算 机 。 
2. 推导 下 列 结论 .其 中 Нох) 是 Heaviside 单位 阶 路 函数 ( 见 第 4 Ж) 
2% НО) *е'Н(х)= (2е' — 2° —2zr — 2)H(z) 


[sinzH(z)] = +Csinz — zeosz) НС) 


Са —z)Her)]*[e*H(z)]= rH(z) 
H(z) *[e°H(z)]= (e° — D Нбх) 
[eH(z)]'!*= reH(z) 


[e HOJ = Затен? 


Э. 证 明 卷 积 的 交换 律 , 即 /*g = g* f. 

4. 证 明 结合 律 fx (g*h) 三 (fx*g)*h。 

5. 证 明 对 加 法 的 分 配 律 f* (g +h)= f*g+f*h. 

6. 函数 是 g 和 有 的 卷 积 ,证 明 f,g 和 h 的 自 卷 积 函 数 之 间 的 关系 和 /,g 及 hh 间 的 关系 


7. WR f= gwh,UEB fg f = (gkg)*(h*wh), 

8. 证 明 如 果 a 为 常数 , 则 aCf* g) = (af) * g = f Сав). 

9. 建立 一 个 关于 f(g * h) 的 定理 。 

10. 证 明 自 相关 函数 是 Hermitian( 赫 密 特 的 ), 即 C( 一 zx) = С" Gu) ,因此 当 自 相关 函数 是 
实 函数 时 , 则 它 也 是 偶 的 。 注 意 到 如 果 自 相关 函数 是 虚 函数 , 则 它 一 定 还 是 奇 函 数 .考虑 构造 一 
个 函数 , 它 的 自 相关 函数 是 一 个 奇 函数 。 

11. 证 明 两 个 自 相关 函数 的 和 与 积 都 是 Hermitian( 赫 密 特 的 )。 
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12. 移动 /(zx) 的 原点 ,使 * f1。 达 到 其 最 大 值 .研究 在 进行 必要 的 修改 调整 后 形成 的 命 
题 , 即 :“ 新 的 原点 定义 了 关于 最 大 对 称 轴 ”。 考 虑 使 用 参数 (fx* f 1。)/(f 太 f |o) 作为 “平坦 度 ” 
的 度量 有 何 优点 。 

13. 证 明 如 果 f(x) 为 实 函 数 , 则 有 


[| ræs- хах = Í ГЕС dr f [OF dr 


注意 等 号 左边 为 fO) 的 自 卷 积 中 心 值 , 即 f* f 1。。 
14. 求 {1 3 3 1} 和 {1 4 64 1) 的 互 逆序 列 。 
15. 求 {1 1) 和 {1 1 1) 的 互 逆序 列 。 
16. 建立 一 个 对 有 限 或 半 无 限 序列 求 逆 的 通用 方法 ,并 用 下 面 的 情况 来 检验 。 
{64 32168421.) 
{64 64 48 32 20 12 7 4 =} 


соз. h cost”) ... e-ñcos(") ... 
fı е соз) e соз) = e$ coso) 


17. 求 函数 f(x) 的 近似 数值 ,x 以 0. 2 为 间隔 取 值 , 对 序列 积 进行 数值 计算 , 除 原点 外 ， 
fe) * [e *H(z)] 


为 零 对 f(x) 进行 归 一 化 使 积分 近似 于 1。 
18. 互相 关 函 数 gkh 要 用 它 的 最 大 值 进行 归 一 化 ,一 种 解法 如 下 


o< [Iza ва yas = ези 2fgchcu + эди + radu 
所 以 
[жоли + yau < ев 2ке = м. 


因此 ,(g*h)/M 即 为 所 求 . 纠 正 以 上 解法 的 错误 。 
19. Barker 码 计算 下 面 序列 的 自 相关 序列 
{11111—1—111—11—11} 
该 序列 是 长 度 为 13 的 Barker 码 (Petit,1967) „ ABBIE Т ВОЛА АЕ ЛЁ— 4" 28 {8 13 个 元 素 的 随 
机 序列 , 求 它 的 自 相 关 序 列 。 
20. 分 析 解 卷 积 
(a) 画 出 下 列 给 定 函数 ГС) 和 g(x) 的 卷 积 A(z)。 用 数字 标注 两 个 坐标 轴 。 


f(x) glz) 
1 


1 
° 1 = 0 1 2 z 


(b) 用 字母 A,B,C,…- 标注 АС) 上 感 兴趣 的 点 ,并 用 下 表 列 出 它们 的 值 。 
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感 兴趣 的 点 工 hlz) 


21. sinc АЯ Hfr) = sinc(z 十 2) 十 sinc(z 一 2), 则 fC) BJ) B EREA? 
22. 卷 积 ”对 积分 


f у = wg du, 


作 变 量 代 换 
一 工 一 ay 


其 中 a 是 常数 , 则 
Г. УС — шви) йи = f foga- yaz = fe) gdr, 


以 上 推导 是 否 正确 ?如 果 不 正 确 , 错 在 那里 ? 

23. 光学 音 轨 。” 旧 的 电影 胶片 的 光学 音 轨 宽 度 为 6, 用 一 个 宽 为 这 的 狭 颖 进行 扫描 .通过 
适当 的 归 一 化 ,我 们 可 以 说 ,这 种 扫描 是 和 一 个 宽度 为 w, 高 度 为 单位 高 度 的 矩形 函数 进行 郑 
积 , 在 某 电 影院 里 ,放映 员 将 整个 放 影 机 不 规范 地 放置 在 地 面 上 , 狭 颖 与 音 轨 上 的 条 纹 的 夹 角 
会 不 再 是 零度 ,而 始终 倾斜 一 个 小 角度 6。 

(a) 在 这 种 情况 下 ,参与 卷 积 的 狭 颖 函数 将 会 发 生 什么 样 的 变化 ? 

(b) 定性 描述 声音 还 原 的 效果 。 

24. 比较 数值 卷 积 和 卷 积 解析 解 ”指数 函数 e” 可 以 用 如 下 序列 离散 地 表示 

{а} = {1 0. 368 0. 135 0. 050 ++} 

(a) 计算 序列 积 或 " 自 相关 和 ” 

У) aas; 
Элан ДЕЙН. 
(b) 计算 “ 自 相关 函数 ” 


Rœ 一 Г уа) +/+ ог 


其 中 


є" z>0 


Q) = 
б b z<0 


将 R(r) 的 图 和 上 一 张 图 重合 在 一 起 。 
(с) BARO 的 连续 曲线 不 会 精确 地 通过 (a) 中 所 画 的 所 有 点 .从 舍 入 误差 , 归 一 化 ,或 
其 它 任何 你 认为 可 以 说 明 这 一 差异 的 影响 等 方面 来 讨论 这 个 差异 。 
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25. 二 维 卷 积 ”在 有 圆 形 光圈 的 光学 仪器 理论 中 涉及 到 两 个 单位 直径 圆 盘 的 自 相关 ( 它 
描述 了 二 维 传递 函数 ) ,被 称 为 中 国 帽 子 函 数 。 证 明 


По) * * ПО) = chat = +[eos rr = OIII 


26. 二 维 自 相关 IICr)HO) 的 二 维 自 相关 函数 是 A(z)A(?>)。 中 心 值 是 1 。 
(a) 验证 包 络 A(x)A(y) 一 近似 于 方形 ,其 中 e 小 于 1。 
(b) 验证 包 络 A(x)A(y) = 1 一 8 也 近似 于 方形 ,其 中 6 小 于 1。 
(c) Ф 8 = ,能 否 说 两 个 包 络 是 相等 的 正方 形 ? 
27. 卷 积 的 自 相关 “证明 
(fx g) w(f x g) = (fz f) gkg) 

28. RER ”三 个 具有 卷 积 关系 的 序列 如 下 

{ao a, az +} ж {bo bi ba е} = {co ci ca °°) 

车 给 定 序列 {5b,) 和 {cs} ,证 明 用 反 卷 积 求 tat} 的 法 则 是 


“ 
а, = bo' (с, — Dabe) 


编写 一 个 反 卷 积 的 计算 机 子 程序 。 

29. 传输 线 回 波 。” 当 一 个 电流 冲 激 作用 到 一 条 远 端 短路 的 传输 线 时 ,输入 端 上 出 现 的 电 
ЖЖ (о) = {1 2 2 2 …} 为 系数 的 等 间隔 脉冲 序列 。 如 果 输 入 的 是 电压 冲 激 , 那 么 相应 的 电 
流 响应 是 (i) = {1 一 2 2 一 2 2…}。 

Са) WE: (0) ж (ü) = (1). 

(b) 求 两 个 函数 oC 和 iG. В оссо) 和 іс) 分 别 表示 上 述 脉 促 串 。 

зо. RR ГЬ) 是 未 知 序列 ,{at} = {1 1 1111)。 设 {p,} 是 周期 序列 , 它 的 一 个 周 
期 为 (0 1 1 一 1 一 10}. 证 明 ,{a,}* (рь) = 0。 如 同上 一 个 问题 , 设 {ce} = la) * (b,) 给 定 ,是 
Wa) 5(b) + (p) 卷 积 也 能 到 {c,)? 如 果 可 以 ,如 何 用 前 面 给 出 的 反 卷 积 法 则 来 恢复 未 知 的 
{6.}? 反 卷 积 算法 实际 上 得 到 的 是 什么 ? 

31. 卷 积 速 度 ”指定 一 个 有 N 个 元 素 的 长 的 数据 序列 了 ,通过 与 5 = {1 4 6 4 1) 卷 积 对 
其 进行 平滑 ,得 到 所 用 的 时 间 .我 们 知道 * g = g * 六 但 是 所 用 时 间 与 哪个 序列 在 前 有 关 吗 ? 
随 着 N 的 增加 ,所 用 时 间 是 否 与 N° 成 正比 ? 
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一 些 有 用 函数 的 符号 


在 传 里 叶 分 析 中 ,很 多 有 用 的 函数 因为 存在 突变 而 不 得 不 分 段 定义 。 例 如 下 面 这 个 函数 

fa): 

0 х<0 

т 0о<хтх<1 

1 х>1. 

尽管 这 个 函数 本 身 很 简单 ,但 与 一 般 的 代数 表达 式 相 比 则 显得 不 够 灵活 了 。 比 如 代数 式 1 + x° 
表达 简洁 ,在 z 的 无 穷 区 间 上 都 可 以 用 它 来 表示 .对 于 很 多 数学 方面 的 目的 ,一 个 分 段 解析 的 
函数 处 理 起 来 并 不 简单 ,但 对 于 物理 应 用 而 言 , 一 个 “ 逐 阶 斜坡 函数 ”或 者 是 “分 步 渐 变 函 数 ” 
至 少 可 以 与 一 个 平滑 的 函数 一 样 简单 。 

傅 里 叶 本 人 也 考虑 过 由 图 形 给 定 的 函数 的 表达 , 按照 英国 数学 家 和 历史 学 家 E. W. 
Hobson 的 说 法 :“ 他 是 第 一 个 完全 掌握 这 种 思想 的 人 , 即 一 个 单一 函数 可 以 由 分 离 的 部 分 组 
成 ,每 部 分 可 以 由 图 形 任意 给 定 。” 

为 了 重新 获得 表示 法 的 简洁 性 和 清晰 性 ,我 们 引入 了 很 多 表现 各 种 突变 的 简单 函数 ,本章 
也 用 一 部 分 内 容 介绍 了 重要 的 内 插 函 数 sincx , 它 是 一 个 不 连续 函数 的 变换 此 外 ,还 有 一 些 
关于 高 斯 函数 表示 的 参考 材料 。 


Уб) = 


š ts 88 ВЕ ЖП # tt Ж ЖЕ ЇЇ ЗЕ ЖОН ФП (x) 
如 图 4. 1 所 示 ,单位 高 度 和 单位 宽度 的 矩形 函数 定义 为 
0 Izl> 4 
1 — Ш 
Ho) = с lzl= p 


1 1zl< 却 。 
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П(г) 


一 一 一 上 一 一 


图 4.1 单位 高 度 单 位 宽度 的 矩形 函数 


它 提供 对 具有 简单 表达 式 函 数 段 的 简洁 记 法 ,例如 f(x) = П Cr) соѕлг 就 是 如 下 函数 紧凑 的 
记 法 


0 z<-4 
fe) = 4 созк -+<=z=<+ 
0 z>} 


( 见 图 4. DRETI PEE 00 АЕ а А ПСС 一 <)/6], 其 高 度 为 h, Ж 
度 为 5 ,中 心 在 x = c ( 见 图 4.3)。 因 此 ,仅仅 通过 与 矩形 函数 的 一 个 合适 位 移 相 乘 ,就 可 以 选 
择 某 一 给 定 函数 的 任意 一 段 ,还 可 以 改变 它 的 幅度 ,而 其 余部 分 为 零 。 


f(x) 
z 


图 4.2 ”用 IT(z)cosxz 表达 的 分 段 函数 


图 4.3 AO 平移 得 到 具有 任意 高 度 和 宽度 的 位 移 矩形 函数 


通过 使 用 卷 积 运算 ,矩形 函数 也 可 以 用 来 表示 滑动 平均 ,当然 了 ,在 频 域内 与 一 个 矩形 函 
数 相 乘 可 以 看 成 一 个 理想 的 低 通 滤波 。 矩 形 函 数 在 傅 里 叶 级 数 的 收 剑 理 论 中 很 重要 ,这 就 是 大 
家 所 熟知 的 Dirichlet 不 连续 因子 .符号 rect z 是 T(x) 的 一 个 替代 用 法 ,虽然 不 如 后 者 那么 简 
洁 , 但 却 便于 口头 交流 。 除 矩形 函数 以 外 ,也 用 诸如 门 函数 、 窗 函数 以 及 有 叮 函 数 等 术语 。 


其 实在 工 一 士 + 处 的 取 值 是 无 关 紧要 的 ,也 就 是 说 ,我 们 通常 忽略 这 些 不 连续 点 处 的 值 。 
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同样 地 ,我 们 没有 必要 也 不 值得 去 在 图 上 强调 II( 士 支 ) = 去 ,我 们 更 希望 能 够 使 联想 起 高 
品质 的 波形 图 (当然 就 不 能 把 不 连续 的 部 分 加 亮 表示 了 )。 


单位 高 度 、 单 位 面积 的 三 角 窗 函数 Alx) 
0 1zl>1 
4 一 zj 11<1 


如 图 4.4 所 示 。A(z) 函数 之 所 以 重要 ,很 大 
程度 上 是 因为 它 正好 是 工 (z) 的 自 卷 积 ,但 
它 也 有 其 他 的 用 处 , 比如 给 出 多 边 形 函 数 
(由 线性 分 段 组 成 的 连续 函数 ) 的 简洁 记 法 。 
£ 


1 
2° 


由 定义 ЛО) = 


Alz) 


т 


记 hA 图 4.4 单位 高 度 . 单 位 面积 的 三 角 窗 函数 ҮЕ 


是 一 个 高 为 A, 宽 为 5, 面积 


эу» 的 三 角 窗 函数 。 


各 种 指数 曲线 、 高 斯 曲线 和 瑞 利 曲线 
如 图 4.5 所 示 , 从 左 到 右 依次 是 升 指数 函数 、 降 指数 函数 、 截 断 指 数 函数 和 双边 降 指数 函 


图 4.5 各 种 指数 函数 


图 4.6 所 示 为 高 斯 函数 expl na’) ,我 们 在 各 种 函数 归 一 化 的 方法 中 选择 一 个 中 心 幅度 
和 曲线 下 的 面积 均 为 1 的 方法 ,这 种 选择 会 带 来 某 些 优点 .高 斯 函数 的 傅 里 叶 变换 仍然 是 高 斯 
函数 ,并 且 也 证 明 满足 前 面 我 们 提 到 的 选择 依据 .在 统计 学 中 ,高 斯 分 布 就 是 所 谓 的 “ 零 均值 正 
态 (误差 ) 分 布 ", 归 一 化 后 其 面积 和 标准 离 差 保持 为 1 .我 们 可 以 用 术语 “概率 纵 坐标 ”称呼 如 
下 形式 


1 4 
е . 
(22) 


当 标准 离 差 为 o, 概 率 纵 坐 标 为 

=a P) 

эю 22 
曲线 下 的 面积 保持 为 1, 中 心 幅 度 等 于 0. 398 9/c。 在 严格 的 标准 化 之 前 ,统计 学 现在 很 流行 引 
人 误差 积分 erfz, 它 表示 为 


erfz 一 zf ea, 
тї?» 
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图 4.6 高 斯 函数 op rd 和 概率 纵 坐 标 (2z) Texp[— += ) 


而 补 误差 积分 erfcx 定义 为 erfcr = 1 一 erfz。 
概率 积分 (z) 的 表达 式 


а(х) = 


2 | е Fd = erf Z=, 
(2)? -= 21 


现在 概率 积分 表 也 随处 可 见 , 在 本 书 中 ,由 于 exp( 一 xz*) ХЕИ РАТЕ, ЖП 
将 广泛 地 使 用 这 个 表达 . 它 的 积分 与 erfz fla (z) 的 关系 如 下 : 


[е “ш = -рейа®т = аю) т] 
[ „е“ = ++ hertta = + ака], 
ЖЖ expl- nr’) 的 常用 参数 如 下 〈 见 图 4.6): 


(a) 概率 误差 = 0.269 1 = 0.674 50 

(b) 平均 绝对 误差 (| x | 的 平均 值 ) =r = 0.318 3 = 0.797 90 
Сс) 标准 离 差 (x? 的 平均 值 ) = (2x) 1 = 0.398 9 = o 
(d) 半 峰 值 宽度 = 0.939 4 = 2, 3550 

(e) 等 效 宽 度 = 1.000 0 = 2.506 6 ø 


概率 误差 ,或 者 是 半 四 分 位 数 的 间距 ,表示 了 一 组 测量 数据 中 中 间 50% 的 特点 ,比如 “学 
生 的 平均 身高 为 165 + 10 cm” 这 样 的 一 个 统计 报告 ,测量 方法 表示 有 一 半 学 生 的 身高 是 在 
155 ст 到 175 cm 的 范围 作为 对 比 , 偏 离 正 态 分 布 平 均值 在 o( 一 个 标准 离 差 ) 之 内 的 人 数 预 
计 有 62. 27% ,偏离 正 态 分 布 平 均值 在 平均 绝对 误差 之 内 的 人 数 有 57. 51% ,偏离 正 态 分 布 平 
均值 在 半 峰 值 宽度 的 一 半 之 内 的 人 数 有 76. 10% ,而 偏离 正 态 分 布 平 均值 在 半 等 效 宽度 之 内 
的 人 数 有 78.99%。 

二 维 高 斯 分 布 表 示 为 


2 
ei 


同样 具有 傅 里 叶 变换 对 称 性 ,具有 单位 中 心 幅 度 与 单位 的 曲面 下 体积 .在 统计 学 中 ,对 任意 标 
МЕЖЕ о, 和 oa,, 所 用 到 的 形式 是 
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1 ы-у 


е 
2то,о, 


在 圆 对 称 的 条 件 下 Ф z 十 y = 性, 二 维 概率 坐标 变 为 


BEHE r 到 十 dr 范围 内 的 概率 R(r)dr 就 是 以 上 式 为 概率 密度 ,在 环 状 微 面积 为 ?mdr 上 的 
概率 ,因此 


Re) = Tee 
2 


这 就 是 所 谓 的 瑞 利 分 布 ,因为 是 英国 物理 学 家 瑞 利 在 著名 的 醉 汉 问题 中 提出 的 而 得 名 。 醉 汉 
问题 " 的 简单 描述 如 下 :一 个 醇 汉 总 是 每 走 一 步 就 要 跌 在 地 上 ,每 一 步 的 方向 和 他 前 一 步 的 方 
向 无 关 。 在 经 过 很 长 的 时 间 之 后 ,在 (z,y) 点 找到 他 的 概率 是 二 维 高 斯 函数 (根据 此 模型 ,他 似 
乎 更 可 能 在 出 发 点 而 不 是 其 它 地 方 ) ,而 在 距离 出 发 点 7 的 地 方 找到 他 的 概率 符合 瑞 利 分 布 。 
由 于 瑞 利 分 布 的 峰值 不 在 原点 处 ,上 面 的 叙述 似乎 是 矛盾 的 .读者 可 以 进一步 思考 这 个 问题 ， 
这 对 您 是 非常 有 益 的 。 

下 面 是 一 些 经 常 需要 查找 的 积分 和 微分 ， 


eras 六 
ложу N гр М Ја _ лї 
| ewde = (+ ‚ de= + me dz 一 本 
4 Ф е л 

Де” c oare" £ è = rC — 2xz2 yes 


高 斯 函数 序列 在 极限 条 件 下 的 变换 中 起 到 一 个 特殊 的 作用 。 4 с 趋 近 于 0 时 ,序列 
exp(— nr’ r ) 和 那些 积分 并 不 收敛 的 函数 相 乘 将 是 很 有 用 的 .序列 中 的 有 限 项 是 保持 不 变 的 。 
如 果 某 个 平凡 函数 包含 冲 激 , 那 么 就 可 以 与 序列 | z | :exp( 一 xx/) 进行 卷 积 运算 来 还 原 它 
们 .高 斯 函数 在 变换 领域 十 分 有 用 的 一 个 属性 是 : 它 的 所 有 微分 都 是 连续 的 ,而 且 它 比 z 的 任 
何 指数 都 要 训 减 得 快 , 即 


limz"e” 二 0 ”对 任意 的 n 


4.7 图 示 了 两 种 重要 序列 ,后 面 我 们 将 强调 对 应 曲线 是 一 对 傅 里 叶 变换 。 


Heaviside 单位 阶 跃 函数 H(x) 
单位 阶 路 函数 是 表达 简单 非 连 续 性 的 不 可 缺少 的 辅助 手段 ,定义 为 


0 х<0 
ноу =1 х=0) 


1 >0， 
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图 4.7 ”高 斯 函数 的 标准 序列 


如 图 4. 8 所 示 , 它 可 以 用 来 表示 在 某 一 特定 时 间 突 然 接 通 的 并 在 其 后 保持 的 电压 或 者 瞬时 施 
加 并 在 其 后 保持 的 力 。 进 一 步 地 ,任何 有 跳 变 的 函数 都 可 以 被 分 解 为 一 个 连续 函数 和 一 个 平移 
的 阶 路 丁 数 。 作 为 男 一 个 简单 的 例子 ,对 和 矩形 函数 条 (zx), 它 有 两 个 不 连续 点 ,一 个 为 正 的 阶 
路 ,一 个 为 负 的 阶 路 。 如 果 没 有 它们 ,那么 信号 就 不 存在 了 。 因 此 ,II(z) 完全 可 以 用 下 述 的 阶 
跃 函数 来 表达 (参见 图 4.9). 


图 4.8 单位 阶 路 函数 


H(z+ 址 ) 


图 4.9 ”和 为 休 (z) 的 两 个 阶 路 函数 


因为 一 个 函数 和 H(z) 相 乘 后 , 原 函 数 在 z 为 负 时 变 为 零 ,而 在 z 为 正 时 保持 不 变 。 所 以 单 
位 阶 路 函数 是 一 种 能 够 表达 简单 信号 值 被 开关 的 简便 手段 .比如 ,我 们 可 以 用 sintH (0 表示 
一 个 在 := 0 时 开始 作用 的 正弦 (如 图 4. 10) .电压 在 二 4 前 为 零 ,之 后 阶 路 到 一 个 稳定 值 EE， 
可 以 表示 为 EH (1 一 t。)( 如 图 4.11)。 

斜坡 函数 R(z) = z H(z) ЖЯ Нг Н Ст) 进行 乘法 运算 得 到 的 例子 (如 图 4. 12). 
(F/m)R() 表示 被 施 于 一 个 恒定 的 力 FH Оо), 质量 为 m 的 物体 的 加 速度 ,或 者 在 电感 为 m 的 
线圈 上 电势 差 为 FH (z) 时 的 电流 值 .显然 ,R(x) 是 Нох) 的 积分 , 反 过 来 即 H(z) 是 R(x) 的 
微分 .这 样 
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sint sintH(1) 
‚җе w | ер аа R v RT 


图 4.10 sint 和 显示 单位 阶 跃 函数 的 基本 应 用 的 函数 sint H (r) 


EH(t ~ to) zH(z) 
E ' 
to t 
т 


图 4.11 жг РЕЖ ЕНИ 
ОЖЖ EHU- t) 图 4.12 斜坡 函数 zH(z) 


RG) = f H(z dr’ 


以 及 R' (x) = H(z) 
ERR BAHE R E F RE T EEE CH А BOE 05 ЖЕЙ ЛЕБ 8 ЖЭ: . R 
后 就 可 以 使 用 常用 的 积分 区 间 , 比 如 一 co B| + с, яй 0 9] +оо, НО т) fE a > 


二 时 为 办, 那么 | anar 就 总 可 以 写成 | -Cr Hz 一 站)dx' ,因此 上 面 有 关 R(x) 的 积 
分 可 以 写成 
ко) = | наод = | HGHG dr" 
最 后 一 个 积分 表明 R) 实际 上 是 一 个 卷 积 积分 
R(x) = H(z) + H(z) 
现在 ,我 们 可 能 已 经 注意 到 ,如 果 积分 存在 的 话 ,与 H(zx) 做 卷 积 就 是 做 积分 运算 ( 见 图 4. 13) 


Hz) x f(x) = [fd Ha- ra = [f fada 


s) 
Н(х-х') G 


=== x 


图 4.13 ”阴影 部 分 面积 为 | f(z dz , 它 也 是 人 (x) f НСО 的 郑 积 值 
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或 
fe = нео #00] 


一 般 地 ,HH(0) 的 定义 并 不 重要 ,但 为 了 和 单 值 函数 理论 兼容 起 见 , 需 要 对 它 赋 一 个 值 , 通 
常 为 二 .这样 可 以 获得 某 些 内 在 的 一 致 性 。 比如 对 等 式 R'(z) = На). PRA ROH = 
HOH = 1, R'(0 一 ) = H(0 一 ) = 0, 如 果 我 们 认为 


"PANE: A e pr „Чү 
R'(0) = вак + FAD — R(z т^) ула, 


则 得 到 R (O) = 玛 。 更 进一步 , 当 传 里 叶 积分 收敛 于 一 不 连续 的 点 上 时 ,那么 就 赋 给 它 中 值 。 
然而 ,并 不 绝对 要 求 HO = 去 ,也 常见 取 作 零 值 的 .这 一 点 是 从 公式 
Н(х) = lim[(1 —е"ЭН‹(х)] 


自然 得 到 的 结论 (参见 图 4. 14) АЖ Ноо) = 0. 符 号 “了 表示 它 和 原来 定义 过 的 函数 有 些 细 
微 的 区 别 。 


1-e "H(z) . 
Н(х) ‹ ) 
‹ 
‹ 
А 
9 
9 


z т т 


(a) (b) (c) 


图 4. 14 
(a) 函数 НС): ЫНС) 的 近似 ;(c)(b) 的 积分 


因此 
1 0 
Heya |F s> 
0 х<о0 
且 
Нох) = На) ++@ (G) 
其 中 
0 工 关 0 
w= 
a |, z=0 


ё(х› 函数 是 下 面 提 到 的 零 函数 族 (null function) 中 的 一 个 .关系 R'(z) = Нох) 没有 引起 需 
要 注意 的 差异 ,因为 HO) 的 积分 可 看 作 


limf A—e™)Hu)du 
іт 
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肯定 是 R(x);R'(0) 被 认为 是 在 z = 0 处 极限 斜率 的 近似 值 ,如 图 4. 14c 所 示 , 它 肯定 等 于 
及 (0), 也 即 0。 


有 时 ,对 НС) 的 连续 近似 是 有 用 的 .下 面 的 例子 对 所 有 z ЭЩ т — 0 时 都 趋 近 于 Нох). 


中 工 arctan = 
2 x £ 


1 sie 
Zl-e ) х<0 


FEER r= 0 以 外 ,对 所 有 z щт — 0 时 趋 近 于 НО) 的 一 个 例子 


0 z< 
Zen = ү ~ х>—г 
在 这 个 例子 中 
limf(z,r) = НО) + (eeo 
对 所 有 r,f(0,r) = 1 一 e!, 当 + 一 0 趋 近 [于 有 H(z) 的 另 一 个 例子 是 


fea 


Hz) 函数 和 它 的 HO) # + 变形 函数 之 间 的 差别 是 一 个 零 函 数 , 它 的 积分 永远 是 0。 如 


果真 有 必要 ,对 НС) 或 Нох) 的 量 的 变化 作物 理 观 察 , 当 这 种 观察 仅 局 限于 有 限 分 辨 率 时 ， 
在 两 个 变化 量 之 间 进 行 数学 上 的 区 分 是 不 可 能 的 .因为 在 非 零 区 间 的 加 权 平均 是 惟一 可 被 测 
量 的 量 , 它 是 不 会 受 零 函数 存 在 与 否 的 影响 的 .因此 ,应 用 H(z) 时 最 好 不 要 涉及 НОО). 


u—lr 
2" |du 
r 


элт 


符号 函数 sgnx 
符号 函数 sgnz( 念 作 signum z) ,根据 z+ 的 
符号 取 1 或 一 1( 参 见 图 4. 15), 即 L. 1 


一 2=<0 

1 х2>0 
УМК H(z) 有 点 不 一 样 ,但 具有 阶 跃 
函数 的 许多 特性 . 它 有 2 的 正 跳 变 ( 阶 跃 ), 与 


sgnz 一 


图 4.15 WER sgar 
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Но) 的 关系 是 


sgnz = 2H(z)—1 


a Ж 
然而 , lim sgnzdz = 0, 而 | Hode 不 存在 .进一步 ,我 们 要 注意 senz, ERR H), È 
是 奇 函 数 ,这 是 它 与 HO 最 明显 的 区 别 , HO) 既 有 奇 部 又 有 偶 部 。 


滤波 函数 或 内 插 函 数 sincx 
我 们 定义 ， 
зіпст = sinxz， 
пг 
它 的 特性 有 : 
sinc0 = 1 
sincn=0 nn 是 非 0 整数 
[чаа = 1, 


在 许多 关系 和 等 式 中 ,我 们 都 能 见 到 内 插 函数 ,以 至 于 它 拥有 一 个 特殊 的 符号 ,尤其 当 它 
为 归 一 化 形式 时 非常 方便 。 本 书 采用 的 形式 是 :中 心 处 的 幅度 1, 曲线 下 的 面积 为 1, (如 图 
4.16a)。Woodward (1953) 首先 采用 sinc 的 sincz 
符号 ,现在 得 到 了 广泛 的 接受 和 使 用 。 本 书 第 
20 章 列 出 了 sinc 函数 值 表 。 

sinc 函数 独一无二 的 特性 是 在 频谱 上 , 它 (а) 
包含 一 定 频带 内 的 所 有 频谱 分 量 。 进 一 步 ,在 ee 
截止 频率 以 内 它 的 频谱 是 平坦 的 . 按 我 们 的 选 
择 ,sincz ST) 是 一 对 伟 里 叶 变换 对 ,因此 
sincz 的 频率 截止 点 是 0.5( 每 单位 z 周期 数 ) 。 

sincz 在 卷 积 中 是 理想 的 低 通 滤波 器 .也 
就 是 说 , 它 保留 截止 频率 以 内 的 频率 分 量 并 
保持 不 变 , 而 对 截止 频率 以 外 的 分 量 全 部 删 
除 . 这 一 特性 在 随后 讨论 的 采样 定理 中 起 着 
重要 的 内 插 作用 。 

根据 已 被 广泛 列表 的 正弦 积分 Si z( 如 
4.16c 所 示 ), 即 


Si z = |, Жш, 
7а 


5 


т 


我 们 有 如 下 关系 : шел 
Са) 滤波 或 内 插 函 数 ,sincz 函数 ; 


(b) sincz 的 积分 ;(c) 正弦 函数 的 积分 
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Í “sincudu = 31092) 
Я x 


sincz = 4 Sxz), 


d 
dr x 
对 sincr 进行 积分 ( 见 图 4. 16b) ,我 们 有 


HO * sincz = _sineudu = 4 + SGD, 
= = 


另 一 个 常用 函数 ( 见 图 4.17) 是 sincz 的 平方 , 它 的 
列表 见 第 20 章 。 


sinc? r 


sr) 


sine! z = ( 
x= 


这 个 函数 表示 一 个 均匀 激励 天 线 的 功率 方向 图 ， H(z) * sinc2 r i 
或 Fraunhofer 缝隙 本 射 模型 中 的 光 强 。 自 然 地 , 它 
和 sincz 一 样 都 有 一 个 截止 频率 ,因为 函数 的 平方 
并 不 能 生成 比 任何 一 对 正弦 分 量 的 和 频 更 高 的 频 
率 ,从 物理 原理 的 定量 思考 不 难 发 现 sinc:z 的 傅 
里 叶 变换 是 A(s) ,截止 频率 是 1。 
下 面 列 出 了 sinr 的 一 些 特性 ， 图 4.17 sincr 函数 的 平方 和 它 的 积分 


5 


sinc’0 = 1 
sinn = 0 п AE 0 整数 


|z: sinctzdr = 1 
与 sincz 相似 的 二 维 函 数 是 


с Л бтк) 
jincr 一 一 2r 


它 的 体积 为 1, 中 值 为 */4, 二 维 依 里 叶 变换 为 肛 (s) 。 另 一 个 与 滤波 和 内 插 函 数 具 有 相似 性 质 
的 二 维 函数 是 


sinczsincy 


它 的 二 维 侍 里 叶 变 换 是 TT(w)1I(v)。 


图 形 表示 

为 了 达到 表达 明晰 的 目的 ,我 们 在 图 形 表示 中 采用 一 些 约定 .比如 ,如 果 可 能 的 话 , 傅 里 叶 
变换 的 有 关 定 理 将 会 用 图 形 来 表示 ,使 其 更 容易 理解 .在 这 些 图 中 ,如 果 方 便 的 话 ,我 们 会 标明 
横 坐 标 或 纵 坐 标 等 于 1 的 点 。 

我 们 在 图 示 中 总 是 用 虚线 表示 虚 部 ,这 样 复数 就 可 无 歧义 地 用 实 部 和 虚 部 一 起 表示 (如 图 
4.18). 

有 时 一 个 复 函 数 用 其 幅度 和 相位 表示 非常 方便 ,如 图 4.19 所 示 。 另 外 一 种 方法 是 用 一 个 
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三 维 图 形 来 表示 复 函 数 ( 见 图 4. 20), 也 可 在 复 平面 上 采用 轨迹 表示 的 方法 表示 一 个 复 函 数 
(图 4. 21) 。 


图 4.18 ”用 实 部 和 虚 部 一 起 表示 复 函 数 F(s) 图 4.19 用 幅度 和 相位 一 起 表示 复 函数 


Li ImF(s) 
实 部 


ReF(s) 


s=-1 


421 复 平面 上 Рс) 的 值 


图 4.20 复 函 数 的 三 维 表示 


特殊 符号 总 结 
一 些 本 书 常用 的 特殊 符号 已 被 总 结 归 纳 于 表 4. 1 和 图 4.22 中 ,以 便 查阅 参考 。 
таз 特殊 符号 

函数 记 法 
1 Iz|<+ 

矩形 函数 П = 
0 1х1> 
1-11 1х|<1 

Zanan nos (5 1zl>1 
1 =2>0 

Heaviside ВЕК Но) = la 220 
1 r>0 

符号 函数 чы |", 1, 

冲 激 符 号 ètz) 


抽样 或 复制 符号 шо = Уса 
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续 表 4.1 

函数 记 法 
偶 脉 冲 对 no = асе 9 + Ta 4) 

=, ed IRR S 
奇 脉冲 对 ңа) = -үё\х+-у)—-у8(х—-у) 
滤波 或 内 插 函 数 siner = Sam 
Jinc 函数 jinez = 692) 

25 

卷 积 的 星 号 表示 чю кчө a |" Ува — wdu 
序列 积 的 星 号 表示 agd д. DSt 
相关 的 五 角 星 表示 Ake) a | fadet qu 


Пу) = II 
talay) = ё0х)80у) 
y) = MODNY) 


zsinc(zyy) = sinczsincy 


几 个 二 维 函 数 


* 参见 第 5 章 


П(х) Alz) H(z) 


заг (=) Ш(х) 


Iz) П (х) sincz 


图 4. 22 ”特殊 符号 总 结 


参考 书目 


Woodward, Р. M. , “Probability and Information Theory with Application to Radar,” 
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McGraw-Hill Book Company, New York, 1953. 


习题 
1. 证 明 
Н+) аро 
Haz +b) = 
Hz- È) а<о, 
2 
继而 有 
Haar +b) = H(z+ ÖH + HC z — DHC а). 
2. 讨论 函数 


40 +а/с}], 
3. 证 明 操作 Нох) * 在 下 面 的 等 式 中 是 求 积分 的 操作 : 


HO) [7Cz)HCzD] = | fde 


4. 计算 
AIN) x Ноо] 
а 
并 证 明 
Arme * Reo) = fe, 
5. 通过 计算 积分 ,证 明 
зїпст * sincz = sincz, 
6. 证 明 sincz ж Jo (n) = Jo (rz). 
7. 证 明 4sinc4z я sinz = sinz. 
8. 证 明 
Пс) = Н+) Не + 
= на ++ на 2) 1 
2 2 
= dela s 
=H- 
2 | dya 5 
= зил + D — ваа 000 
且 有 


Ta = П‹«/?%). 
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9. 证 明 : 


Аб) = ПО) + ПО) = HO) юна) Te) * Нар). 


10. СРС) = f) 60 — 8 E: f(z) = sgnz, 找 出 其 他 的 解 , 并 用 阶 跃 函数 表示 法 
写 出 它 的 通 解 。 
11. 证 明 : 


erfz = 28(2tar)—1 
其 中 


Ф) = f 1 eti du, 


12. 证 明 A(z) 的 一 阶 微分 如 下 ， 
М) == [+ )sgnz 


并 计算 它 的 二 阶 微分 。 
13. ACGz) 与 I[(z) 的 关系 可 简 记 作 :A = ППА = EN: 


ППА фа Lye ++ опа + a- pe, 


并 证 明 


ж ПЕ 158 1: 1 
Па HeH + Heto 


AHE 
14*Н(х—1-у). 


14. 研究 IT ЖЕ = = Ta Ял = 1- + ИЯ ЭМЕН KF E ВО 5 ЖЕНЕ 


一 些 结论 。 
15. 证 明 (d/dz) | z |= sgnz 和 (d/dz)sgnz = 28(x)。 讨 论 下 式 : 


Ф121 
аг 


= ган eo = 2000). 


16. 符号 ”证 明 На) + H(z +1) — HG(z) * НО 0) = Аб), 
或 者 ,如 果 等 式 右边 不 正确 ,给 出 正确 的 表达 式 。 
17. 符号 ”证明 


ДАС Р} = Абаза, 


或 者 ,如 果 等 式 右边 不 正确 ,给 出 正确 的 表达 式 。 
18. sinc 函数 的 微分 EA 
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0 созлт _ зіплг 
sinc z = -一 一 一 -一 六 
工 TI 


ые”. 2 2z 十 rez . 
sinc'z 一 一 [cosx + Z TT sinr, 
Е лг 


19. jinc 函数 的 积分 ”在 介绍 jinc 函数 时 , 曾 提 到 | jincr2xrdr = 1, 即 把 它 看 作 二 维 平面 
中 半径 的 函数 ,jinc 函数 下 的 体积 是 1 .证明 
Ë jinczdz = 1. 


# O ж 
TEE 


我 们 需要 一 套 专门 用 来 描述 高 强度 单位 面积 脉冲 的 记号 .这 类 脉冲 持续 的 时 间 极 短 , 以 至 
于 具有 特定 分 辨 能 力 的 测量 仪器 都 无 法 把 它们 同 更 为 短暂 的 脉冲 区 分 开 来 。 这 个 概念 在 力学 
中 有 一 个 专门 的 术语 叫做 “ 冲 激 "。 冲 激 的 确切 具体 形式 并 不 重要 ,重要 的 是 其 积分 特性 ,这 种 
观点 在 数学 界 流行 了 至 少 有 一 个 世纪 了 .很 多 历史 人 物 的 著作 都 反映 了 这 一 情况 ,比如 埃 尔 米 
特 (Hermite)、 柯 西 (Cauchy)、 泊 松 (Poisson), Ж / Ж £ (Kirchholff), # 8 Ж X 
(Helmholtz) .开尔文 (Kelvin) 和 海 维 赛 德 (Heaviside) ,还 有 范 德 波 尔 (van der Pol) 和 布 莱 姆 
(Bremmer)(1955)。6(z) 这 一 记号 ,由 G + 基 尔 元 夫 首次 使 用 ,随后 由 狄 拉克 (Dirac)(1947) 于 
1927 年 引入 量子 力学 中 ,至 今 已 被 广泛 应 用 。 该 概念 的 实质 也 渗透 到 了 物理 学 ,质点 ,点 电荷 、 
点 源 、 点 作用 力 , 线 源 、 面 电荷 等 等 都 是 物理 学 中 常用 的 并 被 人 们 接受 的 实体 ,当然 ,这 些 东西 
并 不 存在 .它们 概念 上 的 确切 含义 源 于 下 面 这 一 事实 :用 给 定 的 具有 特定 分 辨 力 的 测量 仪器 不 
能 够 将 冲 激 响 应 (诸如 质点 ,点 电荷 等 冲 激 的 作用 效果 ) 和 物理 上 可 实现 的 脉冲 的 响应 区 分 开 
来 .方便 起 见 ,我 们 将 给 这 种 短暂 得 不 能 再 短暂 .强烈 得 不 能 再 强烈 的 脉冲 取 一 个 专门 的 名 称 。 

我 们 把 这 种 抽象 的 无 限 短暂 或 集中 无限 强烈 的 单位 面积 冲 激 表示 为 


002) =0 r#0 


和 [оов 1. 


不 过 ,从 分 析 的 意义 上 讲 , 冲 激 符号 D8(zx) 并 不 能 表示 一 个 函数 (这 里 是 为 了 强调 狄 拉克 曾 提 
出 “奇异 函数 ” 的 概念 这 一 事实 ), 并 且 上 面 的 积分 也 不 是 一 个 有 意义 的 表达 式 ,除非 声明 了 某 
种 约定 .此 处 我 们 赋予 它 的 含义 是 


O 我 一 直 用 * 符 号” 这 个 词 来 标记 不 能 称 作 函 数 的 实体 ,也 有 人 用 “广义 函数 " 这 个 术语 (G. Temple 于 1953 年 引信)。 
不 过 ,有 些 著作 中 对 函数 /(z) 和 实体 8(z) 并 不 作 严格 区 分 ,因为 在 这 些 书 中 ,8(z) 是 像 函 数 一 样 来 处 理 的 ,通常 称 为 3 函数 
也 是 可 以 理解 的 。 
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limf С/г 


函数 r* I (zx/r) 是 一 个 宽 为 r, 高 为 = ,具有 单位 面积 的 矩形 函数 ; 当 r 趋 向 于 0 变化 时 , 便 会 
产生 一 个 高 度 逐 渐 增 大 的 单位 面积 脉冲 序列 .显然 ,上 面积 分 的 极限 等 于 1.。 换 句 话说 ,为 了 解 
释 包 含 冲 激 符 号 的 表达 式 ,我 们 借助 于 具有 特定 形状 的 、 持 续 时 间 很 短 但 是 不 为 零 的 有 限 长 单 
位 面积 脉冲 序列 ,我 们 进行 指定 的 运算 ,如 积分 、 求 导 和 乘法 ,然后 讨论 持续 时 间 r 逼近 0 时 的 
极限 .从 数学 角度 讲 , 选 用 高 斯 型 脉冲 往往 会 很 方便 ;很 明显 , 当 涉 及 到 微分 运算 的 时 候 , 选 用 
矩形 脉冲 就 不 方便 了 .然而 ,由 于 其 物理 实质 与 脉冲 形状 无 关 , 因 此 我 们 当然 可 以 选择 任意 形 
状 的 脉冲 。 

我 们 采用 同样 的 方法 来 处 理 遇 到 的 各 种 情况 .我 们 将 在 后 面 对 广 义 函数 作 系统 的 介绍 ,使 
用 序列 的 思想 和 简洁 的 数学 形式 进行 严格 推导 。 

前 面 ,在 介绍 函数 (如 不 存在 伟 里 叶 变 换 的 周期 函数 ) 的 时 候 , 已 经 提 到 过 对 傅 里 叶 变换 
理论 进行 推广 的 必要 性 .为 了 描述 变换 对 中 至 少 包含 一 个 广义 函数 的 情况 ,我 们 引入 “极限 意 
义 下 的 变换 对 ”这 一 术语 .所 有 这 类 情况 ,都 可 以 借助 冲 激 符号 及 其 导数 (3(x) ,8 (x) 等 等 , 它 
们 为 理论 的 推广 提供 了 方便 ) 来 表示 。 

冲 激 符 号 的 方便 之 处 在 于 它 隐 藏 了 细节 .物理 系统 中 ,能 说 明 这 一 点 的 一 个 具体 的 例子 是 
电网 络 , 如 低 通 滤波 器 ,一 个 外 加 的 脉冲 电压 将 引起 一 定 的 瞬 态 响应 ,这 很 容易 观察 到 。 随 外 加 
脉冲 变 得 越 来 越 短暂 ,响应 的 变化 会 越 来 越 不 明显 ,最 后 响应 几乎 不 随 外 加 脉冲 的 变化 发 生变 
化 ,而 是 稳定 于 一 个 确定 的 形式 .我 们 还 可 以 发 现 ,响应 的 形式 与 输入 脉冲 的 形状 无 关 , 输 入 脉 
冲 可 以 为 矩形 、 三 角形 ,甚至 于 一 对 脉冲 .这 是 因为 用 于 区 分 外 加 脉冲 细节 的 高 频 分 量 所 引起 
的 响应 非常 微弱 ,可 以 忽略 。 因 此 ,这 个 网 络 就 可 以 由 某 个 确定 的 .易于 观察 的 响应 形式 来 刻 
画 , 而 这 个 响应 形式 可 以 借助 多 种 外 加 波形 得 到 ,只 需要 保证 波形 持续 时 间 足 够 短暂 ,而 其 细 
节 无 关 紧 要 。 由 于 可 以 用 高 精度 ,高 时 间 分 辩 率 的 示波器 来 仔细 观察 响应 情况 ,故我 们 必须 保 
证 外 加 脉冲 的 持续 时 间 比 测量 仪器 的 最 小 刻度 要 短 。 冲 激 符号 使 我 们 能 简洁 地 描述 不 确定 的 
任意 形状 的 短暂 脉冲 。 


冲 激 符号 和 单位 阶 跃 函数 的 密切 关系 是 根据 | саз 在 为 正 数 时 等 于 1, 而 为 负 
数 时 等 于 0 这 一 性 质 得 出 的 .因此 ， 


[геш = но. 


这 个 方程 使 我 们 有 机 会 阐明 包含 冲 激 符号 的 表达 式 的 含义 。 首 先 ,我 们 用 脉冲 序列 ( 当 r 趋向 
于 0 变化 时 , 便 形 成 序列 )r-:JIIT(z/r) 代替 3(z) ,思考 下 面 的 积分 序列 


[e Tear. 


只 要 + 有 限 且 非 零 ,每 个 这 样 的 积分 都 是 z 的 函数 ,可 以 描述 为 如 图 5. 1 所 示 的 斜坡 - 阶 跃 函 
数 ,现在 固定 r, YE r 趋 近 于 0 时 形成 的 积分 序列 的 极限 我们 发 现 , 如 果 将 > 固定 为 一 个 正 
值 ( 负 值 ), 则 积分 的 极限 将 为 1(0)。 这 恰好 与 НО) 的 定义 相 一 致 , 故 下 式 成 立 


ij 一 Tcvodr = НС). 


p 传 里 叶 变换 及 其 应 用 


r 'H(z/r) 


其 简化 形式 如 下 
[| sea = Hw. 
由 于 ,一 般 情况 下 ,如 果 
rear = вао, B fay = ва), 
由 此 类 推 , 可 得 
P) = Но) 


即 “ 单 位 阶 路 函数 的 导数 是 冲 激 符 号 ”。 由 于 阶 跃 函数 在 原点 处 的 导数 实际 上 不 存在 ,所 以 前 面 
引号 中 的 话 只 能 理解 为 下 面 这 句 话 的 简化 说 法 :“ 由 可 微 函 数 形成 的 极限 为 H(zx) 的 序列 的 导 
数 恰好 构成 了 8(z) 的 一 个 定义 序列 ”图 5.1 所 示 的 斜坡 - 阶 跃 函数 可 微 ,并 且 趋 于 HO). h 
于 在 各 种 情况 下 ,台阶 的 值 ( 阶 跃 函数 在 > > 0 部 分 的 函数 值 ) 均 为 1, 所 以 每 个 导 函 数 下 面 的 
面积 都 为 1, 这 证 明 用 由 导 函 数 形成 的 序列 来 定义 单位 冲 激 是 恰当 的 。 

没 必 要 局 限于 按照 矩形 函数 形成 的 序列 来 讨论 冲 激 。 我 们 可 以 用 多 种 形状 的 脉冲 来 描述 
S) ,包括 下 面 介绍 的 序列 (+ 取 正 值 趋向 于 0 时 形成 的 序列 ) 。 

序列 
z— + 


r 


т'П‹ 


) 


由 左边 沿 在 原点 处 的 矩形 函数 组 成 . 它 常用 于 开关 扳 掷 时 刻 , 即 : = 0 以 前 ,不 存在 牙 变 的 电路 
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分 析 中 。 如 果 用 该 序列 代替 以 原点 为 中 心 的 序列 ,那么 所 得 结果 不 一 定 相 同 。 这 一 点 将 在 后 面 
介绍 筛选 特性 时 进行 讨论 高 斯 分 布 序列 


前 面 已 经 提 到 过 ,其 优点 是 各 阶 导 数 都 存在 ,而 缺点 是 无 法 使 函数 值 在 zx 的 有 限 区 间 以 外 为 0。 
三 角 窗 函数 序列 


r'A(z/r) 


由 于 本 身 是 连续 的 ,在 涉及 到 一 阶 导数 的 讨论 中 比较 有 用 。 它 还 有 一 个 优点 是 在 | z |< r 的 区 
间 以 外 函数 值 为 0 序列 


risinc 工 
= 
比较 奇特 的 地 方 是 ,z A 0 的 时 候 , 函 数值 并 不 衰减 到 0;z 取 不 等 于 0 的 值 时 ,函数 值 随 r 一 0 
作 无 衰减 震 世 。 后 面 介 绍 筛选 特性 时 将 说 明 该 序列 是 如 何 完美 地 定义 5(x) 的 .谐振 
е ад. 
nQ’ +) 
ТЕТТЕ Ж + fE Ж. RARA TERA ЖЭШ. H THAME 
种 可 能 性 ,人 们 想到 了 在 有 限 区 间 以 外 为 0 的 序列 ,这 种 序列 可 以 自由 地 与 具有 某 种 渐 近 特性 
的 函数 相 乘 . 此 外 ,我 们 还 希望 序列 的 任意 阶 导数 都 存在 .表达 式 
1 ==) VEN: £ 
етут) П 
给 出 了 一 个 具体 的 例子 , 它 在 区 间 | z | 二 + 以 外 为 0, 并 且 各 阶 导数 都 存在 .为 了 证 实 一 个 斜率 
为 0, 曲 率 为 0, 并 且 所 有 高 阶 导数 都 为 0 的 函数 有 可 能 下 降 到 0, 对 函数 


е!"Н(х) 
求 导 , 并 计算 т = 0 处 的 导数 值 .这 好 像 和 Maclaurin RR 


f(x) = f(0) 十 zf 00) +5770) = +2790) 十 余 项 


不 一 致 . 通 常 ,对 很 多 函数 进行 分 析 的 结果 都 是 ,mn оо 时 , 余 项 消失 .可 是 ,在 我 们 选择 的 例子 
中 ,前 n+ 1 项 为 0, 函 数值 全 部 包含 在 余 项 中 。 


筛选 特性 
我 们 将 按照 解释 包含 冲 激 符 号 的 表达 式 时 所 用 的 方法 ,来 说 明 _8Cz)/(z)dz 的 含义 。 
用 序列 I Со 代替 aC) ,进行 乘法 和 积分 运算 ,最 后 求 r 一 0 时 积分 的 极限 ,如 下 式 所 示 : 


ша[ С/е fear, 
|) 


在 图 5. 2 h, WR BSST IRR OR ЖОШ 1 ИШ ШЖ г 倍 . 宽 为 +, 平 均 高 度 约 为 /(0) 的 
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阴影 部 分 的 面积 近似 为 rr(0) .因此 т 
趋 近 于 0 时 ,被 积 函 数 下 面 的 面积 趋 
EF f(0), 记 作 


4 一 r 'H(z/r)f(z) 


i 
I 
| 
6 * fO) 
f aswad = по. 


= Пит) Сх) 


二 -上 


图 5.2 ”对 筛选 特性 的 解释 .阴影 部 分 的 面积 近似 为 rr(0) 


由 于 等 式 左边 对 f) 所 进行 的 运算 
筛选 出 了 函数 f(x) 的 单个 值 ,所 以 我 
们 把 它 称 作 冲 激 符号 的 筛选 特性 .我 
们 发 现 被 积 函数 由 哪 种 脉冲 组 成 都 没 
有 关系 , 这 正 是 使 用 8(z) 的 本 质 所 
在 .6(zx) 代表 了 持续 时 间 远 小 于 任何 有 意义 的 区 间 ,形状 无 关 紧要 的 单位 脉冲 , 仅 其 积分 对 我 
们 有 用 ,如 图 5. 3 所 示 ,单位 冲 激 用 单位 高 度 的 尖峰 表示 ,而 其 它 非 单 位 冲 激 用 高 度 等 于 其 积 
分 的 尖峰 表示 。 
显然 ,下 面 的 等 式 也 成 立 : a 
f aosd = уба), 


而 且 
| Slr) f(x — а)йх = fC-a) , 图 5.3 ”用 单位 高 度 尖峰 表示 的 冲 激 
为 强调 其 和 卷 积 积分 的 类 同 之 处 ,我 们 可 以 这 样 写 г 
[aafaa aa = [se — 5 fa) de = ә; 
或 用 卷 积 运算 符 表 示 


8(х) * flx) = flx) #0(7) = fz) 。 
如 果 /(x) fE z = 0 处 发 生 跳 变 ,按照 类 似 图 5. 2 中 的 图 所 提示 的 思路 可 证 明 筛 选 积分 具 
有 一 个 有 限 值 二 [7(0 十 ) 十 70 一 )]。 因 此 ,一 般 情 况 下 可 表示 为 


асо f) = EPEE, 
仅 当 f(z) 为 零 函数 时 ,等 式 右边 的 式 子 才 不 等 于 f(z) ,通常 情况 下 ,这 点 差别 并 不 重要 ,这 并 
未 改变 去 [f(z 二) 十 f(z 一 )] 可 以 与 fa) 取 不 同 值 的 事实 。 


我 们 发 现 前 面 提 到 的 不 对 称 序列 II[(z 一 去 =)/ 可 具有 可 筛选 出 f(z 十 ) 的 性 质 ,这 样 ， 


在 f(x) 的 间断 点 上 ,使 用 不 对 称 序列 会 得 出 不 同 的 结果 -所 以 ,在 瞬 态 分 析 中 , 当 瞬 时 (( = 0) 
发 生 不 连续 现象 时 ,选取 不 同 的 序列 似乎 会 得 出 不 同 的 答案 .不 过 ,这 只 是 瞬时 的 。 
冲 激 符号 有 很 多 美妙 的 性 质 , 多 数 都 很 容易 证 明 . 在 代数 处 理 中 ,必须 留心 下 面 这 一 重要 
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性 质 : 


Фах) = 1800). 
lal 


即 ,如 果 用 系数 a 对 x 进行 尺度 压缩 , 则 会 导致 原本 为 单位 面积 的 脉冲 面积 缩小 ,于 是 冲 激 强 
度 缩小 到 原来 的 本 性质 3( 一 +) = дс.) ,说明 冲 激 符号 具有 偶 对 称 性 质 . 不 过 ,我 们 在 前 面 


给 出 了 一 个 方程 ,涉及 到 本 身 并 非 偶 对 称 的 经 过 移 位 变换 的 矩形 函数 序列 (第 5 章 习 题 19) 。 
如 果 f(x) 在 x = 0 处 连续 ,那么 借助 脉冲 序列 很 容易 证 明 


f(D) = fO) , 
根据 筛选 性 质 , 令 fO) = zx, 我 们 有 


Г. (rT)dr = 0. 
通常 写 为 
җ(х)=0, 


虽然 ,如 果 考 虑 用 有 限 项 近似 的 傅 里 叶 级 数 的 曲线 图 ,可 以 发 现 这 个 等 式 中 隐 含 了 一 个 记录 吉 
伯 斯 现象 的 非 零 分 量 . 故 下 式 成 立 : 


аат "П0/0)) = 0, z 
而 且 ， 


[лт П (xz/r) Jma = +, 


另外 ,最 小 值 的 极限 是 一 去 .因此 ,在 便 等 于 零 的 函数 中 , 码 (z) 非常 独特 ,可 以 想象 ,如 果 可 以 
把 它 作 用 于 示波器 的 偏转 电极 ,我 们 将 会 看 到 尖峰 。 


采样 或 复制 符号 I(x) 

考虑 如 图 5.4 所 示 的 间隔 为 1 的 无 限 长 单位 冲 激 序列 .任何 对 冲 激 符号 5(z) 所 作 的 限制 ， 
此 处 仍 适用 。 其 实 , 我 们 有 可 能 需要 更 多 的 限制 ,因为 我 们 要 处 理 的 是 具有 无 限 个 无 穷 间断 点 
的 \ 不 收敛 的 无 穷 积 分 ,例如 傅 里 叶 变换 存在 的 所 有 条 件 都 不 满足 .业已 证 明 ,无 限 长 冲 激 序列 
的 概念 非常 有 用 ,并 且 在 数学 上 容易 处 理 。 

为 描述 这 一 概念 ,我 们 引入 hah? 符号 III((z) ,并 记 为 


о анна ш. Не HT 发 音 为 mah ,据说 这 一 字母 来 源 于 希 伯 来 字母 И) ота sasana 


于 埃及 象形 文字 % 4 ,意思 是 尼罗河 沿岸 的 一 种 草本 植物 。 
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lle) = У ёп). 


还 有 很 多 显而易见 的 性 质 如 下 : 
РЕФЕ Ж 
l(ar)= Гат28« 2) 
HIC х) = Шз) 
Ш + п) = ШС), п 为 整数 
Шс 4)= Ular + D 


[mdr=1 
“4 


Ш) = 0, rn 
显然 ,III(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 。 


ШС) 


В 5.4 hah 符号 ШС) 


周期 采样 性 质 是 已 讨论 过 的 冲 激 符号 的 筛选 积分 特性 的 推广 .因此 ,用 ШС) 和 函数 
f(x) 相 乘 便 有 效 地 对 f(x) 以 单位 间隔 进行 了 采样 : 


Ш‹х)/(‹х) = У) fmn) e 


结果 不 包含 两 整数 间 III(z) = 0 所 对 应 的 f(x) 的 信息 ,而 当 z 为 整数 时 РС) 的 值 被 保留 下 
来 ( 见 图 5.5) 。 


fix) HI(z)f(z) 


r = 
图 5.5 Шо) 的 采样 特性 


Сх) 的 采样 特性 使 其 成 为 一 个 很 有 用 的 工具 ,广泛 应 用 于 很 多 学 科 , 如 天 线 阵 的 方向 
图 ,光栅 衍射 图 样 .电视 和 雷达 的 扫描 光栅 、 脉 冲 调制 、 数 据 采 样 、 傅 里 叶 级 数 和 离散 化 间隔 计 
与 基于 乘法 运算 的 采样 特性 同样 重要 的 一 个 性 质 是 复制 特性 , 它 表现 在 用 ШС) 和 函数 


ЖОЖ 冲 激 符号 65 


fCr) 所 进行 的 卷 积 运算 当中 , 即 
MKr) + f(x) = Fin 


如 图 5.6 所 示 , 函 数 f(x) 沿 x 轴 正 负 方 向 以 单位 间隔 重复 出 现 , 永 无 止境 .当然 ,如 果 УС) 的 
底 宽大 于 1, 则 会 发 生 交 得 。 

M 符号 也 适用 于 有 周期 结构 的 情况 .这 种 双重 特性 ( 指 适用 于 周期 和 非 周 期 两 种 情况 ) 绝 
非 偶然 ,这 和 在 极限 情况 下 III 是 它 自身 的 传 里 叶 变换 这 一 事实 是 相关 的 .当然 ,这 一 性 质 比 其 
它 性 质 要 有 用 得 多 。 

这 一 傅 里 叶 变换 下 的 自 互 易 性 质 将 在 后 面 推导 。 

shah 函数 在 z 方向 被 系数 2 压缩 后 的 结果 记 作 III(2z), 冲 激 的 分 布 比 原来 密集 了 一 倍 。 
但 是 从 代数 一 致 性 角度 讲 , 冲 激 强度 被 同样 的 系数 缩小 了 .我们 可 以 借助 由 矩形 函数 序列 定义 
的 冲 激 来 理解 这 一 点 ; 每 一 个 矩形 的 宽度 和 面积 都 缩 为 原来 的 一 半 。 因 此 , 与 3(ar) = 
la | 190) О | a | PU a 二 0) 同 理 ,可 得 


ке ж _ 
Ikar) = TaT 2284: D. 


对 于 同学 们 来 说 ,这 里 可 能 显得 有 点 难以 理解 ,我 们 也 可 以 按 下 面 的 方法 理解 .如 果 III(z) 被 
拉 伸 ,使 得 冲 激 的 间距 由 1 变 为 X, 那 么 II1(x/X) 将 表示 间距 为 X, 但 强度 不 再 是 1 而 是 X 的 
冲 激 。 间 距 为 X 的 单位 冲 激 的 表达 式 为 X III(z/X)。 


Ух) HI(z)* f(z) 
т т 


图 5.6 Ш) 的 复制 特性 


偶 冲 激 对 II(x) 和 奇 冲 激 对 l Co 
图 5.7 画 出 了 常用 的 冲 激 对 符号 ,其 定义 为 : 


24 jlc- 
Ш) = 906269) 906-9), 


= 工 ) 一 上 8(z 一 二 
ЦО?) = -у8(х+-)›—-у8д(х—-). 


冲 激 对 的 重要 性 源 于 它们 与 正 余弦 函数 的 变换 关系 : 


Ir) D cosrs созлтх D ICs) 
Hz) Disinxs sinzz D ilj (59). 


当 偶 冲 激 对 IC) 和 函数 f(z) 相 卷 积 时 ,会 表现 出 复制 特性 .如 图 5. 8 所 示 , 有 
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Iz) hO 


图 5.7 ЯМ ПС) 和 了 (zx) 


1 | 1 
По) * fG) = fe t y) T y fir р) 
f(x) 


——1—— 


ЕНЕ 
т 


H(z)* f(x) 


工 


图 5.8 IMr) 和 函数 /(x) 相 卷 积 
有 时 候 ,IL(z) 由 两 个 单位 冲 激 组 成 会 比较 好 ,但 是 按照 定义 它 被 归 一 化 为 单位 面积 , 即 
[mnar =1, 


这 样 有 很 多 优势 。 
如 果 f(x) 的 有 限 差 分 定义 为 


дуб) = fet - fee — + 


那么 Af (a) = 2HCz) ж у), 
于 是 ,有 限 差 分 算 子 也 可 表示 为 A=2l* 。 
冲 激 符号 的 导数 


冲 激 符号 的 一 阶 导数 的 定义 用 记号 表示 如 下 ; 
wO = iw. 


为 了 形象 地 理解 这 一 概念 ,我 们 借助 静电 场 中 无 穷 小 偶 极 子 的 概念 ,无穷小 偶 极 子 的 思想 大 家 
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都 熟悉 ,用 它 来 理解 物理 概念 既 方 便 又 容易 。 记 号 O) 简化 了 数学 形式 ,但 是 ,困难 仍然 存 
在 ,因为 我 们 不 能 令 一 个 函数 在 原点 左 侧 趋向 于 + oo, 在 原点 右 侧 趋 向 于 一 oo, 而 当 |z|>>0 
时 值 为 0. 为 涵盖 这 些 条件 我 们 希望 将 其 表示 成 5(0) = 0. 

和 介绍 6(x) 的 时 候 一 样 ,我 们 借助 于 脉冲 序列 及 其 导数 (图 5. 9 给 出 了 两 个 例子 ) 来 对 涉 
及 8 (zx) 的 表达 式 作 严格 的 解释 .这 样 , 如 下 的 表达 式 


[ear =o, 
可 以 看 作 是 下 式 的 简化 形式 ， 
iaf [сау 


T'AS) 
т 


图 5.9 ”脉冲 序列 (上 方 ) 及 其 导数 (下 方 ),r 一 0 时 可 用 于 解释 0С) M 2 (r) 


括号 中 的 部 分 是 前 面 讨论 8(x) 的 时 候 介绍 过 的 某 种 形状 的 脉冲 的 导数 。 所 采用 的 脉冲 的 确切 
形式 并 不 重要 (甚至 可 以 用 和 矩形 函数 ) ,不 过 在 后 面 的 工作 中 应 考虑 到 用 可 微 脉冲 形状 可 能 带 


来 某 些 优点 。 
导数 筛选 特性 可 由 下 式 得 出 ， 
z. £= Fafa dr = ра). 
其 它 性 质 如 下 : 


[i adea 
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СЕЕ 


2% 00)= 0 
ё&'(—х)=—8(х) 2002) =— òlr) 
fT (х) = fO (2) = /'(0)8(х) 。 
下 面 的 关系 式 适 用 于 高 阶 导 数 ， 

p #@'C)dr= 0 

ё'(х) ж ба) = f(z) 
[со 2 

XE" бв) = (— 1)"n1z"8(z) 


2" CD x 7(z)= уе (r) 
| Btm(z)J(z)dz= С D" fe (0) 


零 函数 
零 函 数 主要 指 传 里 叶 变换 为 零 , 而 并 非 其 本 身 恒 为 零 的 函数 。 按 照 定义 ,如 果 


[сох = о (其 中 [es 打 ] 为 任意 区 间 )， 
则 f(x) 为 零 函 数 .也 可 以 表示 为 
[| isæ@ld=o0. 


零 函 数 是 在 讨论 一 个 函数 同 其 变换 之 间 的 一 对 一 关系 时 提出 的 。 这 种 对 应 关系 是 由 Lerch 定 
理 定义 的 ,该 定理 指出 ,如 果 两 个 函数 f(z) 和 g(x) 具有 相同 的 变换 形式 , 则 ГС) 一 g(x) 是 
一 个 零 函数 。 

零 函数 的 一 个 例子 是 9 (z)( 见 图 5. 10) 。 它 是 如 下 式 定义 的 一 个 普通 单 值 函 数 ， 


ey = [0 20 
1 == 0, 
可 见 , 它 在 z= 0 处 有 一 个 间断 点 ,这 种 间断 点 在 某 种 程度 上 和 НО) GE X. НО) = > 的 间 


断 点 相似 .按照 通常 的 积分 法 则 ,8"(z) 的 积分 当然 为 0. 然 而 , 它 恰 当地 描述 了 由 一 个 电阻 和 
一 个 电容 组 成 的 串联 电路 , 当 电容 值 逼近 0 时 ,从 电池 组 得 到 的 电流 的 情况 。 
现在 ,我 们 可 以 更 简洁 地 描述 H) 和 图 4.14 所 示 的 阶 路 函数 Нох) 之 间 的 关系 ， 


He) = Но) + oz), 


二 者 之 间 差 一 个 零 函数 。 
和 6Czx) 相同 ,符号 at Cr) 必须 借助 于 脉冲 序列 来 解释 , 当 r+->0 时 ,考虑 序列 
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ШЫ to ҮЕ 
а b c 


图 5.10 ЖХ (2) ,21 (х), DDE 的 序列 (下 ) 
тъпо, 
т 


则 我 们 可 以 理解 下 列表 达 式 的 含义 : 
ata) = Ë => 9 
co т=0 
Гов о 
以 及 
Госса =1. 


RATUNA a) 是 一 个 零 符号 。 
练习 ”我 们 是 否 可 以 将 8'(zx) 视 为 一 个 零 符号 ? 


二 维和 更 高 维 的 一 些 函 数 

作为 SCz) 的 自然 推广 ,我 们 得 到 二 维和 三 维 冲 激 符号 :8(z,y)，6(z,y,z) Ш, 00625) 
描述 的 是 当 有 一 个 单位 强度 的 力 集中 作用 于 原点 时 , (x,y) 平面 上 压力 的 分 布 情况 ;6(z,y， 
z) 描述 的 是 在 原点 (0,0,0) 处 有 一 个 单位 电量 的 电荷 时 空间 的 电荷 密度 情况 .为 得 出 "3(z,y) 
的 性 质 , 我 们 来 考虑 + — 0 时 , 由 单位 体积 函数 如 г П Со) TO RU MEC 十 
六 /可 形成 的 序列 (如 图 5. 11) 。 于 是 ,我 们 有 
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0 “+y 0 
1 “ГУ 
= +y =o 
jul: :6(zyy)dzdy 一 1 


1? 


?6(ar sby) = Габ] 


6Czyy) 


还 有 下 面 这 个 很 有 意思 的 关系 式 ， 
26(z,y) = 0(7)0(y) 。 


SH) 
ее 


28(z,y) 


图 5.11 二 维 冲 激 符号 :3(x,y) 及 其 定义 序列 (由 函数 a,b,c 形成 7 


引入 径 向 坐标 го? = а + y) 后 ,我 们 可 以 用 6(r) RRR y): 


А _ до) 
асу) = 0007, 
在 三 维 情况 下 ， 
0 х++у°+50 
ао nE РА 
co m+y += = 0 
Г.Г осоо = 1, 
以 及 ， a8(zvyvz) = 8(z)8(y)8(z) 一 :8(z,y)6(z)。 
ЖНА = z' 十 六 , 则 
; _ сого 
dayo = 20000, 


ШФ = + у +, 


aC. y 0) = 200), 
2af 


我 们 用 钉 床 符号 :III(z,y) 来 描述 二 维 阵列 ,如 图 5. 12 所 示 , 定 义 如 下 : 


пш» = Ў Ўт, усю. 


图 5.13 给 出 了 一 种 讨论 其 性 质 的 方法 ,该 性 质 表示 为 
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图 5. 12 ЖШС, у) 


?IIICz,y) = IIICz)IIICy) 。 


My) 002) ЭШ) ПОТ) 
y 
x y 
2. 
1 М 
э 


图 5.13 ”乘积 适合 用 于 讨论 :III(z) 的 两 个 函数 


它 还 有 很 多 由 :8(z,y) 和 ШС) 的 积分 性 质 推 广 得 到 的 性 质 ,如 
[ry me yardy = У) онт. 


它 是 双 周 期 的 ， 
rtm, y+n) = ШС, у), mn 为 整数 ， 
还 有 ， 
1°, Z 
I XY] шоу, ү”, 


表示 一 个 在 zx 方向 以 X 为 周期 ,在 у 方向 以 Y 为 周期 的 二 维 单位 冲 激 所 形成 的 双 周 期 阵列 。 
两 个 独立 变量 的 离散 间隔 网 表 ( 二 维 采样 数据 ) ,和 双重 传 里 叶 级 数 的 系数 可 由 下 面 关系 
式 得 到 ， 


Ууу) = У) У) Опт) 00 т, ут). 


与 :III(z,y) 的 卷 积 描述 了 二 维 情况 中 的 复制 ,如 同 由 相同 天 线 组 成 的 二 维 阵 列 一 样 。 和 
一 维 III 的 性 质 相同 ,在 极限 情况 下 :III(z,y) 是 其 自身 的 二 维 传 里 叶 变 换 。 
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允许 对 这 里 引入 的 多 维 空间 的 记号 作 各 种 不 言 自明 的 推广 ,这 样 有 益 于 化 简 . 如 下 所 示 : 
ЗШ, уз) = KOMON) 
Пу) = ПС) ПС) 


tsinc(z,y)= Эду 
тї ry 
ay = IICz)II(y) 。 
另外 两 个 重要 的 二 维 分 布 无 需 引 入 新 的 记号 ,如 图 5.14 所 示 ,一行 尖 峰 用 111(x)6(y) Е 
以 表示 ,光栅 可 用 ШС) 表示 。 这 两 种 分 布 构成 了 一 个 二 维 全 里 叶 变 换 对 ,适合 用 于 讨论 由 衍 
射 光 棚 或 一 行 针 孔 引起 的 光 的 衍射 现象 。 


HIGr)8(y) MC) 


图 5.14 RERE) MEME) 


引入 冲 激 的 导数 后 ,这 些 二 维和 三 维 的 例子 可 以 有 进一步 的 解释 ,其 中 有 很 多 可 解释 为 大 
家 熟悉 的 电荷 的 线 分 布 或 面 分 布 .例如 ,8"(z) 表示 (zy?) 平面 上 电 偶 极 矩 沿 y 轴 的 线 分 布 ,在 
三 维 空间 中 ,8 (x) 则 表示 电 偶 极 矩 在 (y,z) 平面 上 的 面 分 布 。 在 zx 方向 上 具有 单位 矩 的 位 于 
原点 (0,0,0) 处 的 简单 偶 极 子 可 表示 为 一 8 (zx)6(y)8(z)。 四 极 矩 的 分 布 可 类 似 地 用 8°(х) 表 
示 。 在 点 (0,0,0) 处 由 关于 zx 的 负 导 数 构成 的 一 个 简单 的 单位 四 极 表示 为 89"(z)3(y)6(z) „ЖР 
y 的 负 导 数 构成 了 另外 一 种 四 极 . 例 如 ,6"(x)3(y) 表示 (z,y) 平面 上 辐射 图 样 为 四 瓣 或 四 叶 
交叉 形状 的 电磁 辐射 体 . 所 有 这 些 记号 的 表达 式 都 可 以 带 和 麦克 斯 韦 方程 、 波 动 方程 、 泊 松 方 
程 和 其 它 基 本 微分 方程 中 ,不 会 有 什么 不 妥 。 


广义 函数 的 概念 

正如 我 们 已 经 看 到 的 ,使 用 冲 激 符号 3(x) 及 其 组 合 如 ШС) 和 II(z) ,会 带 来 很 多 方便 。 
“符号 ” 一 词 用 来 提醒 大 家 它们 并 非 函数 ,尽管 如 此 ,它们 还 是 很 有 用 的 ,其 用 处 之 一 便 是 为 有 
简单 间断 点 的 函数 提供 导数 .这 种 情况 下 ,我们 通常 认为 导数 不 存在 ,但 是 , 冲 激 符号 允许 简单 
间断 点 的 存在 。 

间断 点 和 冲 激 行为 ,在 物理 上 虽然 不 能 实现 ,我 们 还 是 有 必要 讨论 它们 ,其 重要 意义 在 前 
面 介绍 纯 交流 和 纯 直 流 电 流 (它们 在 物理 上 都 不 能 实现 ,但 是 它们 是 必 不 可 少 的 ) 的 时 候 已 经 
解释 过 。 

纯 交 流 指 的 是 一 种 无 法 产生 的 永恒 的 谐 波 振荡 .在 一 定 精度 下 ,等 待 足 够 长 的 时 间 后 再 进 
行 观察 ,可 以 认为 在 某 眉 时 间 内 为 简 谐 波 ,而 在 这 段 时 间 以 外 为 零 的 振荡 ,引起 的 响应 与 开关 
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闭合 时 刻 无 关 .既然 响应 与 开关 闭合 时 间 和 方式 等 细节 无 关 , 我 们 可 以 认为 它们 发 生 在 无 限 远 
的 过 去 ,这 样 , 便 可 把 观察 到 的 响应 看 作对 纯 交 流 电 的 响应 。 

同样 , 冲 激 也 是 物理 上 无 法 产生 的 .不 过 ,我 们 可 以 使 足够 短暂 的 而 强度 有 限 的 不 同 脉冲 
引起 的 响应 超出 给 定 仪器 (其 时 间 分 辨 率 有 限 ) 的 分 辩 率 ,这 样 便 可 逼近 冲 激 。 

由 于 测量 仪器 的 测量 精度 在 时 间 和 频率 分 辨 率 方面 都 是 有 限 的 ,我 们 把 前 面 一 段 提 到 的 
物理 局 限 性 称 为 有限 分 辨 率 "。 上 述说 明 过 程 中 提 到 的 有 限 分 辩 率 的 特点 是 对 冲 激 符号 的 记 
号 进行 数学 解释 的 关键 :含有 冲 激 符号 的 积分 被 理解 为 用 单位 面积 矩形 脉冲 z П (z/r) ÇM 
冲 激 以 后 的 积分 序列 的 极限 ,即使 矩形 脉冲 的 幅度 无 限 增 长 (r — 0 时 ), 积 分 序列 的 极限 还 是 
存在 的 。 

下 式 


f dDf Ddr = f0) 
的 含义 是 ， 
imf aD dr = /00) , 


对 该 表达 式 的 这 种 解释 中 ,积分 存在 ,并 且 z — 0 时 积分 的 极限 也 存在 。 相 应 的 实际 情形 是 ,用 
给 定 分 辩 率 的 仪器 来 观察 一 系列 越 来 越 窄 的 激励 引起 的 响应 , 随 着 激励 越 来 越 罕 ,无 论 给 定 仪 
器 的 分 辩 素 有 多 高 ,最 终 将 不 能 区 分 它们 的 响应 。 

关于 冲 激 理 论 的 一 个 令 人 满意 的 数学 表达 沿 着 这 些 路 线 不 断 演进 ， 并 且 在 
Lighthill(1958) 和 Firedman(1956) 的 著作 中 有 详细 说 明 。Lighthill 认为 是 Temple 简化 了 其 
数学 表达 ,而 Temple 把 将 序列 引入 表达 中 归功 于 波兰 数学 家 Mikusinski(1948) ,Schwartz 的 
两 部 关于 分 布 理论 的 著作 (1950，1951) 使 为 分 析 盖 述 * 奇 异 ” 或 “理想 ”函数 和 记号 表示 方法 
而 提出 的 很 多 局 部 的 、 特 殊 的 处 理 技巧 成 为 一 个 理论 体系 (Temple,1953) 。 

1948 年 以 前 ,序列 思想 在 物理 界 就 很 流行 了 ,最 早 可 追溯 到 1882 # G. S. Kirchhoff (van 
der Pol, 1937). 

B| A 89 kah PF A H R E A ИСЕ ЖЕ AR ВЗ PF A EJ PE Ái Ж. KERE , X Fh y ik ВО ЗЕ BR IE fE + jk 
冲 的 具体 形状 无 关 紧 要 。 和 矩形 脉 冲 的 优点 是 它 非常 适 于 进行 积分 运算 。 然 而 ,矩形 脉冲 本 身 不 
适用 于 讨论 冲 激 的 导数 ,因此 ,我 们 需要 自身 导数 不 为 冲 激 的 更 为 平滑 的 形式 (或 形状 ) ,在 一 
般 的 理论 分 析 中 ,我 们 需要 讨论 任意 阶 导数 ,这 时 一 个 各 阶 导数 都 存在 的 脉冲 序列 会 更 有 优 
势 .Schwartz 和 Temple 介绍 了 具有 任意 阶 导数 且 在 有 限 区 间 以 外 取 值 为 0 的 脉冲 形状 .本 章 
已 提 到 过 的 一 个 例子 是 : 


0 1zl<r 
0 1zl>r” 


实际 上 ,我 们 并 不 直接 将 这 样 一 个 函数 插入 积分 中 ; 当 必 须 进 行 积 分 时 ,选择 一 个 有 足够 阶 导 
数 的 脉冲 形状 就 可 以 了 ,通常 选用 矩形 脉冲 就 够 了 。 


极 好 性 态 函 数 “广义 函数 " 这 一 术语 可 以 如 下 定义 :首先 ,我 们 考虑 S 类 函数 .S 类 函数 
是 指 在 所 有 点 处 的 各 阶 导数 都 存在 , 且 所 有 阶 导数 当 | > |— oo 时 都 至 少 以 与 | z | -CN 可取 
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任意 大 ) 相同 的 速度 衰减 .我 们 把 S 类 函数 的 成 员 称 为 极 好 性 态 函 数 .我们 发 现 极 好 性 态 函数 
的 导数 和 传 里 叶 变 换 同样 也 是 极 好 性 态 函数 .为 证 明 这 一 叙述 的 第 二 部 分 ,我 们 令 


Fo = [ Fade dr 。 


MERTES ARN RIH ERER tE pt FLY fF fE EI p 次 求 导 运算 ,可 得 


Foro) = Г [C— 2а)? (re dr, 
再 进行 N 次 分 部 积分 ,可 得 


ІЁ?) | = 2 Ë 


А 
Grs)” te i2xz)pF(z)]e | 
рах 
< Sorf I сексол ах 
= о: 


ТО € S. 


正则 序列 。 从 极 好 性 态 函 数 形成 的 序列 中 分 离 出 序列 p,(x) , 它 满足 的 条 件 是 : 它 与 任何 
其 它 的 极 好 性 态 函 数 F(x) 先 相 乘 后 积分 再 求 极限 时 极限 存在 。 如 果 


uÜ” P.G FO)dr 
存在 , 则 称 p.(x) 是 极 好 性 态 函 数 的 正则 序列 。 
一 个 非 正则 的 极 好 性 态 函 数 序列 ( 见 图 5.15) ШЕ: 


те“, 


т^!ехр(-яхї/‹?) expl = 22/70) 


(b) 
85.5 极 好 性 态 函数 序列 
Са) FPEM: (b) 正则 ; (c) 练习 


下 面 是 正则 序列 的 一 个 例子 ， 


本 例 中 , 序列 的 每 个 成 员 都 具有 单位 面积 , 不 过 这 并 不 是 实质 性 的 地 方 , 比如 序列 (1 十 
17е 也 是 正则 的 。 


广义 函数 ”广义 函数 p(x) 将 由 极 好 性 态 函 数 正则 序列 p.) 来 定义 .实际 上 ,广义 函数 
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也 是 正则 序列 ,因为 多 个 正则 序列 可 以 具有 相同 的 极限 ,所 以 ,一 个 广义 函数 最 终 定义 为 与 给 
定 序列 等 效 的 一 类 极 好 性 态 函 数 正则 序列 . 故 符号 p(x) 是 与 普通 函数 区 别 很 大 的 一 种 实体 ， 
它 代表 了 一 类 函数 ,而 其 本 身 并 非 沙 数 .。 因 此 , 当 它 出 现在 普通 函数 常 出 现 的 场合 时 ,必须 声明 
其 含义 ,比如 ,我 们 认为 : 


[ADF war, 
其 中 p(x) 为 一 个 广义 函数 ,F(x) 为 一 个 任意 的 极 好 性 态 函 数 , 它 的 含义 是 : 
limf pF adz ， 


其 中 p) 是 任意 的 定义 p(x) 的 极 好 性 态 函 数 正 则 序列 。 

必须 注意 两 点 .首先 ,在 当前 意义 下 ,序列 r C/o) fü r ' ACz/r) 不 能 定义 广义 函数 , 因 
为 这 些 序列 的 成 员 并 非 在 任意 点 上 任意 阶 可 导 . 其 次 ,检验 函数 F(z) 必须 是 极 好 性 态 函 数 。 

这 些 严 格 的 限制 条 件 ,使 我 们 在 进行 逻辑 推理 时 ,必须 抛 开 常 用 的 简单 序列 和 简单 函数 。 
但 是 ,我 们 不 要 忘 了 当 不 讨论 可 微 性 时 ,仍然 可 借助 矩形 脉冲 ; 当 仅 需要 一 阶 导数 和 二 阶 导数 
WRR T ЖП? 就 足够 了 .用 和 矩形 脉 串 就 可 以 满足 表 近 行为 的 要 求 .另外 ,严格 来 讲 ,满足 
可 微 性 的 序列 r :sinc(z/r) 由 于 衰减 速度 太 慢 ,不 能 归 为 正则 序列 ;但 是 , 当 与 一 个 有 限 区 间 
外 为 0 的 函数 相 乘 时 ,我 们 还 可 以 用 它 。 

作为 极 好 性 态 函 数 的 一 个 简单 而 特殊 的 例子 ,高 斯 型 脉冲 的 优点 ,Lighthill(1958) 已 经 进 
行 过 系统 研究 ,而 且 他 的 推导 思路 也 被 沿用 下 来 。 

序列 expl 222) 定义 了 一 个 广义 函数 ICz) ,对 于 


limf е "2 FCz)dzr = [воа 
上 式 积分 存在 ,于 是 ,我 们 可 以 得 到 一 个 关于 ICz) 的 表达 式 ， 
J IOF d= [` Рот, 


其 中 F(x) 为 任意 的 极 好 性 态 函 数 。 
序列 expl x /) 定义 了 一 个 广义 函数 ， 


limf ee Fear 
存在 , 且 等 于 F(0) ,其 中 F(z) 为 任意 的 极 好 性 态 函 数 。 证 明 过 程 如 下 : 
се пваа FO) | = | 全 re” R FeO) dz 
< max | Fo [тене | a | da 


= max | F'(z) |, 
x 


当 r 一 0 时 ,其 极限 为 0. 由 这 一 序列 及 其 等 效 序列 定义 的 广义 函数 为 63(z) ,我们 可 以 直接 写 为 


16 ЖЯ Калат 


[осока = РО, 
其 中 F(zx) 为 任意 的 极 好 性 态 函 数 。 


广义 函数 的 代数 性 质 ”我们 已 经 介绍 了 处 理 表示 广义 函数 的 符号 的 一 条 法 则 , 即 解释 下 
式 含义 ， 


Í pCz)FCz)dz 。 


当 广 义 函 数 出 现在 其 它 代数 表达 式 中 时 ,我 们 需要 更 多 的 法 则 来 进行 处 理 。 

令 p(z),q(z) 为 两 个 广义 函数 ,它们 分 别 由 正则 序列 p.(x) 和 4:(z) 定义 现在 考虑 序列 
а С) 十 p(X) ,首先 ,我 们 注意 到 它 是 一 个 由 极 好 性 态 函 数 形成 的 序列 ,下面 我 们 看 它 是 不 是 
正则 序列 , 即 判断 


limf” Га.) + peCz)]FCz)dz 


是 否 存在 ,其 中 F(z) € S。 该 积分 可 分 为 两 项 ,由 于 Р.С) fil q, Ст) 都 是 由 正则 序列 定义 的 ,所 
以 每 一 项 的 极限 都 存在 ;这 两 个 极限 之 和 为 Са) + pr) 的 极限 , 则 q, (z) + pCa) 是 正则 序 
列 且 极限 存在 , 故 它 可 定义 一 个 广义 函数 .我 们 如 下 表示 该 广义 函数 ， 

р(х) + (а); 


接 下 来 只 需要 证 明 , 无 论 选择 什么 样 的 定义 序列 p,(x) 和 а, Ст) 都 可 以 得 到 相同 的 结论 :由 于 
两 个 极限 的 和 与 pC) M qC) 的 选择 无 关 , 故 各 定义 序列 qr) 十 pC) 都 可 以 得 出 相同 结 
论 。 


至 此 ,我 们 得 出 了 广义 函数 的 和 的 含义 。 
令 p(x) 为 序列 p.(x) 定义 的 广义 函数 ,由 分 部 积分 公式 


Г ра) F(z)dz =Í PDF (x) dr, 


其 中 F(x) 为 任意 的 极 好 性 态 函数 ,F(x) 也 是 一 个 极 好 性 态 函 数 。 由 于 F (т) 为 极 好 性 态 函 
Ж.Н p.(z) 由 正则 序列 定义 ,可 得 
一 四 | pF" (dx 


存在 ,因此 


lim| ри СЕС) 


r= -o 


存在 ,所 以 ,p'.(x) 是 一 个 极 好 性 态 函数 正则 序列 ,并 且 所 有 的 这 类 序列 都 等 效 。 我 们 用 p'a) 
来 标记 这 样 定义 的 广义 函数 .这 恰好 给 出 了 广义 函数 的 导数 的 概念 .这 里 有 一 个 例子 ,可 以 认 
为 是 关于 广义 函数 p(x) 的 导数 p(x) 的 表达 式 ， 


[f prCz)FCz)dz =Í PCO F Go) dr 。 
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类 似 地 ， 
[WE = ovf PDF” (adz 。 


由 于 按照 定义 无 论 n WEK F” Cr) 均 存 在 ,故我 们 得 出 了 广义 函数 的 n 阶 导数 的 含义 。 


普通 函数 导数 。 广义 函数 的 任意 阶 导数 均 存 在 ,如 果 一 个 普通 函数 也 可 以 认为 是 广义 函 
数 ,那么 ,在 此 基础 上 我 们 便 可 得 出 这 样 的 公式 ， 


нео] = асо. 
如 果 f(x) 是 一 个 普通 函数 ,我们 构造 如 下 一 个 序列 7, Со), 
im 人 f.GyF()dz = | [соксо i 


其 中 F(x) 是 任意 的 极 好 性 态 函数 ,那么 ,该 序列 定义 了 一 个 可 由 同样 的 记号 (x) 表示 的 广义 
函数 .于 是 ,记号 fO) 有 两 种 含义 。 我 们 要 特别 注意 那些 对 于 某 个 N 值 , 当 |x | 一 中 时 性 态 与 
|x 1* 相似 的 f(x)。 
下 式 给 出 了 一 个 合适 的 f.(zx) 序列 ， 
Сетер AD 


BER RAICA О R, Ж ПЕПЕ ЯЦЕК H) 归 为 广义 函数 ,并 且 对 其 导 
数 赋予 一 定 的 含义 .如 下 所 示 ， 


Г H'(z)F(z)dz =- | (rz)F'Cz)dz 


=- [ео 
; 
=| F(z)dz 
= РО), 
而 
{Г 8(х)Е(х)йх = F(0), 
故 


Н'‹х) = 0(z), 


我 们 把 公式 H = 8(z) 解释 为 :广义 函数 8(z) 是 广义 函数 Нох) 的 导数 ,这 里 我 们 用 普通 
函数 H(z) 的 符号 标记 相应 的 广义 函数 。 
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习题 
1. 求 下 式 的 偶 部 
elr +3) +00 +2) – 80 D 十 于 5(z) 十 BCr 一 0 002—2) – 002 — 3). 


2. 为 阐明 3(xy) 的 含义 , 某 学 生 的 解释 是 :“ 当 w = 0 时 ,8(w) 为 无 穷 ; 当 z 一 0 或 ?一 
时 ,zy = 0, 故 6(xy) Ех Яу 轴 上 为 无 穷 .所 以 ,8(xy) = 8(z) 十 8(y)。” 指 出 该 论述 当中 
的 廖 误 之 处 ,并 证 明 


say) = REO), 
G + у} 
3. 证 明 


HQ) = 800° —-), 


并 且 有 аа-а) = 1а aa) + +а)). 


4. 证 明 
|в e eds = 800) 
和 
К awed = 1. 
5. 证 明 
1 b 
dar +5) = да+ 0), ат0. 
lal a 


6. MRS 有 根 为 x, ,证 明 


#00] = У) = 
其 中 (zx,) 存在 且 不 等 于 零 。 


提示 :考虑 д(х°) 和 6(sgnz)。 
7. 证 明 
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r6(sinrz) = Ш(х) 


并 且 
(sinz) = х ШС), 
元 
8. 证 明 
Ш) + Ш > = 2HI(2z) = Har) * 4II(2z 一 >. 
9. 证 明 
工 、，IICzr/8) 
шоо = MOP +6 
并 证 明 
Mao- = ao). 
6 * 7 1 
2 2 


10. 下 面 的 等 式 成 立 吗 ? 
аё(х— у) = у8(х— у). 


11. 证 明 多 边 形 AC) * Ylad(r— m) 过 点 Cnvav)。 
12. 证 明 i 
ё'(—х) =—#'(z) 
аё'(х) =— 802). 
并 证 明 
fz) (z) = fO Ca) — f'(0)8(z), 


提示 :对 f(z)6(z) ЖФ. 
13. 为 证 明 6(zx) = 一 SCz)/z, 某 同学 的 推导 过 程 如 下 :定义 8(z) 的 一 个 合适 的 序列 是 
с/ка? + т) (т = 0 时 形成 序列 ) , 故 定义 3 Сх) 的 一 个 合适 的 序列 是 r/x(z: + r) 的 导数 
d r 260.22 т 
derat ат)" ritr яа)" 
上 式 的 后 半 部 分 是 定义 8(z) 的 序列 ,而 前 半 部 分 在 z — 0 时 的 极限 为 一 2/z, 所 以 ,8 (z) = 
一 28(z)/z 。” 指 出 该 论述 中 的 雇 误 之 处 。 
14. 证 明 


278% (z) 一 (一 1)"m16Cz) 


并 由 此 推出 z*8 (x) = 28(z) 和 280и (х) = 0, 
15. 此 处 ,[z] 定义 为 小 于 z 的 最 大 整数 和 小 于 或 等 于 的 最 大 整数 的 均值 .证 明 


[z]' = Шо) 
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并 证 明 ELH) = MOH = 2800). 
([x] 通常 定义 为 小 于 х 的 最 大 整数 ,不 过 该 定义 不 完全 适用 于 本 题目 ;两 种 定义 的 差异 
在 于 r 为 整数 时 取 值 为 二 ,而 z 为 其 它 值 时 取 值 为 0 ЖЖ.) 


16. 锯齿 函数 Sa(x) 由 Sa (r) = [z] z+ + E X WEB 


Sa'(r) = ШОк) — 1 


并 且 засна] = [IICz) — 1JHep, 
17. 证 明 sgnzz = 1 一 (x)。 
18. Kronecker ô 有 如 下 定义 ， 
„={ iTi 
0 ij 
证 明 它 可 表示 为 关于 i 一 j ВОЗЕ R, B 
a =G- 


19. 我 们 希望 讨论 非 对 称 序列 (АС + FAG o/e) 用 来 表示 冲 激 符号 是 否 合 
适 。 由 筛选 性 质 得 到 如 下 结论 
à, x f = pò, * f+vë_ * f, 
其 中 ,符号 8, 基于 上 面 的 非 对 称 序列 ,5, 基于 序列 r'II[(Cz — +, 而 6 基于 序列 


r TI[Cz 十 去 c/a(r 为 正 值 )。 
20. 证 明 下 面 的 关系 式 
?8(r,y) 一 SCr)/rlrl。 


21. 作 图 表示 MEC? 十 交 ) 计 ]( 各 坐标 轴 应 取 相同 大 小 的 标 度 ) 你 如 何 解释 从 图 上 看 到 的 
等 高 度 等 间距 的 同心 环 状 结构 ? 

22. 函数 f Сх) 是 由 f(x) 翻转 得 到 的 , 即 f,(x) = С z) .证明 由 f(x) 得 到 广 (z) 的 操 
作 可 借助 于 冲 激 符号 表示 为 

/*8 
因此 ， 
(f*à)wó = f. 
23. 在 什么 条 件 下 ,下 式 成 立 : 
(/ж*д)жд = fh (90)? 
24. 60 页 给 出 的 所 有 fe) FIRRA RRE: r> OB), f(0, r) 会 无 限 增长 .证 明 序 


я АСО 0 е AL(z/a 十 巧 是 它们 的 等 效 序列 ,但 是 当 r 一 0 时 ,对 于 所 有 的 
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其 极限 都 存在 且 为 0。 证 明 r — 0 В], /(0,г) 非但 不 趋向 oo, 反而 可 能 趋向 一 o0。 
25. 证明 
fE 00) = fC) —2/”(0)8'(х) + 0000г), 
并 证 明 , 更 一 般 地 
fOe (z) = fO Cr) 一 (0) оо" Per) += 


-( уу" DODI Cr) + 7 (0)8\х). 
部 一 出 
26. 冲 激 和 序列 o 函数 具有 “筛选 特性 ” 
D limf" fOyh(a,)dz = 00), 


车 函数 h(x,r) B| f {ЕҢ т KKR E WO A 8842 T z 的 函数 所 形成 的 序列 , 则 在 此 情 
形 下 我 们 得 出 了 上 述 第 选 特性 。 
(a) 请 给 出 一 个 函数 h(x ,rt) ,使 得 筛选 特性 不 成 立 。 
(b) 为 使 筛选 特性 成 立 ,h(z,r) 应 满足 什么 条 件 ? 
(c) D 请 写 出 满足 (b) 条 件 的 一 个 具体 的 h(x,r) 。 
© 用 你 给 出 的 h(x,r) 作用 于 


—1 220 
х) = 
т 1 z<0。 


对 于 这 个 例子 ,筛选 特性 成 立 吗 ? 
(d) 某 特殊 的 AKCz,r) 具有 这 样 的 性 质 ; 当 zz 给 定时 ,limh(zx,r) 一 0, 对 于 所 有 的 了 都 是 如 


此 .这样 的 函数 h (r, r) 满足 筛选 特性 的 要 求 吗 ? 
(e) 请 给 出 一 个 h(zr,r), 使 L = f(2)。 
(f) 请 给 出 一 个 h(x,r), 使 L = (0)。 


WO 请 给 出 一 个 Arvr ,使 二 一 | fade, 


Q) 请 给 出 -个 ACz)， 使 二 一 31 fO) (n 为 整数 ) 。 


27. 极限 。 输入 电压 Vi(t,r) 通过 一 个 冲 激 响应 为 O 的 线性 时 不 变 系统 以 后 ,得 到 响应 
Vat) ,其 中 


У 0,0) = е0 20) | z (пс. 


判断 下 列 各 式 是 否 成 立 : 
(a) Въуз Сет) = 10); 
(b) limw (2,0) = 0; 


©) limf Vilt Dd = 0; 
Чы 
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со | тту, а,ов =o. 

28. 定义 5(x) 的 序列 构造 一 个 序列 f(r,r) 用 于 定义 8Cz), 它 满足 下 列 条 件 ,由 极 好 性 
态 函 数 形成 并 且 对 于 所 有 的 都 有 limf(z,r) = 0。 

29. 广义 函数 ”考虑 r-0 时 ,函数 ricos(xxz/4r) 生成 的 序列 .对 于 x 的 所 有 的 值 ,函数 
值 无 极限 地 不 停 地 摆动 .这 样 的 序列 在 > = O 处 能 展现 出 冲 激 的 第 选 特性 吗 , 即 下 式 成 立 吗 ? 


А 
Hñ -1 тг = 
limf r os EDF a)dz = FO) 


30. 非 对 称 冲 激 利用 零 函 数 的 导数 (68 页 ) 证 明 习 题 5. 19 引入 的 à, (z) 和 6(z) 不 同 ， 


14, 
zao. 

31. 电压 冲 激 的 能 量 BEVO) = А20 作用 于 电阻 R。 

(a) 通过 电阻 的 电荷 有 多 少 ? 

(b) 电阻 上 消耗 了 多 少 能 量 ? 

32.6 符 号 ”电压 V(1) 在 电阻 R 上 作用 一 段 有 限 的 时 间 , 在 该 段 时 间 内 有 2 焦耳 能 量 通过 
电阻 .如果 令 电压 的 强度 更 强 ,持续 时 间 越 来 越 短 ,直到 短 得 不 能 再 短 , 请 问 用 3 记号 如 何 表示 
该 电压 ? 

33.6 68 mi ”一 维 情况 下 , 冲 激 的 乘积 没有 定义 ,但 是 ,在 二 维 情况 下 ,乘积 很 自然 
地 产生 了 并 且 很 容易 解释 。 考 虑 3(x)8(y) ,每 个 因 式 都 认为 是 关于 两 个 参 变量 的 函数 且 描 述 
的 是 (x,y) 平面 上 单位 高 度 的 竖 直 叶片 .( 单 位 高 度 的 意思 是 单位 线 密度 或 者 每 单位 弧 长 的 单 


位 双重 积分 .) 按照 下 面 的 步 又 计算 | ”| ”6(z)8(>)dzdy。 


(1) 依据 60 页 给 出 的 法 则 ,用 r TI C/o) 代替 902), A т 'ПСу/т) RE O); 

(2) 计算 积分 

(3) 求 r 一 0 时 的 极限 。 

证 明 当 两 叶片 在 角度 为 9 处 相交 时 ,上 面 的 双重 积分 按 系 数 1/sing 增加 。 

За 环形 冲 激 的 自 相关 ”总 强度 为 2xa 的 环形 脉冲 , 记 为 6(r — a) ,在 光学 中 用 于 处 理 环 
形 缝隙 问题 ,当然 也 可 以 用 于 其 它 一 些 领域 .证 明 


80-а) а) = (z) [!- (£)] “1(£). 
画 出 这 个 的 函数 并 解释 它 的 基本 特征 .例如 ,为 什么 自 相 关 函 数 在 > 一 0 与 一 “处 变 成 无 穷 
大 ?为 什么 这 些 奇 异 点 不 相等 ?为 什么 在 r/2a = 2 1 处 的 值 是 2? 研 究 JI(r/21) 一 开 (r/19) 的 
自 相关 函数 , 它 在 + 0 5 r = 20 处 的 值 是 多 少 ?最 小 值 是 多 少 ?此 时 r 取 多 少 ?( 本 题 中 妈 太 代 
表 自 相关 运算 ) 
35.5 符 号 ”作为 8 符号 的 练习 ,计算 下 面 的 积分 。 


ò+ (z) = д\х)— 


f asino («— F Jaz, |7 acoso (F )azs 三 scsinzmI( 于 )ar , 
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зв. 冲 激 的 积分 шж ”3(z)dz 等 于 1 ,那么 你 对 | 8(z)dz = 十 有 异议 吗 ? 


37. 两 个 变量 ”用 解释 包含 5 函数 的 表达 式 的 方法 解释 3(z,y) 的 含义 。 
38. 用 计算 机 检验 分 析 AAP III(z)sgnz 的 伟 里 叶 变 换 是 一 icotxs, 最 里 边 的 脉冲 对 
—8(х +1) +8(х — 1) 的 傅 里 叶 变换 是 一 2isin2xs, 那 么 逐 对 的 变换 可 得 


У) — 2isin2xks 一 一 icotrs。 


= 


为 了 检验 一 个 符号 错误 , 差 一 个 因子 2 的 错误 ,或 者 更 严重 的 错误 ,对 :的 菜 一 个 值 计算 等 式 的 
两 边 ,例如 sinl* 十 sin2* 十 sin3* 十 … 加 起 来 总 和 等 于 去 cot 1- 吗 ?作出 N 项 的 和 对 N 的 图 形 ， 
并 讨论 你 的 发 现 。 


# бя 
基本 定理 


在 研究 傅 里 叶 变换 时 ,少数 几 个 定理 起 了 基础 性 的 作用 .我 们 熟悉 其 中 大 多 数 定理 的 一 种 
或 男 一 种 形式 ,但 在 这 里 ,只 是 把 这 些 定理 作为 传 里 叶 变 换 的 简单 数学 性 质 列 出 .它们 中 大 部 
分 的 推导 都 十 分 简单 ,而 且 通过 引入 矩形 序列 或 其 他 合适 的 脉冲 序列 ,很 容易 验证 它们 也 适用 
于 冲 激 函 数 。 为 便于 说 明 , 在 第 5 章 中 提 到 的 基于 广义 函数 的 代数 证 明 在 本 章 最 后 列 出 。 

本 章 的 重点 在 于 说 明定 理 的 含义 并 熟悉 它们 .因此 ,我们 首先 列 出 常用 的 特殊 变换 对 以 便 
于 用 它们 来 解释 遇 到 的 每 一 个 定理 的 含义 。 


一 些 用 于 说 明 的 变换 
下 面 列 出 6 个 供 参考 的 变换 对 ,它们 是 众所周知 的 ,在 第 7 章 将 会 对 这 些 积分 进行 计算 ， 
这 里 我 们 暂且 认为 下 列 积分 是 可 以 证 明 的 。 


de 
j: 


в [esas es 
[sinere таг по) 和 [посна = since 
Г sineze бт = ЛАС) 和 Г ACs)e%= ds = sinctz 


可 见 ,高 斯 函数 的 变换 还 是 同样 的 高 斯 函数 ,sinc 函数 的 变换 是 单位 矩形 函数 ,sinc 的 变 
换 是 具有 单位 高 度 和 单位 面积 的 三 角 函 数 。 

这 些 公式 的 说 明 见 图 6. 1 中 的 前 三 个 变换 对 .注意 图 中 第 二 行 , 它 说 明 I[(s) 是 sincz 的 变 
换 ,在 这 里 我 们 还 可 以 补充 一 个 图 , 即将 第 二 行 中 左 图 与 右 图 交换 一 下 , 也 就 是 说 sincs 是 
По 的 变换 。 这 是 传 里 叶 变换 互 易 性 的 结果 ,这 个 附加 的 图 看 起 来 会 有 些 多 余 .然而 ,表达 式 


IC = [r sincze wm dx 
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БГ 
= 
sincr Ө) 
sinc2z 


(zl) 


н 
Јар 
сот шо) 
pee 
4 
> РЕ: АН ДЫРЫ ОСЕ 
' 


цб) р 
~ 
EN 
q \ 
: ——— 
` 7 ҮК: 
` ` 
, Й 
` ` 


图 6.1 一 些 供 参考 的 伟 里 叶 变 换 对 


sincs = Г Пе dz 


的 性 质 有 很 大 差别 .第 一 个 式 子 说 明 当 常数 量 s 的 绝对 值 小 于 1/2, 比 如 无 论 是 0. 3 还 是 0. 35 
时 , 某 些 常规 函数 乘积 的 积分 值 恒 等 于 1.。 但 是 , 当 | s| 的 值 大 于 1/2 时 ,情况 发 生 突变 ,积分 结 
果 变 为 0, 而 且 会 持续 下 去 ,无论 s 的 具体 值 是 多 少 , 即 


86 傅 里 叶 变换 及 其 应 用 


Oi 1 lsl<+ 
f sinaz vendr = 

2 жг 1 

0 151 
这 一 相当 奇特 的 现象 对 许多 情形 是 具有 代表 性 的 ,这 里 , 传 里 叶 积分 把 左边 常规 的 、 连 续 的 、 可 
导 的 函数 与 右边 难以 对 付 的 .需要 逐 段 定义 的 突变 函数 联系 了 起 来 .第 二 个 式 子 可 以 重 写 为 : 

Еа andr 
这 里 ,一 个 指数 函数 的 基本 定 积分 等 于 一 个 带 有 参数 ; 的 普通 函数 .这 样 变换 与 反 变换 表达 了 
不 同 的 内 容 。 稍 后 就 会 看 到 ,可 以 将 两 个 单独 的 、 截 然 不 同 的 物理 含意 与 每 一 变换 对 联系 起 来 。 
用 来 阐明 基本 定理 的 三 个 进一步 的 变换 是 前 面 讨 论 过 的 变换 对 的 极限 情况 .使 用 高 斯 函 
数 的 结果 ,做 一 简单 的 变量 代 换 ,我 们 有 了 


[ear = a ew 


当 a 趋 近 于 0 时 , 式 子 右边 代表 一 个 8(s) 的 定义 序列 . 式 子 左边 在 极限 情况 下 是 1 的 传 里 叶 变 
换 。 结 论 是 ， 

1 是 3(s) 在 极限 情况 下 的 傅 里 叶 变换 。 
剩 下 的 两 个 例子 来 自 于 可 以 证 明 的 关系 式 


“te ba 


Гебен = 


据 此 
e“ 是 8(s 一 去 ) 在 极限 情况 下 的 傅 里 叶 变 换 ， 
或 者 ,把 式 子 左边 分 成 实 部 和 虚 部 , 式 子 右边 分 为 奇 部 和 偶 部 ,cosxz 是 在 极限 情况 下 


1 


1 
s+ 2 


1 lyg 
)++9G—) = Шо 
WEEER isinrxz 是 在 极限 情况 下 


ar 1)+18G— 1) =- 
286+ 9) +986) = 0) 


1 
2 
的 一 i 传 里 叶 变 换 ,把 以 上 例子 总 结 如 下 : _ z 
сое" 
sinczD ПС) 
sind rD A(s) 
1 40) 


costaz) D HG) = +9G+ +) + +9G — > 


本 公式 中 使 用 a 的 绝对 值 是 为 了 抵消 当 = 为 负 值 时 由 交换 积分 限 引起 的 符号 反 转 。 
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sinan) ЭИ) = 1406: +) — 0106—19 
HC) D isinzs 
所 有 以 上 为 说 明 起 见 而 选 的 傅 里 叶 变 换 对 都 有 物理 含义 , 稍 后 将 作 详 细 的 解释 .在 选 出 


的 参考 变换 对 中 呈现 出 许多 特性 ,包括 不 连续 性 、 冲 激 特性 有 限 范围 特性 、 非 负 性 和 奇异 性 。 
惟一 展示 复数 特性 或 非 对 称 特性 的 例子 是 : 


e L 2 


和 — ре", 


相似 性 定理 
如 果 fO) 的 傅 里 叶 变 换 是 F(s) , 则 f(ar) 的 传 里 叶 变 岳 是 | a | +FCs/a)。 
推导 : 
[лао amdr = тиле ака (аг) 
二 ЕД 
=al) 
这 个 定理 在 波形 和 频谱 上 的 应 用 是 大 家 所 熟悉 的 , 它 表明 时 间 域 尺度 的 压缩 对 应 于 频率 
域 尺度 的 扩展 。 但 是 , 当 变换 对 中 的 一 个 函数 在 水 平方 向 扩展 时 , 另 一 个 函数 不 但 在 水 平方 向 
上 压缩 ,而 且 会 在 垂直 方向 上 增长 ,以 保持 函数 曲线 下 方 的 面积 不 变 , 如 图 6.2 所 示 。 
周期 函数 和 冲 激 出 现 了 一 种 特殊 情况 .如 图 6. 3 所 示 ,余弦 函数 的 扩展 只 是 导致 构成 其 变 
换 的 冲 激发 生 了 移 位 这 不 是 * 尺 度 简单 的 压缩 ,因为 那样 的 话 必然 会 带 来 冲 激 强度 的 减弱 。 
对 这 个 定理 可 以 进一步 做 如 下 对 称 的 描述 : 
如 果 F(zr) ВНА Ес) а |1 ат) 的 傅 里 叶 变 换 是 БРО ,其 中 心 一 
a з 
因此 , 当 函 数 扩展 或 压缩 时 , 它 在 垂直 方向 上 会 压缩 或 增长 ( 见 图 6. 4) 以 作 补偿 。( 如 此 ， 
函数 平方 的 积分 将 保持 不 变 , 稍 后 将 在 能 量 定理 中 看 到 这 一 点 )。 


加 性 定理 

如 果 fCr) 和 g(X) 的 傅 里 叶 变 换 分 别 为 F(s) 和 G(s), 则 相应 地 f(T) 十 g(x) 的 傅 里 叶 变 
RAFO) 十 G(s)。 

推导 : 


[сло + aye = | уе edz 十 | асое 
= Ро) +60), 


通过 图 6. 5 的 例子 对 上 述 定理 的 说 明 , 反 映 出 傅 里 时 变换 适合 用 于 处 理 线性 问题 * 它 的 一 
个 推论 是 :af(z) 的 傅 里 时 变换 是 aF (s) ,其 中 a 是 常数 。 


s, 传 里 叶 变 换 及 其 应 用 


图 6.2 ”相似 性 定理 所 描述 的 坐标 轴 尺 度 变化 的 效果 ,图 中 阴影 面积 不 变 


图 6.3 ”余弦 的 扩展 及 相应 的 频谱 移 位 


第 6 章 基本 定理 


89 


ЛА Ж 
L 140% 高 度 
EO 


[—хим+ "| 


图 6.4 ”相似 性 定理 的 一 种 对 称 的 形式 
f F 
z АСС 
R G 
к, М1 Bone HE "= урэм 
ы 


Е+С 


图 6.5 加 性 定理 /+g 汪 F+G 
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移 位 定理 


如 果 fr) 的 傅 里 叶 变 换 是 F(s), 则 f(z 一 a) 的 傅 里 叶 变 换 是 eeF(Cs)。 
推导 : 


Í уб ае "йг = Г а Wem онеге аа a) = еее ЕС), 


如 果 一 个 给 定 函数 向 正 向 移动 一 个 量 a, 它 的 傅 里 叶 变 换 的 幅度 不 会 变 , 因 此 可 以 预料 傅 
里 叶 变换 的 变化 将 局 限于 相位 的 变化 .根据 这 个 定理 ,每 一 分 量 在 相位 上 的 延迟 与 的 值 成 正 
比 , 即 频率 越 高 , 相 角 的 变化 越 大 。 这 是 由 于 绝对 位 移 量 a 在 一 个 谐 波 分 量 的 周期 *” 中 占有 很 
大 的 一 部 分 ,而 谐 波 分 量 的 周期 与 它 的 频率 成 正比 因此 ,相位 延迟 是 /5 个 周期 或 2ras M 
度 。 相 位 随 * 线性 变化 的 比例 常数 是 2ra, 偏 移 量 a 越 大 ,相位 随 频 率 的 变化 率 也 越 大 。 

从 特定 的 物理 含义 上 看 ,时 移 定理 是 不 言 而 喻 的 .考虑 一 东平 行 的 单 色光 正常 地 照射 在 一 
个 孔隙 上 ,为 了 把 衍射 光束 移动 一 个 小 的 角度 ,我 们 只 需 改变 光束 同样 的 人 射 角度 就 可 以 了 。 
这 仅仅 是 一 种 线性 地 改变 跨 过 孔隙 的 照射 光 相位 的 简单 方法 ; 另 一 种 方法 是 使 用 薄 棱 镜 , 它 在 
孔隙 的 每 一 点 引入 正比 于 棱镜 厚度 的 延迟 .这些 用 来 改变 光束 传播 方向 的 易于 理解 的 方法 在 
第 13 章 中 用 来 对 移 位 定理 进行 说 明 。 

在 图 6.6 的 例子 中 ,函数 f(z) 的 傅 里 叶 变 换 FO) 是 实 的 。 它 经 过 移 位 后 的 函数 fO 一 
1/4) 的 会 里 叶 变 换 , 可 以 通过 把 F(s) 经 每 单位 * 均 匀 扭 转 x/2 角度 后 得 到 。 该 图 试图 说 明 包含 
FCs) 的 平面 变形 为 螺旋 面 ,通过 分 别 显 示 模 和 相位 的 方法 ,可 以 克服 用 三 维 图 形 中 表示 关于 s 
的 复 函 数 的 实际 困难 ,但 是 三 维 图 形 通 常 更 便于 观察 。 

ан 
Lii 
F(s) 的 模 
实 部 实 部 


fiz) 


F(s) 的 相位 


图 6.6 ә) хава 单位 ,F(s) 相应 地 将 以 90° 每 单位 * 均匀 地 扭转 
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第 二 个 例子 ( 见 图 6.7) S R ЯЕ НИЮ НАТА т 
轴 滑 动 的 中 间 情 况 . 图 中 画 出 了 余弦 函数 移动 时 的 各 种 情况 .在 这 些 例子 中 没有 给 出 螺旋 面 ， 
而 是 用 实 部 和 虚 部 一 起 显示 的 方法 ,结合 以 前 的 惯例 用 虚线 代表 虚 部 来 图 示 .一 个 小 的 移 位 很 
明显 使 实 部 几乎 是 完整 的 ,但 产生 了 奇 的 虚 部 。 随 着 移 位 的 增加 虚 部 不 断 增加 ,直至 移 位 量 增 
至 x/2, 此 时 实 部 已 经 不 存在 了 .然后 实 部 从 负 方 向 开始 重新 出 现 , 当 移 位 量 增 至 x 时 ,两 个 分 
量 的 相位 都 经 历 了 一 个 完全 反 转 的 过 程 。 


б) = coz аз ко) 
FG) 


СЕ) ГТ 
《小 的 移 位 ) 


180" 移 位 


Шот ”余弦 函数 移 位 后 的 结果 


调制 定理 
如 果 f(X) 的 傅 里 时 变换 为 F(s), 则 (ZX)coswr HELTER 


ЕС 0/20 + FFG + o/20). 


推导 : 
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r f(x)coswre dr 


Ш 


— 


T poetra t bf? соста: 


1 
2 


\ 
мј юре юре 


== 


` усе ====ак+ [соет 


ll 


FG 一 /2m) 十 二 FGs 十 o/2m。 


新 的 变换 将 会 被 看 作 是 FCs) MIGH + +8Gs—e/2m) = (x/e)Il(zs/o) 的 卷 积 。 


这 是 卷 积 定理 的 一 个 特殊 情形 ,但 足以 引起 特别 的 重视 ,众所周知 ,在 电视 和 广播 中 ,载波 被 包 
络 信号 调制 . 包 络 信号 的 频谱 被 分 为 两 部 分 ,每 部 分 的 强度 为 原来 的 一 半 。 这 两 个 原 频谱 的 复 
制品 沿 s 轴 分 别 移 位 了 士 w/2r, 如 图 6.8 所 示 。 


卷 积 定理 


F(s) 


f(x) 


тев 包 络 函数 f(z) 与 不 同 频率 的 余弦 函数 相 乘 及 相应 的 频谱 
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如 前 所 述 ,两 个 函数 f ЖП к 的 卷 积 是 另 一 个 用 积分 定义 的 函数 户 : 
ма) = f fooga- udu i 


这 个 式 子 隐 含 了 许多 内 容 。 比 如 说 ,h(z) 是 f(x) WREE: ШЕ h(z,) 是 f(x) 的 值 的 线性 
和 ,其 中 g(x) 是 加 权 系数 。 但 是 它 不 是 一 般 意义 上 的 线性 泛 函 , 它 的 特殊 性 在 于 任何 其 它 的 
hla) 是 用 同样 的 方法 对 f(x) 的 值 进行 线性 加 权 得 来 的 . 另 一 种 表达 卷 积 定理 这 一 特殊 性 质 
的 方法 是 ,f(x) W z 轴 的 移 位 直接 导致 4(x) 进行 同样 的 移 位 ; 即 如 果 АС) 一 f(x) * g(z), 
那么 

Jf(z—a)*g(z) = һ(х—а) 


假设 一 列 火车 慢 慢 经 过 一 座 桥 .z 点 的 负荷 是 /(z) ,zx 点 的 弯曲 量 是 h(x)。 由 于 其 结构 构 
件 的 应 变 正比 于 压力 ,所 以 z, 点 的 形变 就 是 负载 分 布 f(x) 值 的 线性 加 权 登 加 。 但 是 随 着 火车 
的 前 进 ,形变 模式 并 没有 变 , 因 此 不 能 用 卷 积 积分 表示 .在 这 种 情况 下 ,只 能 说 h(x) 是 f(x) 线 
性 泛 函 , 即 


ha) = Г JogCzva)du 。 


线性 性 和 z 移 位 不 变性 相 结合 才 使 得 傅 里 叶 分 析 变 得 十 分 有 用 ,正如 将 在 第 9 章 看 到 的 ， 
它 是 输入 为 简单 的 谐 波 时 ,输出 仍然 是 频率 不 变 的 简单 谐 波 的 条 件 。 

如 果 把 储 里 叶 分 析 的 诸多 众所周知 的 优点 与 卷 积 相 结合 ,可 望 函 数 域 中 的 卷 积 在 变换 域 
中 有 一 个 简单 对 应 关系 .这 个 对 应 关系 用 以 下 定理 描述 ， 

如 果 /\х) 和 g(x) 的 傅 里 叶 变换 分 别 为 F(5S) 和 GCs), 则 f(z) ж g(z) 的 傅 里 叶 变 换 是 
FOGO) ,也 就 是 说 ,两 个 函数 的 卷 积 的 变 撞 等 于 它们 的 变换 的 来 积 。 

推导 : 


[re ear 
=f san аа-аа 
= [разе 
= FOG). 
用 项 上 加 横 线 来 表示 健 里 叶 变换 ,我们 可 给 出 定理 及 逆 定 理 的 简洁 形式 , 即 


若 用 长 横 线 表示 反 变 换 , 等 价 的 描述 是 : 


先前 我 们 给 出 了 
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fem ae g: (交换 律 ) 
J*(g*h) = Сд) (结合 律 ) 
Jx (8 二 Ah) = f*g 十 f*h (分 配 律 ) 。 


进一步 的 公式 还 有 
fxg*h=fgh, 
Ге) = 706 +. 


这 个 强大 的 定理 及 其 逆 定 理 的 重要 作用 在 于 ,对 一 个 函数 进行 的 变换 可 以 看 作 是 两 个 函 
下 面 是 对 上 述 一 些 公式 的 文字 描述 。 

1. 卷 积 的 变换 是 变换 的 乘积 。 

2. 乘积 的 变换 是 变换 的 卷 积 。 

3. 两 个 函数 的 卷 积 是 它们 的 变换 的 乘积 的 变换 。 

4. 两 个 函数 的 乘积 是 它们 的 变换 的 卷 积 的 变换 。 

下 面 是 常用 来 做 检验 的 三 个 有 价值 的 特性 。 

1. 卷 积 下 的 面积 等 于 各 因子 下 的 面积 的 乘积 , 即 


f srode = [f soa] [f eoar], 


因为 


[Плов 一 odu Jaz = ро[е = War Jdu 
= elle š 


2. 重心 坐标 相 加 , 即 
(zy = а) +), 
其 中 
| hadr 


(ry, = 


Г h(x)dz 
3. 车 (x); = 0 或 (7)。 = 0, 二 阶 矩 满足 加 法 ,一 般 地 ， 
(yj, = Gy + (ty, 260) (m), 


其 中 


С т°һ(л)дх 


(zy = 


[као 


第 6 章 基本 定理 95 


由 此 可 得 方差 一 定 满足 可 加 性 .(126 TO 
我 们 已 经 阐明 了 卷 积 定理 ;f(x) * g(x) 的 傅 里 叶 变 换 是 下 (5s)G(s)。 
写成 完整 的 形式 ,就 是 ， 


[ адаб udu = [ FOGO) e” ds 


ЕС) = fr GoOg(z 一 Deeemdudz 


当 我 们 考虑 到 复 共 二 和 变量 的 符号 反 转 时 ,经 常用 到 卷 积 定理 不 少 于 20 种 的 形式 ,这 里 
有 10 个 简写 的 公式 : 
f * gzƏ FG 
f*g(—)D FG( 一 ) 
УС) *gzC”>5 F( 一 )G( 一 ) 
уяв DFG 
f*g DFG) 
f(—) ж в" 02 FG 
УС) *g*Ə ЕСС" (一 ) 
ГС жд СРЕ G° 
ГС жд D F'G) 
РЕ ОЕ СЭС" (一 ) 
自 卷 积 公式 是 
f*fƏF 
f ж foD F 
fof ОЕ} 
г * FoF 
对 自 相关 ,我 们 有 
УЖО FF (一 ) 
fC*fCƏ ЕЕС) 
y" Ces СЮЕ Е" С) 
ГГ ОЕ Е (一 ) 


瑞 利 定理 
一 个 函数 楼 的 平方 的 积分 等 于 它 的 频谱 楼 的 平方 的 积分 . 即 
{блога [| IFO las, 


推导 : 
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Í SF de= | FDF (Dermdr =o 
= F(s) *F* (— s”) 了 一 0 
= [вовсе =0 


= j ЕСЕ" (sds 。 


这 个 定理 对 应 于 傅 里 叶 级 数 中 的 帕 塞 伐 尔 定理 ,是 瑞 利 (1889) 在 他 的 关于 黑体 辐射 的 论 
文中 首先 使 用 的 .这 里 ,和 其 它 许多 关系 式 一 样 , 每 一 个 积分 代表 一 个 系统 的 能 量 。 一 个 积分 覆 
盖 坐 标 轴 上 所 有 的 区 域 , 另 一 个 则 涵盖 所 有 的 频谱 分 量 ( 见 图 6.9) 。 


fr) F(s) 
=” “т 


ЕЛЫ ЇЕ(з)12 


图 6.9 瑞 利 定理 :阴影 部 分 的 面积 相等 


这 个 定理 在 数学 领域 有 时 称 为 Plancherel 定理 ( 见 Titchmarsh，1924),M，Plancherel 在 
1910 年 确立 了 定理 成 立 的 条 件 。 如 果 两 个 积分 都 存在 ,那么 定理 即 成 立 。 距 现在 更 近 一 些 ， 
Carleman( 见 第 2 章 参考 书目 ) 证 明了 只 要 其 中 一 个 积分 存在 ,定理 即 成 立 。 瑞 利 在 他 的 推导 中 
简单 地 假设 两 个 积分 存在 。 


功率 定理 
ë flag" (adz = [а ЕСС” (s)dzr 。 


推导 :其 证 明 与 瑞 利 定理 的 证 明 相似 ,只 是 将 其 中 的 /” 换 成 g' ,F” 换 成 G` 下面 的 形 
式 说 明 简 记 法 是 十 分 有 用 的 。 


реве =F = = |. вно со | = fFe ds. 


在 许多 物理 解释 中 ,这 个 等 式 的 每 一 边 都 代表 能 量 或 功率 ( 见 图 6. 10), 是 计算 能 量 或 功 
率 的 两 种 方法 。 在 第 一 种 方法 中 ,瞬时 或 局 部 的 能 量 或 功率 用 一 对 正则 共 生 变 量 的 乘积 (电场 
和 磁场 ,电压 和 电流 , 力 和 速度 ) 在 时 间或 空间 域 上 积分 来 计算 .在 第 二 种 方法 中 ,时 间或 空间 
的 频谱 分 量 相 乘 并 在 整个 频谱 域 上 积分 。 

正如 所 举 的 第 三 个 例子 , SMe 通常 是 实数 量 .那么 ,F 和 G 可 以 是 复数 ,并 且 
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FG* = (ReF + ilmF)(ReG — ilmG) 


= (ReF)(ReG) + (ImF)(ImG) 十 奇数 项 。 


f 


图 6.10 ”功率 定理 :阴影 部 分 的 面积 相等 ,本 例 中 了 和 & 是 实 的 偶 函 数 


研究 表明 ,最 后 一 项 是 奇 的 ,这 是 因为 下 和 G 是 hermitian 的 ;也 就 是 说 ,他 们 的 实 部 是 偶 的 , 虚 
部 是 奇 的 , 奇 项 的 无 穷 积 分 等 于 零 . 因 此 ,对 实 函数 三 和 &: 


Гле [ва 
如 图 6. 11 所 示 。 


[секер кеб + mP њо) 4, 


“一 (ReF)(ReG) 


g 


图 6.11 功率 定理 ;:f f z 是 实 的 ,F 和 G 是 复 的 , 左 图 中 阴影 的 面积 等 于 右 图 所 有 阴影 面积 之 和 


ЖУ Га 是 实 函数 ,证 明 功 率 定理 也 可 以 表示 为 : 


[reyes paz = E F(s)G(s)ds 


WASO Sga) ,我 们 得 到 瑞 利 定理 , 它 适用 于 物理 系统 ,其 中 f/g 和 F/G 是 常量 (一 
般 地 可 解释 为 阻抗 ) ,能量 或 功率 可 表示 为 对 其 中 一 个 变量 的 平方 .这 个 定理 本 身 并 没有 一 个 
与 众 不 同 的 名 字 , 有 些 作者 称 它 为 Parseval 定理 , 即 在 传 里 叶 理 论 中 公认 的 名 称 (第 10 Ж). 


自 相关 定理 


Ж. fr) 的 傅 里 叶 变 换 是 F(s) ,那么 它 的 自 相关 函数 | r (u) f(u + r)du 65 48 # =} £: 
& | F(s) |’. 
推导 : 


f | F6) [екз = Г ЕСЕ" (в)е ds 
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= сю я (= 
= [rao fa Dau 


= |А аи + z)du 


作为 卷 积 定理 的 特例 , 自 相关 定理 在 通信 中 常见 的 形式 是 ,信号 的 自 相关 函数 是 它 的 功 
率 谱 ? 的 伟 里 叶 变 换 ,如 图 6. 12 所 示 。 和 自 卷 积 定理 相 比 ,这 个 定理 有 一 个 独特 的 特性 ,F(s) 
的 相位 信息 在 | FO | 中 完全 丢失 了 .相应 地 , 自 相 关 函 数 也 不 包含 f(z) 的 健 里 叶 变 换 分 量 
的 相位 信息 ,正如 第 34 页 所 述 , 即 使 相位 变 了 , 自 相关 函数 也 不 变 。 


图 6.12 自 相关 定理 :对 函数 进行 自 相关 相当 于 对 它 的 传 里 叶 变换 的 模 进 行 平方 


练习 证 明 归 一 化 的 自 相 关 函 数 y(z), 即 y(0) = 1( 参 考 第 31 页), 它 的 傅 里 叶 变 换 是 归 
一 化 的 功率 谱 函 数 | Ф) |* ,其 无 穷 积分 为 1。 定 义 为 ， 


leo = EOE 


[lr las 


还 要 补充 说 明 的 是 我 们 在 第 3 章 用 自 相 关 函 数 序列 yx (z) 定义 的 C(z) 函数 ,yx (z) 序列 
是 当 X — co 时 ,由 函数 ГО) ПСИХ) 生成 的 .如 果 yx(z) 趋 近 于 一 个 极限 ,这 个 极限 就 称 为 
Cdz)。 与 归 一 化 自 相关 函数 序列 相对 应 ,yx Ст) 是 具有 归 一 化 功率 谱 | Фу Со) | 的 序列 。 如 果 当 
段 长 度 X 增 加 时 ,yx(z) 趋 于 一 极限 ,那么 归 一 化 功率 谱 趋 近 于 极限 形式 | DoC) |° 。 在 此 情况 
下 自 相 关 定理 取 如 下 形式 : 


CG) Эі Ф.х) l, 


正如 我 们 前 面 通常 所 说 的 , 自 相关 函数 是 功率 谱 的 傅 里 叶 变换 ,使 定义 符合 了 这 种 情况 的 需 
要 。 

显然 存在 下 面 的 情况 ,yx(z) 的 傅 里 叶 变换 序列 并 非 对 所 有 s 都 存在 极限 ,但 具有 可 以 用 
冲 激 符号 8(s) 描述 的 性 质 。 所 以 需要 接受 C(z) 的 傅 里 叶 变换 是 广义 函数 的 情况 .比如 ,单一 频 


”对 随时 间 的 推移 不 趋 于 零 的 信号 ,相应 的 定理 有 时 称 为 维 纳 定理 (1949)。 
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率 和 有 限 功率 信号 具有 的 理想 线 谱 的 情况 .我 们 知道 ,如 果 f(x) = cosaz , 则 C(z) = cosar C(x) 
的 传 里 叶 变换 就 是 一 个 广义 函数 二 5Cs 十 a/2x) + 到 8G 一 o/2m) ,如 果 有 必要 ,我 们 可 以 写 出 用 


来 定义 它 的 yx(z) 的 变换 序列 .然而 ,有 趣 的 是 ,作为 广义 函数 的 功率 谱 不 能 从 自 相关 定理 推 
出 ,因为 我 们 不 能 解释 L6(z)] 是 什么 。 


练习 ”尝试 把 自 相关 定理 用 于 f(x) = cosaz ,给 出 [8(zx)J 的 一 个 解释 ,并 用 一 些 简单 的 
例子 检验 ,比如 f(x) = 1. 


练习 ”说 明 用 序列 yx(z) 表示 C(x) 不 需要 涉及 5(z)。 


练习 我们 希望 讨论 功率 谱 的 理想 情况 , 即 在 频 域 上 既是 平坦 的 又 扩展 到 无 穷 远 处 。 确 
定 C(x) 和 它 的 变换 ,证明 非 归 一 化 自 相关 函数 自身 需要 满足 这 个 要 求 , 构 造 出 一 个 好 的 自 相 
关 定理 的 形式 ,使 得 功率 谱 能 被 归 一 化 ,以 使 其 在 原点 等 于 1. 当 f(x) = совал 时 ,这 种 形式 的 
定理 如 何 解释 ? 


微分 定理 
如 果 /(X) 的 傅 里 叶 变 换 是 下 (5) ,那么 /'(x) 的 傅 里 叶 变 换 是 i2xsF (s), 
9. 


ш tdr = Í” ym LEAT) fz) -au 
Глоса | lim ДЕА Лан 


= limf feta, "ае Па De ear 
een (a) — FO) 
Ат 


= lim 
= i2xsF (s), 
由 于 对 函数 的 微分 等 价 于 对 它 的 傅 里 叶 变换 乘 以 i2xs, 我 们 可 以 说 微分 加 强 了 高 频 分 量 ， 
衰减 了 低频 分 量 , 抑 制 了 直流 分 量 . 如 图 6. 13 和 图 6.14 给 出 的 例子 。 


与 i2xs 相 乘 经 常会 使 | i2xsF(s) | 的 积分 发 散 .相应 地 ,微分 广 (z) 会 有 无 限 多 个 间断 点 。 
可 用 冲 激 符号 和 它 的 微分 来 处 理 。 


卷 积 的 微分 
微分 定理 与 卷 积 定理 共同 作用 的 情况 下 ,如 果 
h=f*g, 
那么 Ë= Peg, 
或 者 W = fx. 
推导 : 


уо) x g(x) JD i2zs[FGs)GCGs)] 


f(x) ж glx) D [i2xsF(s)]G(s) 
fe) xg (x) D F(s)[i2x<G(s)] 


传 里 叶 变 换 及 其 应 用 


expl -xz 5 
= коа 
: : 


ixsxexp( — яз?) 


100 


图 6. 13 ”对 函数 的 微分 对 应 于 它 的 传 里 叶 变 换 乘 以 一 i2xs 


函数 ° 
Ë sinms 
= = 22 二 же ыны: 
77 
/ 
, 
微分 
жол 
xs 
(7 Risings 
Ú. 
1 A,A 
f \ 
г \ 
£ 
二 阶 微分 i А 
' \ 
\ $ 
— HF” 
` 1 
\ ' 
\ 1 
` ' 
\ ' 
\ 1 
\ 1 
v 
` 


图 6.14 ”微分 定理 的 连续 应 用 


这 些 结论 可 以 用 如 下 的 另 一 种 形式 表述 为 : 
卷 积 的 微分 是 其 中 任 一 个 函 教 与 另 一 个 函数 的 微分 相 卷 积 。 
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这 样 ， 
Srg = f x=g= ув, 
f*g = «Гав 
进一步 有 
= «Гава 


练习 。 用 分 部 积分 证 明 公 式 *g= frg. 
根据 冲 激 符号 的 微分 ,我 们 有 
һ = дж*һ, 
因此 


= rh= +fxg= (Px f)wg= f'wg= fx (@ wg) = fx g 
fxg=à*fxg=(@*H)*fxg= (0 */)*(H*g), 


这 里 引用 的 公式 可 应 用 于 特殊 卷 积 积分 的 解析 或 数值 计算 ,但 主要 的 是 其 理论 价值 ( 比 
如 ,根据 冲 激 响应 和 阶 路 响应 来 推导 滤波 器 响应 公式 和 它 的 不 确定 关系 )。 

6 标记 法 和 卷 积 的 其 它 性 质 及 结合 律 的 结合 带 来 的 代数 上 的 便利 ,使 得 我 们 可 以 快速 得 
到 所 要 研究 问题 的 关系 式 。 出 现 了 许多 有 趣 的 可 能 性 ,比如 考察 下 式 


079 D азб 
我 们 将 式 子 右边 分 解 因 式 可 得 
Фук) = ЧЧ» TE D or)tFi2ns)tG. 
Ят ts 


广义 函数 的 变换 
设 p(z) 为 第 5 章 中 用 序列 p.Cz) 定义 的 广义 函数 ,p.(z) 定义 序列 的 侍 里 叶 变 换 为 
P.(s) ,其 中 


P. = | pode. 


或 许 这 个 新 序列 P.C) 定义 了 一 个 广义 函数 。 我 们 知道 序列 中 的 每 一 项 都 是 极 好 性 态 函数 ;我 们 
通过 一 个 传 里 叶 变换 是 FO) 的 一 任意 极 好 性 态 函 数 F(z) 来 检测 序列 的 正则 性 .由 能 量 定理 得 


Г P.(YF(s)ds = [вове х)йх 
从 而 有 


па РСР) = limf СЕС 0де 
шш) їшї]. 
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我 们 知道 后 者 的 极限 存在 .因此 P.(s) 定义 了 一 个 广义 函数 ,我 们 用 符号 P(s) 来 表示 , 它 的 意 
思 是 “广义 函数 p(x) 的 傅 里 叶 变 换 ”。 
关于 p) 与 P) 可 以 如 下 表达 : 


[f РРО = f PCO FC z)ds 


其 中 F(x) 是 任意 的 极 好 性 态 函数 ,F(s) 是 它 的 傅 里 叶 变换 。 

设 $(zx) 是 一 函数 ,比如 一 个 多 项 式 函数 , 它 在 任意 点 存在 任意 阶 导数 ,但 当 | r | 一 со, 
Фо) 不 像 极 好 性 态 函数 那么 严格 有 界 .我 们 允许 $(x) 与 1x 1* 趋 于 无 穷 大 ,其 中 NN 有 界 . 不 包 
括 诸如 expx 和 logz 这 样 的 函数 .那么 ,g(z) 与 任意 极 好 性 态 函 数 的 乘积 当 | x | 一 со 时 最 终 
由 后 者 的 作用 所 压制 ,因为 极 好 性 态 函数 比 | x | 更 快 地 趋 近 于 0。 更 进一步 ,因为 乘积 项 在 
任意 点 有 任意 阶 导数 ,所 以 乘积 项 本 身 就 是 极 好 性 态 的 。 

考虑 一 个 序列 &z)p,(z), 它 是 极 好 性 态 的 ,而 且 


im 全 [gz)psCz)]FCz)dz = limf” раа ЕС) Jde 


是 存在 的 ,因为 pr) 是 正则 序列 ,并 且 [gr)F(z)] 是 极 好 性 态 的 。 我 们 把 如 此 定义 的 广义 函 
数 记 作 $r) plr). 

实际 上 ,就 像 脉冲 序列 r TIC) 那样 , 当 它 在 无 穷 远 处 的 情况 无 关 紧 要 时 ,我 们 使 用 这 
个 含有 足够 阶 导数 并 且 包 括 指数 性 增长 函数 的 $Cr) 作为 标记 。 

我 们 没有 对 两 个 广义 函数 的 乘积 进行 介绍 ,两 个 定义 序列 的 积 不 一 定 是 一 个 正则 序列 ,从 
而 它们 通常 不 能 定义 一 个 广义 函数 。 


定理 的 证 明 

在 前 几 节 已 被 证 明 很 有 用 的 许多 傅 里 叶 理论 中 的 定理 ,也 适用 于 带 有 冲 激 符号 5(z)， 
shah 符号 III(z) ,复制 符号 ПС) 以 及 其 它 熟知 的 非 函数 符号 的 情况 。 前 面 有 关 这 些 定理 的 证 
明 并 不 严格 ,并且 定理 适用 性 的 前 提 条 件 在 实际 中 是 观察 不 到 的 (实际 上 在 现实 生活 中 是 不 存 
在 的 )。 上 文通 过 引入 极限 条 件 下 的 变换 和 冲 激 符号 在 极限 下 的 特殊 表述 来 处 理 这 种 情况 。 

在 为 广义 函数 建立 了 代数 系统 以 后 ,我们 就 能 给 出 各 种 定理 的 系统 证 明 ,而 不 受 一 些 苛刻 
条 件 的 限制 ; 当 我 们 的 注意 力 局 限于 那些 满足 规则 变换 存在 条 件 的 函数 时 ,会 过 到 这 些 条 件 。 
因为 广义 函数 有 任意 阶 导数 ,所 以 函数 不 存在 导数 的 困难 也 就 不 存在 了 .甚至 有 些 更 无 法 接受 
的 困难 问题 ,比如 纯 直流 的 频谱 不 存在 (在 频 域 是 个 冲 激 ) ,也 就 迎刃而解 了 。 上 面 给 出 的 这 些 
简洁 的 推导 对 学 习 这 些 定理 来 说 很 有 用 ,但 是 对 Lighthill(1958) 提出 的 严格 证 明 来 说 是 不 够 
的 .为 了 说 明正 式 的 证 明 , 下 面 给 出 了 使 用 序列 p.(x) 定义 的 广义 函数 证 明 的 一 些 例子 。 


相似 性 定理 和 移 位 定理 ”我 们 同时 证 明 这 两 个 定理 。 设 p(x) 为 一 个 广义 函数 ,其 傅 里 叶 
变换 为 P(s) 那么 


£ 
lal 


plar +b) D 


енер), 
а 


证 明 : 因 为 
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im prlar +b)F(z)dr = 1 lim| р, СЕС baz 
e0) е ЗЕЕ а 


存在 ,pl(ar + b) 是 有 意义 的 。 现 在 ,通过 变量 代 换 有 


plax +b) D 


гі ер (2) 
al a 


因此 可 以 得 到 这 两 个 定理 。 
微分 定理 p',(z) 的 傅 里 叶 变换 是 i2xsP.(s) ,因此 р Сх) 的 傅 里 叶 变换 是 i2xsP СУ). 
功率 定理 。 因为 两 个 广义 函数 的 乘积 没有 意义 ,所 能 证 明 的 最 好 的 定理 是 : 


[POFO = pWF par, 
其 中 F(x) ЖЕЕ БЕ, р(х) 是 广义 函数 。 定 理 可 以 由 以 下 事实 得 到 ， 


limf" Р, ЕС): = limf” | Feoopee dzds 


= lim| pF Ddr 
以 上 所 有 定理 很 容易 推广 到 二 维 的 情况 .在 一 维 中 不 存在 的 旋转 和 剪 切 与 一 些 新 的 基本 


定理 相 联系 。 循 环 对 称 引信 了 重要 的 特殊 情形 .在 图 形 学 中 ,把 仿 射 定理 应 用 在 形 如 Саг + by 
+c, ах +ey + f) 的 函数 中 有 着 丰富 的 含义 (Bracewell 等 ，1993，Bracewell 1994) 。 


定理 的 总 结 
我 们 把 前 面 已 经 介绍 过 的 定理 列 于 表 6. 1 以 供 参 考 。 


вл 人鱼 里 叶 变 换 定理 


定理 fO) ЕС) 

相似 性 far) т178() 

加 性 fe) + к\а) FG) +60) 

移 位 f(z—a) Emp) 

调制 f(D cosar +FG—/2m + +FG + e/20) 
卷 积 J < gG) FOGO) 

自 相 关 IDF OD ЖО 

微分 定理 fu) i2xsF (s) 

卷 积 的 微分 EUO н в) = feo x gG = fa x ZG 


瑞 利 定理 Г. 1 fœ ldz = | IF as 


功率 定理 [лов сог FOG ds 


сакаа | совае = | 006090 
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习题 
1. 用 给 出 的 变换 对 作 参 考 ,应 用 适当 的 定理 进一步 地 推出 下 列 变换 对 。 设 A 和 o 为 正 数 。 
sinz — ду (žy D кАк) 
т x 
sinAx s sinAr 2 z 
ar ЭАЩ(А) Ах) S AA(2) 
e Drie? alar) 2 1 
Га | 
е^ (5) ен 9+0 D qe 
en tat ее 28G 一 去 ) 2 用 加 性 定理 证 
明 下 面 的 变换 对 ,并 作 图 。 


1 +cosrzD 805) + ICs) 
1+ sinzz25à(s) + ilj (s) 


siner + + sine 去 z П) + AG9 


Ает + Ate D e= + c 


Acostxz + 4cos Laz — 3D 86s — btas tio +00) + kas- D + +8G + D. 


3. 利用 移 位 定理 推导 下 列 变换 对 。 
Pes Э—е=По) 
к(х—-) 


i 
х2 * П) 
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A(r—1)2Ə e” sincs 


MaL) esines 


TI a)sgnzD— isin +=ssinc +s 


1 
I ub a | esincas 。 
a 
4. 利用 卷 积 定理 求 出 下 列 函 数 的 传 里 叶 变换 并 作 图 。 


Sincrsinc2z, (sinczrcosl0z)°, 


5. 设 fC) 为 周期 函数 ,周期 为 a, 即 对 所 有 的 z, 有 fata) = f(x)。 由 时 移 定理 得 f(x 
+a) 的 傅 里 叶 变 换 等 于 exp(i2xas)F(s), 也 一 定 等 于 F(s)。 关 于 一 个 周期 函数 的 变换 能 得 到 
什么 结论 ? 

6. Н/С) sinar E o 较 大 和 较 小 时 的 变换 ,并 作 图 解释 对 于 较 小 的 w,7(z)sinwrz 的 变 
换 为 何 正比 于 f(x) 的 变换 的 导数 。 

7. 为 exp(— z) H(z)cosor 的 变换 作 图 , 它 是 s 的 偶 函 数 吗 ? 

8. 证 明 II (x/X)cos2xfx 所 描述 的 脉冲 信号 的 频谱 为 


BX(sinc XG + 27+ sins XG — P] 
9. 证 明 已 调制 脉 串 本 (xz/X)(1 十 Mcos2xFx)cos2xfr 的 频谱 是 


L Х\зїє[Х + 2+ sincL XG — DJ) + МХ (зше Хо + f + РЈ 
+ sinc[X(s + f — F)] + sinc[X(s — f + F)] + sinc[X(s — f — F)]) , 


画 出 频谱 图 ,适当 放大 刻度 以 表示 在 一 个 脉冲 中 含有 100 个 调制 信号 周期 和 100 000 个 载波 周 
期 ,调制 系数 M 是 0. 6 用 相互 间 的 尺寸 比较 说 明 因子 100,100 000,0. 6 是 如 何 体现 在 频谱 的 
形状 中 的 。 

10. 函数 f(x) 定义 为 


0 1zl>2 
人 -| 1<lzl<2， 
1 1=1<1 
证 明 : 
fe) = 2069) 一 A(z) = Абр) * [90 + 1) +000) +8(х—1)] 
从 而 有 : 


F(s) = 4sinc’ 2s — зїпсїз = ѕіпс?5(1 + 2cos2xs) 。 


11. ЕВ. f * g * h D ЕСН,Ф Н DF. 
12. 符号 77" 是 指 f(zx) 和 自己 卷 积 n 一 1 次 ,其 中 一 3,3,4…, 设 想 分 数 阶 自 卷 积 的 观 
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点 。 证 明 卷 积 的 这 种 推广 是 很 容易 的 ,比如 f(x) УА 261 次 卷 积 的 合理 表达 式 是 ， 


га fe [fesad] as 


13. 证 明 ， 
(f*g)(h*j)2 (FG) * (HJ) 
以 及 (f+g)*(h+j) DFH + ЕЈ +GH +GJ. 
14. 利用 卷 积 定理 求 出 下 列表 达 式 : et ret, 
15. 证 明 ， 
r У" сш” (х— udu D Е* C 096" 5). 
16. WE: 


[fre -nedudr = F 96° 9 , 
17. 用 瑞 利 定理 证 明 ; 
[зп =1 
人 snezdr 一 [Кн u £ 


Голов = = 


[a eE = 
= (1+)! 2 


18. 完成 下 列 参考 图 表 , 包 括 函数 的 略图 。 


函数 э за | По 


自 相关 /*/ D ЖШ | Fs) |? 


АС) убх) 


sinc х П «х)соз 2zfzr 


19. 指出 下 列 推理 的 错误 之 处 :因为 f(z)dz 的 微分 是 7(z), 所 以 Sdr ma 
叶 变 换 是 下 (5)/i2xs; 而 且 因 此 由 微分 定理 得 出 如 下 事实 ,f(x) WERE FO. 
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20. 给 出 关于 函数 不 定 积分 传 里 叶 变 换 的 积分 定理 。 

21. 利用 微分 定理 求 ze ” 的 传 里 叶 变换 。 

22. ФЕВ. 2752 П (2) D isinc’s. 

23. 下 列 简短 的 推导 似乎 证 明了 函数 微分 后 围 成 的 面积 为 0, 即 


Г Гобс = F|, = i2xsF( | = 0, 


如 果 正 确 ,请 给 予 证 明 ; 反 之 ,请 指出 错误 之 处 。 
24. 证 明 : 
EPEE 
Гах -b D p ED. 


25. 利用 能 量 定理 证 明 ， 


Г mcos2xardr = е“, 


26. 利用 能 量 定理 证 明 : 


` 1 
| sinc rcosxzdr = — + 


2 


27. 证 明 : 函 数 的 傅 里 叶 变 换 为 | sincs | 时 , 它 的 自 相关 函数 是 三 角 函 数 。 
28. 通常 , 自 相关 函数 要 比 原来 的 函数 扩展 很 多 .但 是 证 明 : 


1.2122). 
яг" яг 


同时 证 明 (xz)-: 具有 平坦 的 能 谱 , 并 由 此 推导 和 考察 自 相关 函数 是 冲 激 的 其 他 函数 。 
29. F(s) 的 麦克 劳 林 级 数 是 : 


РОО) +F’) + FO) Ee 
考虑 F(s) = exp( 一 xs*) 的 情况 , 它 的 级 数 收敛 ,并 收敛 于 FO) .因此 ,在 这 种 特殊 情况 下 ， 
F(s) = Уат" š 


如 果 F(s) 是 F(z) 的 传 里 叶 变换 , 则 通过 变换 上 述 等 式 得 ， 
шэ = гс] fade- D|” fdz Hef лао 
对 此 结果 你 怎样 解释 ? 
30， 伟 里 时 变换 对 。 推导 下 列传 里 时 变换 对 ; 


КОЛ a 
D er — eiei 
b) cos(xz2) D 2 十 [cos(xs:) 十 sin(xs)] 


с) sintra?) D 2-1 [coslas ) — sin(x#)J 


108 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


d) ew O agr? D (a HEV texp(— =) (sean(£)- ez) 


e) ep D (a + iD) Те“ т» 
31. 频率 分 析 — 太平洋 底 有 一 座 火山 ,在 一 个 有 人 居住 的 岛屿 附近 爆发 ,并 引起 海面 时 
升 时 降 ,最 大 高 度 约 10 米 . 站 在 岸 边 的 一 位 船长 使 用 六 分 仪 来 测量 水 距 悬 崖 顶端 的 距离 ,并 将 
海面 高 度 记录 下 来 ,后 来 研究 表明 高 度 h(t) 可 近似 用 下 式 表示 : 
A) = 1lsin(45° — 72%)ехр(— 2/5) 


其 中 的 单位 是 米 ,t 的 单位 是 分 钟 。 火 山 时 常 爆发 ,常常 造成 码头 和 船舶 的 损失 .但 这 是 第 一 
次 可 以 得 到 水 面 高 度 的 波形 , 它 将 为 重新 设计 港口 打下 基础 。 

a) 要 特别 注意 数值 的 正确 性 ,但 不 一 定 计算 所 有 的 值 , 求 出 h(t) 的 传 里 叶 变 换 AP 。 

b) h(t) 达到 最 大 值 的 频率 (每 分 钟 的 周期 数 ) 是 多 少 ? 

32. 线性 调频 信号 (Chirp) ”线性 调频 信号 是 扫 频 信号 ,蝙蝠 和 人 们 将 它们 用 在 雷达 上 ， 
以 便 在 第 一 个 反射 波 即将 到 达 且 发 射 仍 在 继续 的 情况 下 从 回 波 中 找 出 自己 发 射 的 信号 .一 个 
例子 是 : 


КОСА 


这 个 Chirp 脉冲 的 等 效 持续 时 间 为 ,脉冲 中 部 的 频率 为 f, 8038434838 Ж Эз 28. E ‚ЭЖИ 
的 中 心 在 /处 , 且 其 等 效 宽度 为 


A=2+T'(+4@TO1, 


эз. Voigt ” 谱 线 通常 有 形 如 [1 十 4(f 一 f。)*/B*]' 的 曲线 形式 。 比 如 ,可 以 由 谐振 器 的 
吸收 造成 .这 是 一 个 移 位 后 的 柯 西 形 。 其 它 谱 线 可 能 具有 高 斯 形 ,比如 当 多 普 勒 偏 移 超 过 本 征 
线 宽 了 时 处 于 紊乱 状态 的 气体 的 谱 线 。 高 斯 与 柯 西 形 卷 积 的 过 渡 形 称 为 Voigt 形 ,它们 有 一 些 
有 趣 的 性 质 . 证 明 : 两 个 Voigt 形 的 卷 积 仍 为 Voigt Ж. 

За. ER 证明, 微分 定理 和 移 位 定理 的 逆 定 理 分 别 为 : 


一 i2xzf(z) О F'(s) 
emf Cr) D F(s— so) 


有 没有 和 它 的 逆 定 理 形式 不 一 样 的 其 它 定 理 ? 


前 面 介绍 了 许多 亲 明 伟 里 时 变换 基本 性 质 的 实例 当然 ,我 们 并 非 必须 知道 所 有 特殊 的 傅 
里 叶 变 换 关系 才能 正确 理解 变换 性 质 的 意义 .关于 傅 里 叶 变 换 重要 性 的 一 系列 论证 中 ,大 多 数 
也 不 依赖 于 任何 特殊 的 实例 .不 过 ,记得 一 些 常见 论证 的 特例 ,常常 会 起 到 心领神会 的 效果 。 

前 面 用 作 说 明 的 傅 里 叶 变换 对 的 例子 都 只 是 没有 推导 的 介绍 ,它们 可 以 通过 计算 傅 里 叶 
积分 得 到 验证 。 显 然 , 当 有 必要 产生 新 的 傅 里 叶 变换 对 时 ,这 种 方法 是 不 会 提供 帮助 的 .因此 ， 
我 们 考虑 求解 伟 里 叶 变换 的 不 同方 法 .在 第 11 章 中 将 要 讨论 基于 离散 傅 里 叶 变 换 并 且 可 以 使 
用 快速 傅 里 叶 变 换算 法 的 数值 方法 ,但 本 章 主要 讨论 用 求 和 简单 计算 积分 的 慢 速 伟 里 叶 变 换 
算法 这 种 算法 的 程序 很 短 ,而 且 使 用 者 可 以 完全 控制 它 , 对 于 大 多 数 的 一 般 应 用 程序 只 需 运 
行 几 秒 钟 。 

要 推导 已 知 函数 f(x) 的 傅 里 叶 变换 ,我 们 首先 观察 积分 


Гое, 


如 果 对 于 所 有 s 这 个 积分 都 可 以 计算 出 来 ,那么 问题 就 解决 了 。 

在 随后 的 小 节 里 将 从 积分 的 角度 出 发 分 别 讨论 一 些 不 同方 法 。 

除了 这 个 直接 的 方法 ,我 们 还 可 以 在 已 经 建立 起 来 的 基本 定理 中 获得 强 有 力 的 信息 .许多 
定理 都 有 这 样 的 形式 :“ 如 果 /和 下 是 傅 里 叶 变换 对 ,那么 g 和 G 也 是 傅 里 时 变换 对 。 因此 ,如 
果 开 始 我 们 知道 一 对 变换 对 ,就 可 以 生成 其 它 的 变换 对 .在 已 有 的 基础 上 ,的 确 可 以 根据 定理 
来 构建 傅 里 叶 变换 表 。 我 们 可 以 想象 , 某 些 类 别 的 函数 是 永远 不 会 以 这 种 方法 被 偶然 发 现 的 
另 一 方面 ,一 些 物理 可 实现 的 函数 是 可 以 通过 这 种 方法 获得 的 。 定 理 的 推广 在 后 面 用 例子 给 
出 。 最 后 ,在 表格 中 提取 想 要 的 变换 也 是 可 能 的 。 
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闭 式 积 分 
Efa) 在 一 些 范围 内 的 工 上 取 零 ,并 且 在 非 零 区 域 函数 比较 简单 ,这 是 一 种 有 利 的 情况 。 
这 样 如 果 
ГС) = He), 
则 


Голове = онаа 


+ 
= | ,cos2rzsdz 
+ 
= sinrs 
xs 
= sincs 。 


如 果 /(zx) FEBE ВАО Л.В PAE P ЭЕ Н E 8 BE H f 35 Ж ЖК, BB Z EPE BI EA A RER A o in 
果 我 们 设 


sœ = ап(®=®), 


c 


则 
„+ 
РО) = “ten dr 
[yas 
= + Фан» 
аенда 
= ае [Е cos2xusdu 
РА 
= ace "° sinccs 。 
由 此 可 得 ,如 果 
z — b, 
f(z) = Ze.I( 2). 
那么 


ЕС) = > avcve = sincc,s 。 


用 矩形 函数 分 段 构造 的 函数 包括 阶梯 函数 和 适用 于 讨论 摩尔 斯 电码 、 电 传 打印 机 信号 \ 开 关 自 
动 控制 装置 的 函数 .这 些 函 数 不 但 在 工程 中 经 常 出 现 ,而 且 能 够 以 所 希望 的 逼近 程度 仿真 各 种 
变化 。 

ШЖ f(x) 几乎 处 处 为 零 ,就 是 一 种 更 简单 的 情况 ;例如 ,f(zx) 是 在 工 的 不 同 点 上 具有 不 
同 强度 的 一 组 脉冲 : 
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fia = Dadlr—b,), 
那么 只 有 在 = b, 这些 点 上 a,exp( 一 i2xrs) 的 值 才 是 有 关 的 。 根 据 冲 激 符号 的 筛选 定理 ， 
FO) 一 r Badlr—b)e "= dr 


= [ аё 6 ена f” adla — br)e dr + == 
= аце Бае а 十 
ШЖ /(x) 有 特殊 的 函数 形式 ,也 可 以 使 用 积分 法 ,但 是 没有 一 般 的 规则 。 下 面 举 一 些 简 
单 的 例子 : 
1. 设 f(x) = sincz, 则 


Еб) = Г РТА 
ы [f Sinxrcos2x=s дё 
= аг 


= f [zc 十 2rzs) + sin(xz — Zam) Ja 
v 2л 2rrz 


| I еа +292z]+1 2ssine[(1 一 292) а= 


2 
1+2 1—2, 
= 311F2T 571225] 
=П‹о. 
上 面 的 计算 中 我 们 使 用 了 下 面 的 结论 : 
[sincardr = 1} 
æ la| 


2. 设 f(x) = e! ,那么 
Fo = [етее 
= [е cos2xzsdz 
; 
= 2Re| ee dz 
А 


2Re] eds 
o 


= 26 1 


FFA. i 
As +l 


3. Ж f(z) = e , 则 


FO = [ ev edr 
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在 这 个 例子 中 ,我 们 用 到 了 已 知 的 结论 :exp( 一 ла?) 在 无 穷 区 间 的 积分 为 1 下面 是 一 个 围 线 
积分 的 例子 。 


4. 设 fer) = z '。 函 数 在 原点 处 的 无 穷 的 间断 性 导致 标准 伟 里 叶 积 分 发 散 , 因 此 我 们 考 
虚 用 下 面 的 极限 : 


im([ arf). 


现在 考虑 


| 一， 


其 中 围 线 C 是 = 平面 上 以 R 为 半径 的 一 个 半圆 , 圆 的 直径 位 于 实 轴 上 ,在 原点 处 有 一 个 半径 为 
的 小 缺口 .由 于 围 线 内 没有 极点 ,因此 围 线 积分 为 零 。 从 而 有 


人 it 


t T = 


当 尺 趋 于 无 穷 大 时 ,第 四 项 的 傅 里 叶 积分 化 为 零 ,而 第 二 部 分 等 于 土 ix( 这 里 的 正 负 号 取决 于 
的 符号 ) ,因此 我 们 得 到 
im(| ` Saef )+isgens = 0 ， 


eo 


JATT Fr R AY 8 RE F И А Ж 
L > — insgns 


5. 设 f(x) = sgnr, 这 和 前 面 的 例子 相反 ,由 于 此 函数 不 是 绝对 可 积 的 ,所 以 在 这 种 情况 

下 ,标准 意义 下 的 傅 里 叶 积分 是 不 存在 的 。 因 此 我 们 考虑 在 极限 上 趋 近 于 sgnz 的 可 做 变换 的 
函数 序列 .例如 : 当 r 趋 近 于 零 时 ,序列 exp( 一 r | z |)sgnz 趋 于 sgnz。 可 作 如 下 变换 ， 

[ee 


-erorar | emae 
; 


egel 


Tirs т+12лз' 


当 + 趋 近 于 零 时 ,上 述 表达 式 的 极限 是 1/ixs АТ, RIEA TERREN F МИҢ А 


sgnr D . 
ixs 
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HERENEK 

如 果 依 靠 物理 测量 得 到 了 一 个 函数 的 值 ,并 且 需 要 求 它 的 传 里 叶 变 换 , 那 么 存在 几 种 可 能 
性 .首先 ,物理 数据 具有 一 定 的 取 值 范围 ,这 将 影响 到 变换 的 结果 .我 们 首先 从 数值 变换 这 方面 
着 手 进 行 讨论 。 

对 于 独立 变量 x, 数据 将 以 离散 的 形式 给 出 .间隔 Az 可 能 会 非常 精确 以 至 于 不 需 插入 中 
间 值 ,但 是 不 管 怎样 我 们 可 以 认为 数据 很 少 包含 周期 小 于 2Az 的 傅 里 叶 分 量 的 有 效 信息 , 因 
此 没有 必要 计算 频率 高 于 (2Az) ' 时 健 里 叶 变 换 的 值 。 

另外 ,观察 所 得 的 数据 是 对 于 有 限 范围 内 的 zx 给 出 的 ,我 们 假设 范围 为 一 X < z < X. 根 
据 上 面 的 讨论 , 传 里 叶 变换 不 需要 对 于 采样 间隔 小 于 (2X) ' 的 值 进行 计算 .如 果 F(s) 中 有 
重要 的 精确 细节 需要 用 小 于 (2X)… 的 列表 间隔 来 描述 , 则 需要 在 > = X 之 外 取 更 多 的 f(x)。 

对 数据 分 析 员 来 说 这 些 简单 而 又 重要 的 事实 可 以 总 结 为 :在 2X 长 度 的 区 间 内 以 间隔 Ал 
采样 的 函数 f(x) 有 2X/Az 个 自由 度 , 实 际 上 自由 度 的 个 数 是 相对 于 用 于 变换 的 数据 量 而 言 
的 。 在 第 10 章 和 第 14 章 将 详细 介绍 这 一 思想 的 本 质 。 

再 者 ,物理 数据 有 可 能 出 现 误差 ,因此 ,在 计算 伟 里 叶 变 换 值 的 时 候 有 一 个 精度 的 约束 ,这 
个 约 东 可 以 简明 地 用 误差 分 量 的 功率 谱 来 表达 (或 者 ,可 以 等 效 地 使 用 误差 分 量 的 自 相关 函数 
来 表达 )。 有 时 ,只 能 得 到 误差 的 大 小 ,而 得 不 到 它们 的 谱 ; 有 时 大 小 也 是 未 知 的 ,虽然 如 此 , 误 
差 的 约束 使 我 们 对 计算 变换 过 程 中 的 有 效 位 数 有 所 要 求 。 

我 们 用 xz 二 nn 处 的 值 表示 f(z), 其 中 整数 n 介 于 一 X 和 X 之 间 。 在 计算 f(x) 的 傅 里 时 变 
换 之 前 ,需要 知道 f(x) 在 z 的 无 穷 区 间 的 信息 .因此 ,可 以 利用 我 们 的 物理 知识 对 测量 范围 之 
外 的 函数 特性 作 一 些 假设 .在 这 种 情况 下 ,假设 РС) 在 | x |> X 时 为 零 则 下 面 的 和 式 


Sree 
近似 等 于 F(s) 该 和 式 可 分 解 为 下 面 的 实 部 和 虚 部 : 


x x 
C= X>) f mcos? 和 S = If sinas, 
< z] 


对 于 每 个 选 定 的 * 值 ,都 要 做 一 个 2X 十 1 项 的 登 加 ,计算 量 很 大 由 于 这 个 原因 ,利用 适当 
s 值 的 正弦 和 余弦 表 就 方便 多 了 ;但 它们 并 不 是 限制 在 一 个 象限 内 ,而 是 不 断 地 延伸 并 且 会 出 
现 负 值 ,这 些 和 X 的 取 值 也 有 关 。 正 如 第 14 章 将 要 讨论 的 ,由 于 对 称 的 缘故 ,只 要 计算 0 到 X 
的 登 加 就 足够 了 。 

20 世纪 60 年 代 中 期 ,Cooley 和 Tukey(1965) 对 信号 处 理 界 做 出 了 重要 的 贡献 ,如果 我 们 
将 数据 分 成 两 部 分 ,分 别 进行 变换 ,再 将 它们 合并 ,就 会 使 工作 量 减 小 近 一 半 。 分 得 更 细 , 则 效 
果 更 佳 ,1942 年 C. Lanczos 就 出 版 了 有 关 的 著作 .实际 上 ,C. F. Gauss 在 1805 年 就 将 这 一 思 
想 用 于 彗星 数据 的 数值 传 里 叶 分 析 , 当 时 他 写 道 :“ 经 验 告诉 我 们 ,这 种 方法 大 量 地 减少 了 单调 
元 长 的 计算 .” 因此, 儿 年 后 提出 了 有 利于 进行 快速 信里 叶 变换 的 “Cooley-Tukey 算法 ”。FFT 


的 常用 形式 是 预先 建立 正弦 和 余弦 表 .O. Buneman 指出 使 用 sing fl tan 也 0 表 的 速度 较 快 ( 见 


R. N. Bracewell,1986) ,但 是 , 随 着 处 理 器 速度 的 逐年 增加 ,算法 自身 的 速度 就 显得 不 是 那么 
重要 了 。 
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有 关 傅 里 叶 分 析 以 及 相关 的 信号 处 理 和 图 形 表示 的 子 程序 库 在 书 中 都 是 可 以 找到 的 。 例 
如 ,1986 #0 №. Н. Press 等 人 的 著作 和 后 来 的 用 不 同 的 语言 ,如 BASIC,C, FORTRAN, 
PASCAL 等 编写 的 带 有 子 程序 的 书籍 。 

许多 高 级 软件 包 对 数值 傅 里 叶 分 析 提供 了 极 大 的 方便 .这 些 软件 包括 Argonne 国家 实验 
室 免费 提供 的 LINPACK, 还 有 诸如 MATHEMATICA,FORTRAN90, 尤 其 是 MATLAB, 它 
十 分 便于 学 生 使 用 ,在 第 11 章 中 将 结合 数据 序列 的 谱 分 析 进行 讨论 ,并 附 有 练习 。 

F = fft (£) ;这 样 一 条 简单 的 MATLAB 语句 ,作用 于 一 个 给 定 的 序列 {了 } ,不 论 此 序列 
元 素 的 个 数 能 否 进行 分 解 ,是 素数 还 是 2 的 吞 , 实 际 上 都 可 以 立即 求 出 其 复 的 傅 里 叶 变 换 {下} 。 
语句 ifft 可 以 执行 反 变 换 。 

在 FORTRAN 中 ,出 版 了 数 不 清 的 各 种 快速 傅 里 叶 运算 法 ,可 以 在 诸如 IMSL(1980) 和 
NAG(1980) 的 通用 数学 子 程序 包 或 “ 库 ” 中 找到 .调用 语句 CALL Fourier (f,N,sign), 它 用 复 
的 变换 值 代替 {f} 中 的 N 个 数据 . 当 sign 为 1 和 一 1 时 ,上 述 语句 分 别 对 应 于 快速 傅 里 叶 变 换 
和 反 变 换 。 实 际 上 ,FORTRAN 90 和 MATLAB 一 样 的 方便 。 

使 用 Hartly 变换 (第 12 Ж) 也 可 以 达到 数字 傅 里 时 变换 的 所 有 目的 ,该 变换 既 实现 傅 里 
叶 分 析 也 实现 全 里 叶 综 合 ,不 需要 一 个 分 离 的 求 逆 程序 ,而 且 在 输入 实数 时 不 产生 复 的 输出 。 

其 实 ,由 于 计算 机 速度 大 大 加 快 ,利用 直接 计算 C 55 S 和 的 慢 变换 的 运行 速度 对 于 某 些 用 
途 来 说 已 经 足够 快 了 。 它 的 一 种 用 途 是 使 学 习 谱 分 析 的 学 生 在 面 对 难 以 理解 的 巧妙 的 快速 算 
法 之 前 能 够 做 一 些 数值 工作 。 另 外 一 种 用 途 是 在 课堂 上 证 实 图 示 集中 的 一 些 条 目 , 并 且 通过 把 
算法 应 用 于 这 些 条 目 中 ,来 加 深 对 一 些 定理 的 理解 .依赖 代数 学 或 者 微 积分 学 的 推导 可 能 会 引 
入 符号 错误 、 差 一 个 2 或 x 的 因子 ,或 者 其 它 的 笔 误 ,这 些 错误 可 以 用 对 一 个 数值 的 例子 进行 
核对 的 方法 来 修正 ,这 种 方法 比 仔细 地 重复 推导 要 快 得 多 。 最 后 ,如 果 不 理解 封装 程序 中 的 隆 
涩 的 内 容 , 那 么 就 不 能 放心 地 使 用 其 中 的 程序 ,因此 与 一 个 明晰 的 程序 做 比较 是 有 益 的 ,我 们 
将 提 到 一 个 普通 的 经 验 , 那 就 是 有 些 过 早 使 用 了 封装 的 快速 传 里 叶 变 换 包 的 学 生 , 令 他 们 困 惑 
的 是 当 对 矩形 函数 数据 进行 傅 里 叶 变 换 时 ,得 不 到 所 期 望 的 sinc 函数 的 波形 或 幅度 。 

下 面 的 代码 段 很 短 ,使 用 者 可 以 用 自己 偏爱 的 语言 和 符号 改写 它们 。 


慢 速 傅 里 叶 变换 程序 

令 f(z) 的 自 变量 + 取 一 X 到 X 之 间 的 整数 ,在 未 定义 的 部 分 ,给 ГС) 赋值 为 零 。 如 果 整 
数 间隔 不 合适 , 则 按 要 求 重新 标 度 独立 变量 。 读 取 数 据 并 存 人 数组 £( ) .由 于 计算 机 语言 不 允 
许 数组 的 下 标 为 负数 ,因此 建立 一 个 用 户 定义 的 函数 来 保存 这 些 数据 。 

由 于 变换 的 实 部 和 虚 部 并 不 来 自 频率 :的 整数 值 ,所 以 我 们 引信 一 个 整数 作为 序列 的 下 
ЕЕ s 成 正比 并 从 0 到 KK 变化 ,频率 s 为 k/2K. 于 是 实 部 КОЮ MER IO 可 由 和 式 


f(x) 2xsz 来 计算 .最 后 , 当 之 0 时 复 变 换 由 RC&) Hi) Н ;2Щ Е ДОЙ (ИЕ, Ея 


RC) — (O) 。K,X 的 取 值 必须 事先 声明 ,数组 也 必须 事先 赋值 ,并 且 所 有 对 于 变量 类 型 的 声 
明 ,数组 维 数 的 声明 ,以 及 其 他 用 户 所 用 语言 的 强制 协议 都 必须 事先 给 出 .下 面 给 出 求 R) 和 
I(k) 的 程序 段 : 
РОВ к = 0 TO K 频率 数组 指针 有 K+ 1 个 值 
s = k/(2xK) 频率 变量 , 最 大 值 为 0.5 
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P=2xPIlxs 
R(k) = 0 FCs) 的 实 部 
т = 0 ¥(s) 的 虚 部 


FORx= -XTOX  x 从 -X 到 X 递 增 , 步 长 为 1 
R(k) = R(k) + f(x) * COS(P * х) 
ї (k) = І (k) + f(x) + SIN(P * x) 
NEXT x 
NEXT k 
对 于 许多 波形 来 说 , 波 的 形状 并 不 依赖 于 选取 哪个 时 刻 作为 起 始 时 刻 ,所 以 对 波形 原点 的 
选取 并 不 重要 。 而 由 于 实 部 和 虚 部 都 很 大 程度 上 受用 户 对 原点 选择 的 影响 ,所 以 对 这 两 者 也 通 
常 不 作 明确 的 要 求 。 事 实 上 ,R 和 1 仅仅 是 为 了 获得 功率 谱 尺 * 十 下 , 它 是 波形 本 身 的 内 在 性 质 。 
作为 频率 函数 的 相位 谱 arctan(I/R) 比 R 和 工本 身 更 有 用 ;原点 的 选取 不 影响 相位 ,只 是 相对 
于 频率 做 了 一 个 简单 的 线性 移动 。 
数据 取 单 位 间隔 时 ,可 以 表示 的 最 小 周期 是 2; 因 此 ,从 数据 中 可 以 获得 的 最 高 频率 是 sw 


= 0.5。 最 长 周期 为 数据 的 整个 区 间 , 即 2X; 相 应 的 最 低频 率 为 sm 一 ix egr As. 


当 取 K = 二 XX 时 ,可 以 得 到 XX 十 1 个 R 值 和 X 个 工 值 (不 包括 零 值 的 区 0)), 其 个 数 加 起 来 
正好 与 由 2X 十 1 个 原始 数据 值 确定 的 独立 常量 的 个 数 相同 .在 0 入 * 入 0.5 区 间 内 ,间隔 As... 


一 +K 所 产生 的 R 和 X 的 值 的 个 数 对 恢复 原始 数据 来 说 既是 必要 的 又 是 充分 的 , 称 Азы, 为 临 


界 间隔 。 当 取 K = 4X 时 ,间隔 As 将 减 小 为 临界 间隔 的 四 分 之 一 ; 当 不 包含 额外 的 信息 时 ， 为 
计算 Fe) 引入 的 额外 插入 值 将 使 傅 里 叶 变换 的 谱 图 与 原来 的 图 有 很 大 的 不 同 ,这 是 因为 每 点 
之 间 的 间隔 更 紧 竣 了 .相反 地 , 令 k 从 0 到 X/2 变 化 ,将 会 使 As 拉 大 为 临界 间隔 的 1 倍 , 当 调 试 
程序 或 关心 F(s) 的 微小 细节 时 这 种 方法 非常 有 用 。 

щ K 12Х 时 ,我 们 令 上 从 5X 到 7X 变化 ,这 样 我 们 就 选择 了 一 个 以 = 0.25 为 中 心 ， 
As = 1/24X 的 频带 ,这 个 我 们 所 关注 的 窄 频带 将 会 使 分 辩 率 提高 12 倍 。 用 户 编写 的 程序 具有 
标准 的 快速 算法 所 没有 的 灵活 性 。 

最 后 ,为 了 检查 变换 对 的 总 误差 ,我 们 可 以 用 КОО) 是 否 等 于 数据 值 的 和 以 及 ГСО) 是 否 等 
于 0 的 方法 来 验证 。 在 不 计算 及 和 TI 的 负数 频率 时 ,与 标准 的 快速 傅 里 叶 变换 相 比较 ,我 们 可 以 
节约 大 约 一 半 的 时 间 。Hartly 变换 也 有 这 样 的 特点 。 

例 : 输 入 数据 


1 1 
(#11111111111) 


表示 f(z) = IT(z/12) 的 采样 值 ,已 知 它 的 变换 为 12sinc12s。 数 据 的 个 数 为 13,X = 6。 选 择 K 
= 2X = 12, 将 得 到 半 临 界 间隔 处 的 变换 值 .程序 将 给 出 : 
к) = (12 7.596 0 一 2.414 0 1.303 —.767 0 .44 0 一 132 0} 
由 于 f(x) 是 偶 函 数 ,所 有 的 I() 都 为 0. 正如 我 们 前 面 所 说 的 ,R(0) 等 于 所 有 数据 值 的 
和 ;用 已 知 的 变换 验证 剩余 的 数值 ,可 以 看 出 RO) 比 12sinc0.5 大 0.56%. 
例 : 选择 K = 24, 并 且 保持 X = 6 时 的 数据 不 变 ,将 得 到 : 
R(k) = {12 10.788 7.596 3.555 0…0 —. 141 — 132 —.046 0} 
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粗 体 字 的 值 是 上 个 例子 中 频率 s 对 应 的 值 , 新 插入 的 频率 使 图 形变 得 更 加 光滑 。 此 时 频率 
间隔 As 是 临界 间隔 的 四 分 之 一 。 

例 : 将 X 变 为 12, 并 且 在 原来 的 每 个 数据 前 后 插入 0, 将 数据 变 为 25 个 ,K 仍然 取 24。 可 以 
看 出 ,在 插入 零 后 ,变换 的 值 没有 改变 。 


例 : X 仍 取 12, 把 数据 扩充 到 25 个 值 , 第 一 个 和 最 后 一 个 值 为 二 ,中 间 是 23 个 1,K 仍 取 


24。 结 果 为 

R(k)=2X{12 7.629 0 一 2.514 0 1.473 0 一 1.014 0 .749 0 

一 .570 0 .439 0 —.334 0} 

可 以 看 出 用 两 倍 的 点 来 表示 II(z) 就 把 R(1) 与 24sinc0. 5 之 间 的 差异 减 小 到 了 0. 14%% ,改善 
了 四 倍 。 还 可 以 验证 , 随 着 的 增加 ,绝对 误差 没有 减 小 。 

例 : 回 到 第 一 个 例子 , 即 K = 12,X = 6, 将 代码 的 第 一 行 改 为 Por k = 0 To 2 x K,T s 
大 于 0.5 的 R) 值 . 当 上 增加 到 2K 时 ,s 增加 到 1.0,R 与 ; = 0 时 有 相同 的 值 。 这 个 练习 说 
明了 R 和 12sincl2s 之 间 的 差异 主要 是 由 于 12sinc[12(s 一 1)] 的 重 全 而 引起 的 ,一 般 来 说 RR 的 


实际 值 是 > 12sinc[12(s 一 n)]。 这 可 以 帮助 我 们 理解 上 一 例子 中 所 说 明 的 误差 的 改善 ,并 且 
说 明了 如 何 通 过 增加 数据 密度 的 方法 来 提高 精度 。 


用 定理 生成 变换 

如 果 我 们 能 够 找到 一 些 允许 定理 简单 化 使 用 的 特性 ,那么 有 很 多 种 函数 ,特别 是 在 理论 工 
作 中 出 现 的 函数 ,就 可 以 进行 变换 .例如 ,考虑 一 个 连续 分 段 线性 函数 (ploygonal function) ,如 
图 7.1 所 示 。 如 果 我 们 认识 到 这 个 函数 可 以 表示 为 一 个 三 角 窗 函数 和 一 系列 冲 激 函 数 的 卷 积 ， 
那么 我 们 就 可 以 用 前 面 所 述 的 方法 处 理 冲 激 ,把 冲 激 函 数 的 傅 里 叶 变换 和 三 角 窗 函数 的 傅 里 
叶 变换 相 乘 .于 是 ， 


Ас) * JAD — а„) D sins УЈА,е е, 


т z 


图 7.1 “一 个 连续 分 段 线性 函数 (上 ) 可 以 看 作 一 组 冲 激 和 一 个 三 角 窗 函 数 (下 ) 的 卷 积 
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作为 一 个 例子 , 取 梯 形 脉冲 A(x) * ПС), В, 
МС) * ПС) D sinczcosrs , 


实际 上 , 卷 积 定理 经 常 被 用 来 推导 传 里 叶 变 换 。 应 用 卷 积 定理 和 其 它 定理 的 一 些 例子 将 
在 本 章 的 习题 中 给 出 。 


对 分 段 函数 应 用 微分 定理 

微分 定理 有 一 个 特殊 应 用 , 它 被 广泛 地 用 于 开关 波形 .考虑 如 图 7. 2a 所 示 的 一 个 分 段 的 
线性 函数 , 它 的 一 阶 导数 如 图 7. 2b 所 示 ,包含 一 个 冲 激 。 由 于 冲 激 函数 的 变换 是 已 知 的 ,我 们 
去 掉 这 个 冲 激 ,再 求 一 次 微分 ( 见 图 7. 2c) .这 时 只 剩 下 一 系列 的 冲 激 > С, Сг со). Ш Т 
导数 包含 一 系列 冲 激 >) BC 一 5,) ,而 不 是 例子 中 那样 只 有 一 个 冲 激 ,或 者 如 果 原来 的 函数 


fe) 中 包含 冲 激 >)A,6(z 一 au) 那么 显然 变换 FO 为 : 


(i2xs)2F(s) = (i2xs)? D) Ae P= + i2xs У) В,е а" + D С,е 。 


8 


(a) 


(b) 


8 


(e) 


图 7.2 通过 连续 微分 把 连续 分 段 函数 变 为 冲 激 的 技术 


这 种 方法 也 可 以 扩展 到 由 多 项 式 分 段 组 成 的 函数 ,在 这 种 情况 下 ,就 需要 进行 进一步 的 
微分 . 举 个 简单 的 例子 ,考虑 抛物 线 脉冲 (1 — z) П (r/2) K E 


a= DIP DFO. 


进行 两 次 微分 ,我 们 可 以 得 到 
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—2=zll ©? Di2xsF(s) 
28(r+D)—2H(3)+2(r—D) D G2xs) F(s) 。 


现在 等 式 左边 的 变换 是 已 知 , 即 4cos2xs 一 4sinc2s。 因 此 ,所 求 的 变换 F(s) 为 


4cos2rs 一 4sinc2s 
py = 469822; — 4віпс2: 
s Grs? 


这 里 的 K, M K, 是 积分 常量 ,这 是 因为 给 初始 的 抛物 线 脉冲 加 上 一 个 常量 K, 并 不 影响 它 的 一 
阶 微分 ,同样 ,二 阶 微分 也 是 如 此 .对 给 定 脉冲 的 积分 表明 目前 没有 和 叠加 常量 ( 零 阶 项 ) 或 线性 
项 (一 阶 项 ), 所 以 本 例 中 К, = K, 一 0 并 且 有 


+ K,0(s) + Kad (s) 。 


F(s) 一 一 cos2xs | sin2xs 


g 2=' ° 


谱 的 测量 

从 数学 角度 来 看 , 谱 可 以 由 代数 表达 的 波形 或 离散 的 数据 来 数学 地 确定 , 艾 萨 克 ， 牛顿 
(Isaac Newton) 在 1704 年 发 表 的 “光学 ”中 最 早 对 此 作 了 解释 。 谱 是 由 棱镜 和 其 它 光学 仪器 ， 
特别 是 衍射 光栅 和 Fabry-Perot 干涉 仪 产生 的 。 

下 面 的 小 节 讨 论 了 两 种 以 物理 形式 存在 的 信号 确定 谱 的 特例 。 


无 线 电 频 率 谱 分 析 无线 通 信 、 雷 达 、 电 视 , 实 验 仪器 都 利用 频谱 分 析 仪 来 显示 信号 强 
度 , 它 是 频率 的 函数 。 当 旋转 一 个 无 线 电 接收 机 的 调谐 旋钮 时 ,该 接收 机 就 可 以 作为 一 个 简单 
的 频谱 分 析 仪 来 使 用 ;想象 这 样 的 一 个 商用 设备 , 它 机 械 地 改变 一 个 调谐 回路 的 电容 并 且 将 其 
响应 显示 在 阴极 射线 管 上 ,阴极 射线 管 上 的 点 与 调谐 电容 的 变化 同步 水 平移 动 , 这 样 的 一 个 仪 
器 ,即使 用 压 控 电容 代替 机 械 调谐 电容 ,也 只 有 有 限 的 带宽 . 随 着 时 间 的 流逝 ,各 种 高 级 技术 应 
用 于 数字 示波器 ,使 得 其 频带 覆盖 了 从 直流 到 毫米 波 的 范围 .这 种 仪器 用 传统 电路 对 被 测 波形 
进行 采样 ,用 计算 机 进行 快速 的 谱 分 析 , 并 可 以 显示 和 储存 谱 和 其 他 数字 信号 处 理 中 需要 的 结 
果 . 到 1990 年 ,基于 hartley 变换 的 全 可 编程 仪器 的 分 辩 率 已 经 达到 皮 秒 级 (10“) ,并 已 商用 。 

另 一 种 可 供 选择 的 方法 是 使 用 一 组 用 计算 机 实现 的 定 频 滤波 器 ,保证 在 20MHz 频 带 上 可 
以 获得 和 1Hz 同样 好 的 分 辩 率 .SETI 学 会 搜索 来 自 非 太阳 系 行星 的 无 线 信号 就 证 明了 这 一 


光学 傅 里 叶 变换 光谱 学 在 光学 波长 范围 内 , 谱 分 析 要 用 大 量 的 并 行 模拟 装置 , 即 三 楼 
镜 和 衍射 光栅 来 实现 但 还 有 另 一 种 方法 ,这 种 方法 并 没有 沿 着 电路 的 习惯 发 展 , 它 可 以 通过 
分 子 的 红外 谱 检测 和 辨识 分 子 ,所 以 尤其 重要 。 如 果 我 们 可 以 确定 一 个 电磁 信号 CD) 的 时 间 自 
相关 ,那么 通过 传 里 叶 变换 ,我 们 就 可 以 得 到 信号 的 功率 谱 。 这 个 方法 的 具体 做 法 就 是 将 信号 
分 解 为 两 个 部 分 然后 得 到 二 者 的 积 (0D)s(t 十 r), 其 中 上 是 一 个 可 变 的 时 延 .通过 把 聚 酯 薄膜 胶 
片 旋转 45 度 就 可 以 高 效率 地 实现 光 的 分 解 .其 中 一 东 光 仍 沿 着 人 射 方向 ,功率 是 人 射 功率 的 
一 半 ; 另 一 束 光 沿 一 适当 的 方向 反射 .在 两 束 光 重新 合成 并 且 通 过 检测 器 之 前 ,对 其 中 的 一 束 
光 插入 相对 时 延 r, 经 过 延迟 的 光 通过 一 个 平面 镜 反射 后 回 到 原来 的 路 径 上 。 若 此 时 移 开 平面 
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镜 ,将 产生 更 大 的 时 间 延 迟 . 对 最 大 时 延 ru 可 以 达到 于 rw 的 谱 分 辩 率 带宽 .覆盖 的 总 带宽 


将 扩展 到 高 频 证 Ar, 其 中 Ar 为 移动 平面 镜 时 在 每 个 + 处 的 停留 时 间 。 如 果 分 析 要 进行 得 很 快 ， 


比如 要 研究 动态 的 化 学 反应 时 ,平面 镜 就 可 以 连续 地 移动 ,甚至 可 用 来 分 析 高 速 和 爆炸 性 的 化 
学 反应 .在 这 种 情况 下 ,Ar 是 最 终 的 被 检测 输出 信号 的 一 个 积分 区 间 内 + 的 变化 .对 瞬时 分 析 
所 需 的 最 高 的 机 械 速度 和 重复 率 , 不 能 依靠 上 面 的 线性 运动 .取而代之 ,镜子 的 位 置 可 以 通过 
对 光 的 干涉 条 纹 , 或 者 莫 里 埃 条 纹 的 计算 来 获得 ,这 个 计数 可 用 来 使 检测 器 的 输出 同步 于 移动 
镜子 的 位 置 。 

实际 上 只 计算 正 的 时 延 就 足够 了 ,因为 自 相关 函数 是 偶 对 称 的 ,s(t)s(t 十 r) 时 间 平 均等 于 
зга — т) 的 时 间 平 均 。 然 而 ,如 果 当 + 从 正 到 负 变 化 时 , 自 相关 图 的 原点 就 会 由 于 少许 的 不 
平衡 而 变 得 明显 。 这 是 一 个 实际 的 点 ,但 是 也 支持 仪器 的 不 同 功能 。 

如 果 我 们 不 用 入 射 射线 的 谱 , 而 是 用 一 个 已 知 的 谱 , 比 如 一 个 黑体 放射 物 ,那么 把 一 个 透 
明 的 样本 放 在 一 东 光 里 ,并 且 记录 得 到 的 互相 关 图 这 个 函数 不 是 偶 函 数 , 它 的 傅 里 叶 变 换 是 
复 的 ,从 它 的 传 里 叶 变换 中 我 们 可 以 发 现 所 有 谱 范围 上 的 样本 的 某 些 性 质 ,如 介 电 常数 和 电导 
率 ,折射 指数 和 吸收 系数 等 .这 样 ,获得 的 结果 比 简单 的 吸收 谱 更 加 丰富 。 给 定 一 个 不 透明 的 物 
体 ,我 们 可 以 用 它 当 作 移动 的 镜子 ,来 测量 复 的 反射 系数 ,以 及 包括 电导 率 、 介 电 常 数 和 穿 透 深 
度 等 电磁 特性 (贝尔 ，1972) 。 

虽然 用 于 谱 分 析 的 仪器 是 在 电气 工程 领域 外 的 应 用 中 发 明和 发 展 起 来 的 ,但 是 通过 工程 
师 们 的 改造 ,它们 现在 也 广泛 地 应 用 于 医学 诊断 .医学 治疗 ,时 钟 ,以 及 航海 设备 中 ,这 些 都 例 
证 了 Lord Kelvin 对 传 里 叶 定理 所 说 的 话 。 
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习题 
L MESME ж собе =— РО аке 是 否 可 以 作为 对 (G) 的 全 里 叶 变 
换 实 部 RO) 进行 数值 验证 的 基础 (f(z) fE X P| X 区 间 上 以 x 的 单位 间隔 进行 采样 ) 计算 


出 的 二 阶 矩 > \zz(Cz) У КОЮ 的 什么 性 质 一 致 ? 
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2. cosnx' 的 变换 计算 | cosxzx?cos2xsrdx 以 证 明 cosxzxz 的 传 里 叶 变换 是 F(s) = 


2 “(cosxs + вїплз° )。 在 计算 积分 之 前 ,思考 如 何 进行 数值 检验 以 避免 由 于 省 略 系数 V3 或 Vx 
带 来 的 总 误差 。 

3. ехрілх? 的 变换 WEH: 

e эйе”. 
4. 更 对 称 的 变换 证明: 
е D er 

5. 非 对 称 函 数 的 函数 A(z/16) 十 A(z/8 十 1) 仅 在 一 16 < z < 16 内 非 零 ,而 且 既 不 
是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 。 

(a) 证 明 它 的 精确 傅 里 时 变换 为 : 

F(s) = 16іпс?16 十 8sinc:8sexp(i2x8s) 。 

(b) 列 出 当 z = 一 16, 一 15,…，16 时 的 33 个 ГС) 的 值 ,并 将 这 些 值 代 和 人 慢 速 傅 里 叶 变 
换 的 程序 中 ,计算 当 0 和 s 志 0.5,As = 1/64 时 变换 的 实 部 和 虚 部 ,间隔 是 FFT 所 产生 的 临界 
间隔 的 一 半 。 

(c) 讨论 结果 与 精确 F(s) 的 实 部 和 虚 部 的 一 致 性 。 

6、 非 对 称 函 数 ”一 个 确定 的 函数 G) 在 i = 一 4 ~ 4 时 其 值 为 {1 2 3 45 6 789)。 使 用 
慢 速 傅 里 时 变换 , 求 当 * 从 0 一 0.5 以 As= 1/8 为 间隔 的 值 ,并 且 将 结果 与 g(z) = zTI[ (z — 
5)/9] 的 变换 相 比 较 。 

т. 中 心 极限 定理 FW N 的 增 大 ,对 < 1 ,乘积 

а—зЭ‹а—/4)(1—5°/9)+е(1—°/М?› 

是 否 趋 于 高 斯 形式 ? 

8. 每 周 求 和 一 次 。 某 些 事件 的 出 现 依赖 于 一 周 的 七 天 日 ,或 者 与 其 有 关 .。 涉 及 偶然 的 例 
子 有 很 多 种 ,诸如 急救 室 的 准 入 ,大 气 的 清洁 度 和 噪声 污染 。 把 这 些 事件 的 数目 加 起 来 作为 一 
周 七 天 的 函数 ,这 样 就 对 研究 提供 一 个 统计 工具 .给 定 一 组 数据 g,,j = 0 — 6, 它 是 对 整个 一 
周 的 数据 的 累加 ,一 个 调查 者 考虑 用 伟 里 叶 分 析 。 因 为 恰好 有 7 个 值 ,所 以 通过 表达 方式 的 这 
种 变化 应 产生 不 超过 7 个 的 独立 数字 F(R)(k 从 0 到 6)。. 从 星期 天 到 星期 六 ,在 g, = (5498 
7 6 10) 这 样 一 组 数据 的 情况 下 ,FF 的 七 个 数字 是 什么 ? 

9. 正弦 变换 R f(z) = ACGz/a — 1) 的 正弦 变换 。 

10. 余弦 变换 RS) = A(z/a 一 1) 的 余弦 变换 。 


# бя 
m+ 


我 们 可 以 在 两 个 域 上 研究 函数 和 它们 的 变换 形式 ,有 时 我 们 把 这 两 个 域 称 为 上 域 和 下 域 ， 
好 像 函 数 本 身 是 在 地 面 上 ,而 其 变换 形式 是 在 地 下 (Doetsch,1943)。 把 原 函数 和 它 在 另 一 个 域 
中 对 应 的 函数 ( 它 是 原 函 数 经 过 健 里 叶 变换 后 得 到 的 一 种 惟一 映像 ) 放 在 一 起 研究 是 很 合理 
的 , 当 原 函 数 改变 时 , 另 一 个 域 中 对 应 的 函数 也 随 之 改变 .因此 ,用 图 形 把 函数 及 其 对 应 的 傅 里 
叶 变换 一 起 表示 出 来 ,会 带 来 一 定 的 方便 。 在 本 章 给 出 的 图 表 中 ,统一 约定 函数 在 左边 ,其 对 应 
的 傅 里 叶 变 换 在 右边 。 

前 面 给 出 的 定理 可 以 看 作 是 同时 在 函数 域 和 变换 域 上 进行 相应 操作 的 一 系列 操作 对 。 例 
如 ,在 函数 域 压缩 横 轴 , 对 应 着 变换 域 中 扩展 模 轴 和 压缩 纵 轴 ; 函数 域 中 函数 的 平移 引起 变换 
域 中 某 种 形式 的 扭曲 ;函数 域 中 的 卷 积 对 应 变换 域 中 的 乘积 。 

把 这 些 理论 用 于 日 常 问题 ,我 们 就 能 随意 地 在 这 两 个 域 之 间 变换 ,并 且 在 最 方便 的 域 中 进 
行 所 需要 的 操作 。 在 我 们 讨论 问题 达到 一 定 结论 时 ,可 能 会 发 现 所 在 的 域 不 对 ,这 结论 是 对 于 
我 们 感 兴趣 的 函数 变换 的 一 种 表述 。 

因此 ,现在 我 们 来 考虑 一 些 相应 的 性 质 对 应 关系 ,一 个 函数 与 + 轴 所 包围 的 面积 和 其 传 里 
叶 变换 的 中 心 幅度 就 是 这 样 的 一 对 。 假 设 我 们 感 兴趣 的 是 函数 与 x 轴 所 包围 的 面积 ,但 是 我 们 
只 知道 该 函数 的 储 里 叶 变换 。 可 以 证 明 , 我 们 所 求 的 结果 就 等 于 该 变换 的 中 心 幅度 .因此 ,我 们 
就 不 需要 对 已 知 的 变换 求 反 变换 ,再 对 函数 积分 来 求 面积 。 

很 多 情况 下 ,我 们 所 需要 知道 的 是 一 个 函数 的 特殊 性 质 ,因此 ,这 里 所 汇总 的 相应 的 性 质 
对 应 关系 就 起 到 了 非常 重要 的 作用 , 它 使 我 们 可 以 绕 过 变换 的 细节 而 直接 得 到 答案 。 


定 积分 
一 个 函数 在 (一 co, 十 co) 区 间 上 的 定 积 分 等 于 其 傅 里 叶 变 换 在 原点 处 的 值 , 即 


| reyaz = F(0) 
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推导 如 下 : 
f {соат = f ferde] = ЕО). 


我 们 通常 称 这 个 积分 就 是 函数 与 x 轴 所 包围 的 面积 ,如 图 8. 1 中 阴影 的 面积 术语 “中 心 
幅度 ”是 指 函 数 在 横 轴 原 点 处 的 值 ,图 中 用 粗 线 表示 。 

由 传 里 叶 变 换 的 对 称 性 可 知 ,函数 的 变换 形式 所 包围 的 面积 等 于 /(0)。 从 这 些 简 单 的 对 应 
性 质 ,可 以 推导 出 很 多 有 趣 的 结论 .例如 ,任何 对 ГС) 的 操作 ,只 要 保持 它 的 面积 不 变 , 如 沿 着 工 
轴 的 平移 , 则 其 变换 的 中 心 幅度 不 变 。 对 于 平移 这 种 情况 ,此 结论 可 以 用 移 位 定理 验证 ,因为 


Flz—a)| = ewF(s) |, = ЕО). 


一 个 更 深奥 的 例子 是 ,将 给 定 函 数 /(x) 在 x = 0 处 分 为 相等 的 两 部 分 ,并 平移 分 开 距离 为 24， 
表示 为 f(z 一 H(z 一 Qa) 十 f(z 十 a)H( 一 x 一 a), 则 由 于 函数 与 + 轴 所 包围 的 面积 不 变 ,其 
变换 的 中 心 幅度 也 不 变 ; 另 一 方面 ,由 于 该 函数 的 中 心 幅度 为 0, 则 其 变换 所 包围 的 面积 必然 
为 0。 这 两 个 例子 充分 说 明了 利用 函数 及 其 变换 的 对 应 性 质 可 以 给 研究 问题 带 来 很 大 的 方便 。 


f(x) 


F(s) 
面积 = 中 心 幅度 


图 8.1 ”函数 所 包围 的 面积 等 于 其 傅 里 叶 变 换 的 中 心 幅 度 
练习 ”如果 /(zx) 是 一 个 矩形 函数 , 则 前 面 讲 到 的 分 离 操作 将 会 产生 一 对 矩形 脉冲 ,使 用 
调制 理论 求解 传 里 叶 变换 的 完整 形式 ,并 验证 一 个 脉冲 对 的 频谱 在 无 穷 区 间 的 积分 为 0。 


练习 ”你 能 指出 摩尔 斯 码 信号 的 谱 有 什么 与 众 不 同 的 性 质 ? 
表 8. 1 中 列举 了 一 些 特殊 的 情况 ,右边 表示 的 是 左边 函数 与 轴 包 围 的 面积 。 


表 8.1 一些 函数 及 它们 的 面积 


fu) F(O) Уб) FO) 
HO) 1 cosr 0 
sincz 1 цо) 0 
AG) 1 sinz 0 
sine! r 1 ш) со 
“=” 1 èla) 1 
Ja) 1 a 0 
һа 1 H(z) æ 


£ 


Ix) 1 sgnz 0 
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练习 cosz 与 sinz 的 无 穷 积分 是 振 蔓 的 ,但 是 它们 的 傅 里 叶 变 换 的 中 心 幅度 有 确定 值 0。 
然而 ,这 里 的 傅 里 叶 变换 是 极限 意义 下 的 变换 。 定 积分 与 中 心 幅 度 的 联系 用 于 极限 意义 下 的 变 
换 时 ,必须 对 正弦 (或 余弦 ) 曲线 的 积分 有 一 些 约定 的 规则 .研究 这 一 问题 提示 :应 用 卷 积 和 


移 位 定理 ,考察 函数 cosrI[(z/M) 和 cosrII[(z 一 十 z)/M] 在 M — оо 时 的 变换 。 
练习 ”考虑 表 中 的 函数 H) 和 sgnz 的 面积 取 值 。 
一 阶 和 矩 
类 似 于 直线 上 的 质量 分 布 ,/(z) 的 一 阶 原点 矩 定义 为 ; 
[лса А 


下 面 的 定理 将 函数 的 一 阶 原点 矩 和 它 的 变换 的 中 心 斜 率 联系 起 来 。 
如 果 Го) 的 傅 里 叶 变 换 为 F(s), 则 fa) 的 一 阶 短 等 于 ЕО) 在 s = ОЖЖ 
一 (2xi) !4#,#Р: 


Госа = Ew А 
推导 :由 微分 定理 ， 
| — (riz) f(a) dr = ЕС), 
因此 ， 


| ауса = РО). 
图 8.2 所 示 为 脉冲 对 一 11(zx) 及 其 伟 里 时 变换 -isinxs。 每 个 冲 激 的 矩 为 十 十, 因此 总 的 


一 阶 原点 矩 为 去. 这 样 ， 


1 
2 * 


2.290: 404: = 


= [псов =- [| Tae + а [2 


= 


斜率 = 一 ir 
图 8.2 ”函数 的 矩 正 比 于 其 传 里 叶 变换 的 中 心 斜 率 
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因此 ， F0) = (200 1 ік, 


图 8. 3 所 示 为 一 个 截断 的 指数 函数 和 它 的 傅 里 叶 变换 .其 傅 里 叶 变 换 的 实 部 在 原点 处 的 
导数 为 零 , 因 此 “原点 处 的 斜率 ”由 虚 部 的 导数 单独 给 定 , 为 一 itang. 指 数 函 数 的 一 阶 原点 矩 为 
(tan9)/2x, 是 一 个 正 实数 。 


f(x) 


` PR 
— 


图 8.3 重心 的 横 坐 标 等 于 (tang)/2xh 


作为 一 个 特例 ,我 们 考虑 一 个 一 阶 矩 为 0 的 函数 , 它 的 傅 里 叶 变换 在 原点 处 的 斜率 为 零 。 
反 过 来 说 ,如 果 一 个 函数 在 原点 处 的 斜 率 为 0, 则 它 的 傅 里 叶 变 换 的 一 阶 矩 为 0。 进一步 ,如 果 
一 个 函数 在 原点 处 的 值 不 为 0, 但 斜率 为 0, 那 么 它 的 变换 的 重心 在 原点 处 。 

ЖУ] Неа мот co Bt, RRT (r — a) 的 一 阶 原点 矩 和 它 的 傅 里 叶 变换 的 重心 。 

练习 ”函数 (z 一 z)II(z 一 z) 在 原点 处 的 取 值 为 0, 斜率 为 0, 且 与 zx 轴 包围 的 面积 也 为 
0, 它 的 传 里 叶 变 换 有 什么 性 质 ? 


练习 f(x) 满足 什么 条 件 时 ,F(s) fE s = 0 处 的 导数 是 纯 虚 的 ? 


质心 
fe) 的 质心 是 一 个 横 坐 标 为 (x) 的 点 ,使 得 函数 /(x) 与 + 轴 所 包围 面积 乘 以 (x) 的 积 等 
于 其 一 阶 原 点 矩 . 这 样 ， 


“zf (7)dr 
OQ) = == 


Голое š 


粗略 地 讲 ,(z) 告诉 我 们 函数 f(zx) 主要 集中 在 哪个 点 上 ,或 当 一 个 脉冲 信号 被 表示 为 时 
间 的 函数 时 ,(t) 表示 了 该 脉冲 信号 (发 生 ) 的 时 刻 . 在 静 力学 中 , (zx) 是 一 根 质量 分 布 密度 为 
fO) 的 杆 的 重心 的 横 坐标 .后 面 我 们 会 发 现 , 当 fCr) 可 能 为 负 值 时 ,函数 [J(z)] 的 质心 更 适 
合 于 用 来 度量 坐标 或 时 刻 。 在 最 坏 的 情况 下 , 若 f(x) 与 工 轴 所 包围 的 面积 为 0, 则 (zy 为 无 穷 。 

既然 (x) 是 一 阶 矩 与 /(zx) 和 工 轴 所 包围 面积 的 比值 ,从 前 面 的 章节 中 ,我 们 立即 可 以 得 
到 (x) у РО) 的 关系 为 : 


__F(0) 
ZixF(0) ° 


也 就 是 说 ,函数 质心 的 横 坐 标 可 以 由 其 傅 里 叶 变换 在 原点 处 的 斜率 与 中 心 幅 度 的 比值 给 出 , 比 
例 系数 为 一 (2iz) ' 


(х) = 
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在 图 8.2 用 来 解释 一 阶 和 矩 的 例子 中 ,函数 f(zx) 与 + 轴 所 包围 的 面积 为 0, 所 以 重心 的 概念 
就 没有 意义 。 我 们 从 力学 上 给 出 类 似 的 解释 ,如 果 II(z) 表示 作用 在 杠杆 上 的 力 的 分 布 , 则 无 
法 找到 一 个 平衡 点 ,以便 用 一 个 力 来 平衡 原来 的 分 布 。 

图 8.3 中 ,f(x) 的 重心 落 在 zx 的 一 个 有 限 正 值 处 .因为 F(s) 是 hermitian, 它 在 原点 处 的 导 
数 为 纯 虚 数 , 等 于 itang; POIRE h H F (s) 的 实 部 的 值 单独 给 出 ,因此 


y = 180 
2лһ ° 


(т 
惯性 矩 (二 阶 原点 矩 ) 
函数 /(z) 的 惯性 短 或 二 阶 原点 天 的 定义 为 : 


J: ауа). 


我 们 发 现 ,一 个 函数 的 二 阶 原 点 矩 越 大 ,其 傅 里 时 变换 在 原点 处 的 曲率 就 越 大 (图 8. 4)。 由 于 
二 阶 矩 中 有 因子 z, 可 以 清楚 地 看 到 ,函数 的 二 阶 矩 对 于 函数 在 х 取 值 较 大 时 的 特性 更 为 敏 
感 ,因此 ,f(zx) 在 工 较 大 处 的 特性 可 以 由 伟 里 叶 变换 在 原点 处 的 特性 反映 出 来 ,这 个 结论 对 于 
一 阶 和 矩 的 理论 也 是 适用 的 。 


ааа 中 心 曲 率 较 小 


ТТТ z 7 
тажех 
图 8.4 Назан ИЕН. 
函数 /(z) ёзек ЕЕ, КЖЕ ЖАЛКЫ а ЖЖ An) U.P 
[елш =- ғо. 
推导 :由 微分 定理 ， 


ія) f(r)e dr = F(s) 。 


因此 ， 


[олов =- ғо. 
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图 8. 5 所 示 是 一 种 常见 的 特殊 情况 , 即 :函数 的 二 阶 矩 是 无 穷 ,其 傅 里 叶 变换 的 中 心 曲率 
也 是 无 穷 , 也 就 是 说 , 传 里 叶 变 换 的 斜率 在 原点 处 有 突变 。 


т n 


图 8.5 EAE XR A ЕСЕ pt ЕЁ fE R sC AE 09 ЖЕЛЕК 


Ж 
假设 п ЕТЕ, С) 的 n ЙҮ ЖР Е (з) 在 原点 处 的 nn 阶 导数 乘 以 (一 2ix)“", 即 
e F” (0) 
| “afde = ушу: 
如 果 f(x) 在 | z | 较 大 时 ,其 性 态 与 | = |” 相同 ,其 中 m 大 于 0, 则 只 有 前 [mj] 阶 矩 存在 ， 
并 且 F(s) 在 s=0 处 只 有 前 [m] 阶 导数 存在 ;在 s 二 0 处 将 会 有 [m 十 1] 阶 的 间断 点 ,( 函 数 [m] 
表示 小 于 m 的 最 大 的 整数 ) 
例如 ,m 是 正 整数 M,f(z) 与 x“ 的 衰减 速度 相同 , 则 M MEREN B. F (s) 的 第 M 阶 导 
数 含 有 冲 激 。 反 过 来 说 ,如 果 f(x) 的 第 M 阶 导数 是 冲 激 , 则 其 传 里 叶 变 换 F(s) 的 衰减 速度 与 
s 一样。 


均 方 横 坐 标 
我 们 用 (x*) 表示 均 方 槛 坐标 , 它 是 xz? 根据 f(x) 的 分 布 的 加 权 平 均值 , 即 


аэ fdz = f irod. 


由 前 面 已 知 的 结论 ,我 们 得 到 


F'(0) 
їз F(0) ° 
在 动力 学 中 ,一 根 质量 分 布 密度 为 ГС) 的 杆 的 回转 半径 的 平方 就 是 ( 立 ) .在 统计 学 中 ， 
对 于 一 个 概率 分 布 函数 fO) 来 说 ,(x*) 是 一 个 重要 的 概念 (与 函数 Сх) 的 方差 一 样 ) ,了解 
它 和 它 的 伟 里 叶 变换 (“特征 函数 ”) 的 关系 非常 有 用 .在 卷 积 运算 中 , 均 方 横 坐标 具有 可 加 性 。 
如 果 АЖ g) 的 质心 在 原点 处 , 则 f x 8 的 均 方 横 坐 标 等 于 了 与 如 的 均 方 横 坐 标的 和 。 
在 某 种 意义 上 ,我们 知道 * z 能 够 比 它 的 任 一 个 卷 积分 量 (f 或 者 g) 更 宽 , 这 个 定理 就 
是 卷 积 的 扩散 效应 或 平滑 效应 的 定量 描述 。 
推导 ， 


Gy =— 


[=u az ==, =— ако TEET |, 


=— (азу? ЕСУ” |, 
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一 一 (4x2) 一 [LEFG 十 2F'G + nj, 
[оков = FG | 


ИЧ! [юг 
Хо?» 一 j 


=— x) {+ Fa +97 


° 


кг 
„С * gdr 


F'(0) G'(0) 
2ziF(0) 2хїС(0) ° 


= (y + (my +2 


等 式 右边 的 最 后 一 项 ,是 了 和 & 的 质心 的 横 坐标 乘积 的 两 倍 , 如 果 7 或 者 g 的 质心 在 原点 , 则 这 
一 部 分 为 0。 

4 gla) = 00-а), 25), = at ,我 们 得 到 的 结论 类 似 于 一 个 轴线 不 通过 重心 的 物体 的 
惯性 矩 时 的 情形 .如 果 f(x) 的 质心 位 于 原点 , 则 


(puro = (m) +a, 


还 有 其 它 衡量 r 均值 的 方法 ,例如 ,如 果 ГС) 有 部 分 取 值 为 负 , 则 这 些 为 负 值 的 部 分 会 
使 方差 减 小 ,但 是 我 们 可 能 感 兴趣 是 衡量 /(x) 的 散布 而 不 考虑 它 的 符号 ,在 这 种 情况 下 ,需要 
考察 的 两 个 量 为 
«алл 和 (хут. 


回转 半径 

回转 半径 表示 z 的 均 方 根 , 即 均 方 横 坐标 的 平方 根 , 它 的 方便 之 处 在 于 : 它 与 + 有 同样 的 
量 纲 ,一 些 性 质 ,比如 它们 的 傅 里 叶 变换 中 心 曲 率 、 可 加 性 以 及 坐标 平移 后 的 回转 半径 之 间 的 
关系 ,通常 用 均 方 横 坐 标 表达 比 使 用 其 平方 根 更 为 方便 。 


方差 
方差 是 由 相对 于 质心 的 均 方差 ,表示 为 : 


f s a fade 
# = iania = 
усх 


___F(0) [FO] 
4Р0) 4 ЕОР ° 
对 于 (xz?) 的 讨论 同样 可 以 适用 于 方差 ,因为 我 们 可 以 选择 横 坐 标的 原点 使 得 (x) 为 0, 这 就 意 
味 着 此 时 (zx?) 与 方差 完全 相同 .所 以 ,有 时 也 把 (x?) 称 为 方差 。 
f*g 的 方差 等 于 f 与 g 的 方差 的 和 。 
证 明 方法 与 前 面 均 方 横 坐 标 中 的 结论 相似 。 


平滑 性 与 积聚 性 
我 们 用 一 个 函数 的 所 有 连续 导数 的 最 高 阶 数 来 衡量 该 函数 的 光滑 程度 .一 个 函数 越 光滑 ， 
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它 的 传 里 叶 变换 就 越 积聚 ,也 就 是 说 , 传 里 叶 变换 随 着 s 的 增 大 衰减 越 快 。 
如 果 一 个 函数 和 它 的 一 1 阶 导数 都 连续 , 则 它 的 传 里 叶 变换 在 * 较 大 时 ,其 衰减 速度 至 少 
ар "一 样 快 , 即 


іт 151"Е05) = 0. 


用 Landau 符号 表示 方法 ,该 式 为 F(s) = ОС s 上 |“), 在 这 个 定理 的 证 明 过 程 中 ,前 n 一 1 阶 导 
数 的 传 里 叶 变换 存在 ,并 且 有 必要 指出 的 是 ,定理 的 严格 表述 应 为 :前 阶 导 函 数 都 应 是 绝对 
可 积 的 。 

图 8. 6 中 举例 说 明了 几 种 常见 的 情况 。 一 个 大 家 所 熟知 的 事实 是 :sinc'z 比 sincer 衰减 得 
更 快 ,这 是 因为 sincsz 的 传 里 叶 变 换 更 加 平滑 的 缘故 .我 们 可 以 说 ,一 个 斜率 不 连续 (“拐角 ”) 
即 二 阶 导 数 含有 冲 激 的 函数 ,其 傅 里 叶 变 换 的 衰减 速度 与 | s | ' 一 样 ,一 般 情 况 下 ,我 们 可 以 
说 ,如 果 函 数 第 阶 导数 含有 冲 激 , 则 它 的 变换 在 无 穷 远 的 性 态 和 | s | 相同 ,这 样 简化 了 陈 
述 ,不 像 我 们 在 上 面 给 出 的 那样 ,在 同一 个 句子 中 包含 了 n 一 1,n 和 nn 十 1。 


f(x) F(s) 


ІДИ 


акжа = Ё 


一 阶 微分 包含 冲 激 


二 阶 微分 包含 冲 激 


三 阶 微分 包含 冲 激 z 
图 8.6 ”如 果 一 个 函数 人 次 微分 后 出 现 冲 激 , 则 其 傅 里 叶 变 换 在 无 穷 远 处 的 特性 与 | s |“ 一样 
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注意 到 函数 exp ar) 是 连续 的 ,并 且 它 的 任意 阶 导数 都 连续 ,因此 该 函数 在 目前 的 意 
义 上 是 极其 光滑 的 .这 一 特性 并 非 exp( 一 лл?) 所 独 有 ,其 它 很 多 变换 对 都 有 类 似 的 性 质 ( 例 
如 , 自 互 易 对 зесһлт, sechas), 


为 了 证 明 上 述 结论 ,假设 f(x) 具有 绝对 可 积 的 导数 (当然 ,f(x) 本 身 是 绝对 可 积 和 可 微 
的 ) ,因为 (zx) 绝对 可 积 , 则 
ga) = Глог 
存在 ,并 且 g O = f(x)， 
Ус) = gG) +c, 


当 z- 一 co 时 ,g(z) -> 0。 如 果 c 不 等 于 0, 则 7/(z) 就 不 是 绝对 可 积 的 .因此 ,g(x) = Са) ,由 
此 , 当 x 一 一 吕 时 ,我 们 也 有 f(x) 一 0。 
现在 , 设 


[rodga 
那么 
ш [гов а [лае 
因此 ,c, = 0 并 且 当 rz 一品 时 ,f(x) 一 0。 
Е А Голое 
Feo) = [сое de = == — 
在 推导 中 使 用 分 部 积分 ,并 注意 到 当 工 一 士 c 时 ,J(z) — 0, 
于 是 我 们 得 到 ， 
当 s 一 土 吕 时 ,sF(s) 一 0， 
аР) = 00:19 RE FO = OC [D ., 


继续 上 面 的 讨论 ,如 果 ГС) 的 n 阶 导 函 数 绝对 可 积 ,我 人 F(s) = 0U s | ")。 


卷 积 的 平滑 

从 数值 计算 的 经 验 中 我 们 知道 , 卷 积 具有 加 宽 和 平滑 的 效果 .在 一 些 物理 应 用 中 ,我 们 也 
期 望 有 同样 的 效果 ,例如 扫描 影片 中 的 音 轨 , 卷 积 就 描述 了 这 一 物理 现象 .对 于 加 宽 这 个 总 体 
概念 已 经 有 了 一 种 精确 的 定义 方法 ,就 是 我 们 所 知道 的 标准 差 o, 它 可 以 用 来 衡量 函数 f(z) 
的 散布 .根据 下 面 的 结论 ,与 g(z) 卷 积 后 函数 标准 差 增 大 .这 个 结论 是 : 


Ohe = 0 Hoke 
还 有 一 些 其 它 的 方法 来 度量 扩展 和 平滑 .假如 一 辆 汽车 在 一 条 高 度 服从 或 A(z) 变 


化 的 道路 上 行驶 , 则 这 个 行驶 过 程 是 不 平滑 的 ;但 是 比 起 在 高 度 以 [(z) 变化 的 道路 上 行驶 已 
经 平滑 了 很 多 ,因为 后 者 有 悬崖 .一 条 由 2 段 直线 和 3 段 抛物 线 组 成 的 ,路 面 起 伏 服 从 本” Ж 
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化 的 道路 ,其 路 面 高 度 和 坡度 都 不 会 有 突变 ,因此 将 会 更 加 平滑 。 但 是 不 可 能 达到 完全 的 平滑 ， 
因为 在 四 个 接头 的 地 方 都 会 有 离心 力 的 突变 ,这 与 路 面 曲率 的 突变 有 关 .。 在 这 些 情 况 下 ,平滑 
性 随 着 函数 所 具有 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 的 增加 而 增加 。 

如 果 函 数 的 第 上 阶 导数 含有 冲 激 , 我 们 说 该 函数 有 上 阶 平滑 度 。 假 如 f(z) ЖЯ m ИЖ. 
к\т) 有 nn 阶 平滑 度 . 在 我 们 的 定量 定义 下 ,它们 的 卷 积 结果 是 否 会 如 我 们 所 期 望 的 一 样 更 加 
平滑 ? 

因为 

FO) ~ s”, GG) — s", 
由 此 可 得 FOG) ~ s”, 
但 F(s)G(s) Ж f * g 的 傅 里 时 变换 ,因此 了 x g fJ (m +- n) 阶 导数 含有 冲 激 , 所 以 它 的 平滑 度 为 
mtn BREE 了 或 者 5 都 更 加 平滑 ;事实 上 , 卷 积 结果 的 平滑 度 与 一样 ,也 有 可 加 性 。 

“平滑 ”有 时 用 作 卷 积 的 同义词 .“ 逆 平滑 ”和 “ 锐 化 ”等 术语 则 用 来 表示 求解 卷 积 积分 方 
程 .从 本 节 的 观点 来 看 ,一 件 有 趣 的 事情 是 :“ 锐 化 ”过 程 要 利用 进一步 的 平滑 。 因 此 ,平滑 度 的 
定量 测量 并 不 总 是 与 平滑 度 定性 的 概念 一 致 . 作为 一 个 特殊 的 例子 , 我 们 考查 函数 
Аск) x rtexp( 一 xxz/ez)，r 非 常 小 .这 个 函数 是 无 限 光滑 的 ,但 是 却 非常 近似 于 不 光滑 的 函 
数 A(z)。 它 们 只 在 拐角 处 稍 有 不 同 , 在 拐角 的 极 小 邻 域内 被 平滑 了 ,因而 阻止 了 导数 中 冲 激 的 
出 现 。 然 而 ,在 卷 积 后 得 到 的 新 路 面 上 行驶 也 许 和 在 旧 路 面 是 一 样 不 光滑 的 。 


渐 近 性 态 

众所周知 ,定性 地 说 波形 的 尖锐 和 陡峭 特性 表示 频谱 中 有 高 频 分 量 的 存在 .现在 我 们 进 一 
步 定量 地 讨论 随 着 频率 增加 ,频谱 是 如 何 变化 的 。 

我 们 已 经 看 到 ,如 果 一 个 函数 是 连续 的 ,但 它 的 一 阶 导数 不 连续 ,或 者 说 它 没有 阶 九 但 存 
在 拐角 ,那么 该 函数 傅 里 叶 变换 按 * 规律 吉 碱 ,功率 谱 按 C 规律 衰减 .用 电路 的 语言 来 描述 
这 种 特性 就 是 ; 它 每 倍 频 程 衰减 12 分 贝 或 者 每 10 信 频 程 衰 减 40 分 贝 。 

在 双 对 数 坐标 图 中 ,按照 ? 衰减 的 函数 将 变 为 斜率 为 — 2 的 直线 ,对 数 单位 ,例如 信 频 
程 十 倍 频 程 、 分 贝 \ 奈 培 等 ,本 身 都 是 没有 量 纲 的 。 

图 8. 7 所 示 为 两 个 常见 函数 在 线性 坐标 和 双 对 数 坐标 下 的 曲线 (函数 为 负 值 时 , 则 对 其 绝 
对 值 取 对 数 ) ,函数 的 某 些 方面 ,特别 是 针对 渐 近 的 过 程 表 现 和 渐 近 线 的 接近 程度 ,使 用 对 数 从 
标 比 线性 坐标 表示 得 更 清楚 .鉴于 此 ,在 表示 电子 滤波 器 特性 和 天 线 方向 图 时 常用 对 数 坐标 。 

这 样 我 们 就 提出 一 个 问题 ,在 前 面 章节 中 讨论 各 种 类 型 的 间断 点 时 ,为 什么 只 涉及 到 斜率 
为 每 倍 频 0,3,6… 分 贝 ?我 们 通过 考查 一 个 每 信 频 衰减 4.5 分 贝 , 即 按 * 速度 训 碱 的 传 里 时 
变换 来 研究 这 个 问题 ,并 讨论 其 对 应 原 函数 的 间断 点 类 型 。 

变换 域 中 除 以 s 对 应 函数 域 中 的 积分 运算 ,因此 , 除 以 s 1 对 应 函数 域 中 的 半 阶 积分 .这 
里 ,我 们 忽略 了 27i ЮЖ. 

表 8.2 的 例子 用 于 显示 函数 的 渐 近 特性 , 它 表 明 在 阶 跃 和 冲 激 之 间 确 实 存在 着 不 同 严重 
程度 的 间 疡 点 .在 函数 的 斜率 从 水 平 变 为 垂直 的 拐角 ( 表 8. 2 中 的 A 点 ) 处 的 不 连续 程度 介 于 
简单 的 拐角 和 简单 的 阶 路 之 间 . 图 中 所 示 了 B 点 的 不 连续 性 介 于 简单 的 阶 跃 和 无 限 冲 激 之 间 , 这 
种 情况 下 ,间断 的 严重 程度 稍 低 。 
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(a) 


图 8.7 ” 双 对 数 坐 标 下 的 渐进 特性 
(a) 用 于 比较 的 线性 坐标 ;(b) 对 数 坐标 ( 负 瓣 用 点 划 线 表 示 ) 


表 8.2 分 数 阶 不 连续 
频谱 的 渐 近 特性 НО) П) 


一 阶 微分 к 


原 函 数 š 


中 


半 阶 积分 s 


жиш st ako — 
de | 
чыра. 


А 
积分 #* Zi 
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在 这 方面 还 有 一 些 更 微妙 的 问题 .比如 3(z) 和 x ' 在 z 一 0 处 是 同 阶 无 穷 大 ,而 logz 的 无 
穷 间 断 点 可 能 是 最 弱 的 一 类 间断 点 , 它 等 价 于 一 个 简单 阶 跃 。 


等 效 宽度 
对 于 一 个 确定 形状 的 函 
数 ,衡量 其 宽度 的 简单 方法 是 ， [схе] 
[оа __ няне 
fo ° 
也 就 是 说 , 函数 与 x 轴 所 包围 高 度 相等 


的 面积 除 以 它 的 中 心 幅度 。 另 
一 种 表示 方法 是 , 如 果 一 个 矩 
形 的 高 度 等 于 函数 的 中 心 幅 
度 ,面积 等 于 函数 与 > 轴 所 包 图 8.8 函数 的 等 效 宽度 

围 的 面积 , 则 该 矩形 的 宽 就 是 

这 个 函数 的 等 效 宽度 .如 图 8. 8 所 示 。 

我 们 可 以 从 很 多 方面 举例 说 明 。 在 光谱 学 中 , 谱 线 的 等 效 宽度 定义 为 与 这 条 谱 线 有 相同 中 
心 亮度 和 面积 的 矩形 的 宽度 .在 天 线 理论 中 ,天 线 的 有 效 波 东 宽 度 也 有 等 效 宽度 的 特征 (第 15 
Ж) .在 辐射 线 测定 中 也 有 这 样 的 例子 (第 17 章 )。 图 8. 9 列 出 了 一 些 函 数 的 例子 ,并 画 出 了 相 
应 的 矩形 来 表示 它们 的 等 效 宽度 ;所 有 例子 具有 相同 的 等 效 宽度 。 


`... 06 


图 8.9 ”一 些 常见 分 布 的 等 效 宽度 
如 果 SO = 0, 则 等 效 宽度 不 存在 .然而 ,对 于 /(0) 关 0 且 | “f(z)dz 存在 的 所 有 情况 ， 
等 效 宽 度 都 存在 (在 分 光 镜 谱 的 情况 下 ,这 种 等 效 性 没有 意义 ) 。 
我 们 知道 一 个 函数 越 宽 , 则 它 的 频谱 越 这 .但 是 对 于 各 种 形状 的 函数 ,我 们 是 否 可 以 定量 
地 表示 这 个 相反 的 关系 ?这 里 存在 一 个 很 精确 的 关系 .不论 等 效 宽度 是 否 存在 ,都 有 以 下 优良 
的 性 质 :函数 的 等 效 宽度 等 于 它 的 侍 里 叶 变 换 的 等 效 宽度 的 倒数 , 即 
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Г fG)dz 
FO 


Е) 
Í Fods 


这 个 定理 使 我 们 想起 前 面 的 相似 性 定理 ,根据 该 定理 ,函数 的 压缩 或 扩展 和 它 的 传 里 叶 
变换 的 行为 是 正好 相反 的 .然而 ,相似 性 定理 受 限于 给 定形 状 的 函数 .而 最 新 给 出 的 定理 指出 
了 这 种 互 易 特 性 的 度量 ,并 且 可 以 根据 这 种 度量 对 不 同 的 函数 进行 排序 。 

等 效 宽度 并 不 总 是 宽度 的 最 好 度量 标准 .例如 ,在 表示 滤波 器 带宽 或 者 天 线 的 波束 宽度 
时 ,更 常用 的 是 “ 半 功 率 宽度 ”根据 这 一 度量 标准 ,上 面 第 二 个 例子 比 第 一 个 例子 的 宽度 窄 , 在 
某 些 场合 ,这 更 加 符合 我 们 的 直观 感觉 。 

一 个 有 趣 的 矛盾 是 :一 个 局 部 的 涡 旋 运动 在 空间 中 向 外 传播 时 其 频谱 将 展开 到 更 高 的 波 
数 .在 这 种 情况 下 ,用 等 效 宽度 来 衡量 散布 是 错误 的 。 

将 其 推广 到 二 维 , 天 线 方向 图 (等 于 4x/ 方向 性 ) 的 有 效 立体 角 是 方向 图 的 等 效 宽度 。 

练习 ”从 相对 宽度 不 同 的 高 斯 函数 和 矩形 函数 入 手 , 考 察 卷 积 运算 对 于 等 效 宽度 的 影 
响 。 


Ж 8. 3 列举 了 一 些 常见 函数 的 等 效 宽度 以 及 将 在 下 一 节 中 介绍 的 自 相 关 宽度 . 表 中 用 到 
了 以 下 的 缩写 ， 


уку = f {ж + D одди 


Жо Т K ro aal aa eae ae 
fe) fraz o| w, fhf [uw pas Жо | Ww 
П) | 1 1 1 Аб) 1 1 1 

\ 2 3 
Alr) 1 1 1 A*A 1 3 > 
H | 
А а | z |)cosxz 十 a 1 8 
cosrzrIT(z) “LS N Р š z 7 = 
p sina lz PID? 
{ 
А o lo 1 1 2 
ено? 1 [1 1 7% 2 
e ⁄ À 1 ipa złota 1 2+ 2} 
1_ 1 
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续 表 8.3 
Пе [raz |ro| w, fx f Јожа | fxs lo | wmw 
em | 2 [12 | qane 4 1 4 
1 АБ | 2 
ГЕ z jija TF = Z | 
sincz / \ К sincz 1 1 1 
idi 2. E 
sine z 1 | 1 | :| ф@-шею 1 2 + 
十 
8(х) | 1 со 0 lr) 1 co 0 
Ti 
Jaat + 
Ir) 1 0 со 1 1 1 оо 0 
|е + аа 
: -4 
— mñ 
2Ko (2ra) Л i+z 1 x 1 
WEER 
十 4 7 
z р 
Ë | 和 er | т A. | £ 
AGO) HO) + | |+ 1 ! i 
31z|+2) 
созяг[] (т) [ Lelia 本 4-21zl+sizx| | i 4 
кетр укы < иы рт y 
но З "та сова Со ч Е 
Нс) z | io [х š = х 
Itr 2 2 4 4 ч 
руз š 
zi 1 жп) а jaja 
ze) £ Кын | 4 3 4 
31z|+2) 
1 1 Е a ; 
IF i2zaz ma Бей [Без 
z || > " = 5л т 
+ 
GEZE 2 2 г | 5 5 


O 所 给 的 值 是 f(0 十 )。 
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自 相关 宽度 
另 一 种 有 趣 的 “宽度 ”是 自 相关 函数 的 等 效 宽度 ,我们 称 之 为 自 相 关 宽 度 : 


Г. сж рах _ ра frdr 


W, |, = 一 


Fafi [ra 


这 样 定义 的 自 相关 宽度 没有 指出 函数 在 原点 处 的 集中 程度 .例如 ,图 8. 10 所 示 的 两 个 函数 有 
相同 的 自 相关 宽度 ,这 是 因为 它们 有 相同 的 自 相关 函数 ,但 是 它们 的 等 效 宽度 不 同 .对 于 一 个 
和 矩形 脉冲 来 说 , 沿 横 轴 简单 平移 就 可 能 使 等 效 宽度 的 概念 不 成 立 , 因 为 这 种 平移 会 使 中 心 幅度 
为 0 但 如 果 使 用 自 相关 函数 的 等 效 宽度 ,就 可 以 避免 这 种 情况 ,因为 自 相 关 函 数 在 原点 处 达 
到 最 大 值 ,不 可 能 为 0。 

函数 的 等 效 宽度 及 其 傅 里 时 变换 的 等 效 宽度 互 为 倒数 ,从 这 一 关系 我 们 可 以 得 到 ,函数 自 
相关 宽度 是 它 的 功率 谱 的 等 效 宽度 的 倒数 .因此 ,如 果 函 数 功率 谱 的 等 效 宽 度 不 存在 , 则 自 相 
关 宽 度 的 概念 也 就 没有 了 意义 。 当 功率 谱 的 中 心 幅度 为 0 时 就 发 生 这 种 情况 ,但 这 意味 着 原 函 
数 (及 其 自 相关 函数 ) 与 z 轴 所 包围 面积 为 0。 

因此 ,考虑 到 那些 用 来 表示 波 包 的 函数 ,它们 的 直流 分 量 很 小 或 者 为 0, 那 么 自 相关 宽度 
就 不 再 适合 用 来 衡量 该 函数 的 “范围 "或 持续 期 。 

一 个 函数 的 傅 里 叶 变换 的 自 相关 宽度 的 倒数 是 函数 的 模 的 平方 的 等 效 宽度 ， 


Jir az 
fO) f° (0) ° 


图 8.10 ”等 效 宽度 不 同 但 自 相关 宽度 相同 的 函数 


用 自 相关 宽度 来 衡量 函数 的 分 散 程度 ,最 大 的 优点 (相对 于 等 效 宽度 而 言 ) 在 于 , 它 去 除 
了 等 效 宽度 对 中 心 幅度 的 敏感 性 .两 个 功率 谱 相 同 的 函数 ,它们 的 自 相关 函数 也 相同 ,但 是 它 
们 的 频谱 分 量 可 以 相差 任意 的 相对 相位 .因此 ,使 用 自 相关 宽度 W,* „, 解决 了 两 个 问题 : (1) 
使 得 函数 相对 于 原点 的 不 同 移 位 不 影响 函数 的 自 相关 宽度 ; (2) 也 使 得 仅 由 各 频率 分 量 间 的 
相位 差异 所 产生 的 不 同 的 函数 并 不 影响 自 相 关 宽 度 。 然 而 ,两 个 功率 谱 相同 的 函数 ,在 时 域 宽 
度 可 能 不 同 ,比如 ,在 与 光 孔 平行 的 平面 上 , 菲 涅 耳 衍 射 场 有 相同 的 自 相关 ,但 是 从 直 沉 来 看 ， 
照明 宽度 随 着 与 光源 距离 的 增 大 而 增 大 。 

我 们 也 可 以 使 用 相对 于 质心 的 等 效 宽度 来 解决 问题 (1) .问题 (2) 表明 :(a) 不 能 忽略 不 同 
频率 分 量 的 内 部 相位 关系 ;(b) 这 种 宽度 度量 的 结果 对 特定 函数 值 (f(0)) 的 选取 总 是 敏感 的 。 

很 明显 ,这 两 种 度量 方法 都 是 严格 的 ,而 且 针对 特定 的 物理 环境 ,等 效 宽度 和 自 相关 宽度 
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均 会 产生 适当 的 度量 因此 ,批评 天 线 方向 性 对 某 个 坐标 的 变化 反应 敏感 是 没什么 意义 的 。 

白 噪声 通过 滤波 器 的 处 理 就 用 到 了 自 相 关 宽 度 的 度量 .众所周知 ,定性 地 说 ,有 效 独 立 输 
出 值 之 间 的 平均 时 间 间 隔 与 滤波 器 的 通 带 “宽度 ”成 反比 ,实际 上 , 正 是 功率 传输 特性 的 自 相 
关 宽 度 精 确 地 定量 描述 了 这 个 关系 。 


在 很 多 应 用 中 都 适用 的 自 相关 宽度 的 一 个 重要 性 质 是 自 相关 宽度 的 混 组 不 变性 
(іпуагіапсе under shuffling)( 见 习题 ) 。 


均 方 宽度 


前 述 的 等 效 宽度 和 集聚 度 不 能 满足 所 有 的 需要 ,因此 有 必要 引入 其 它 的 方法 来 衡量 函数 
的 宽度 。 例 如 ,z 的 均 方 值 定 义 为 : 


一 zz)dz 
一 
[лсо 
它 被 广泛 地 用 来 度量 宽度 ,以 及 函数 的 中 心 不 在 坐标 原点 的 方差 : 
((z— (zt) = (z — (zx): 


„—Ё(0У.. + ^1 ELT. 


SOFO 4а? LFO 


当 函 数 与 z 轴 包围 面积 为 0 时 ,这 些 方法 也 不 适用 ,因此 不 能 用 来 衡量 振荡 信号 或 波 包 的 
宽度 .为 应 付 这 种 情况 ,我 们 考虑 使 用 能 量 密度 以 及 能 量 分 布 的 质心 和 方差 我们 把 相对 于 
| fe) |: 的 质心 偏离 的 均 方 称 为 模 平方 的 方差 ,表示 为 : 


[1л =] 


{= | со а= 


, Га | уса) lzdz 
(Ағ = >= = 
[лога 


这 看 起 来 像 是 对 信号 包 的 持续 期 和 带宽 的 简单 物理 概念 的 精确 表达 ,但 是 对 很 多 目的 来 说 , 它 
比 起 前 面 所 讨论 的 更 简单 的 衡量 办 法 更 加 合理 。 

当然 ,一 个 给 定 函 数 的 平方 可 能 是 没有 有 限 的 方差 ,例如 ,sincz Ma’ 十 1) 十 这 两 个 能 量 
集中 的 尖锐 函数 都 有 合理 的 “等 效 宽度 ”和 “ 自 相关 宽度 ”, 而 在 基于 方差 的 宽度 度量 中 ,它们 
的 宽度 是 无 穷 的 。 在 使 用 基于 方差 的 宽度 度量 之 前 需要 注意 ,看 看 它 和 特定 情况 下 关于 宽度 的 
直觉 想法 有 什么 关系 。 

在 下 面 将 要 提 到 的 不 确定 关系 的 严格 表述 中 ,平方 的 不 确定 性 是 指 模 平方 的 方差 ,假定 一 
个 观测 量 的 形式 为 sincx( 使 用 有 限 频率 响应 的 接收 设备 对 脉冲 波形 采样 ,或 者 一 个 无 限 平面 
波 通 过 有 限 空间 的 小 孔 来 采样 ,其 输出 就 是 这 样 的 ) ,那么 其 散布 服从 不 确定 关系 ,这 和 人 们 对 
于 高 斯 包 络 信号 exp( 一 ar?)sinz 的 散布 的 直觉 绝对 不 同 。 

表 8.4 列举 了 一 些 函 数 的 质心 和 均 方 横 坐标 。 
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жаа ”质心 和 均 方 横 坐 标 


fO) (z) tay F0) fO Alr)? 
1 
He ° Е -7/3 ° B 
AG) 0 L 20/3 oo 1 
6 * T 
sincr 0 osc 0 —к'/3 оо 
sin? r 0 со со — 2=' /3 
H(z) = < oo = со 
«“Н‹х) 1 2 = g oo + 
= 0 4 — 16 = 1 
1 
IFF 9 “ ое 一 2 
一 8 2 
cosra [] (z) 0 ЕЕ: -É – 8) _ 
-E A w 
а Пс) 0 15 1$ 一 2 
Е 一 于 = asi 1 
® 2ка? а =“ Fra? 
ma Awy jia- ipet” |- : 
еч cosum o |= S> EA- ре? | 一 (Cu + 2а?) 
He) 0 + -x 0 о 
sechrz ° + = а 
ze 'H(z) 2 6 — 24r" оо ey 
采样 与 复制 


函数 f(x) 定义 在 (一 co, 十 co) 上 ,在 单位 间隔 上 对 其 采样 ,结果 为 一 个 样本 集合 :{… f(z 
十 2) f(z 十 1) flx) f(z 一 1) f(z 一 2) 56) fC) 在 间隔 X 上 复制 ,结果 为 … 十 f(x 十 2X) 
十 f(z 十 X) 十 f(z) 十 f(z 一 X) 十 f(z 一 2X)…。 对 于 有 些 函 数 ,例如 f(x) 一 (1 十 x*) ОЖ 
似 上 式 的 ) ,复制 的 和 是 不 存在 的 , 接 下 来 的 讨论 不 适合 于 这 些 函数 。 

如 果 我 们 先 复制 ,然后 采样 ,得 到 的 结果 是 双重 无 穷 的 实体 ,此 处 用 列 矩 阵 或 向 量 的 形式 
表示 ,其 元 素 是 采样 的 集合 。 

十 f(z 二 2) 十 
e+ f +1+2X)+f(r+1+X)+f(z+1 
十 f(z 二 1 一 X) 十 J(z 十 1 一 2X) 十 … 
fæ +2Х) + faiz T+ X) + fr) T fz — X) + fir —2X)+-- |. 
fe —1+2X)+ fia —1+ X) + fa) 
+f —1—X)+ fia — 1—2X) + 
e+ fa — 2) + == 
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另 一 方面 ,假如 我 们 先 采样 再 复制 ,那么 我 们 首先 需要 扩展 复制 的 意义 使 其 适用 于 样本 
集合 ,因为 在 前 面 所 定义 的 复制 是 对 函数 的 操作 .首先 规定 复制 的 间隔 X 是 一 个 整数 .样本 集 
合 表示 为 /;, 其 中 一 oo < i < 二 2, 则 复制 的 样本 集合 定义 为 
n = Ја + fit fit ух free, 
(假设 该 和 式 是 存在 的 ) 在 这 样 的 定义 下 ,样本 集合 的 复制 和 复制 的 采样 是 完全 相同 的 。 
这 一 结论 的 另 一 等 价 说 法 要 用 到 样本 集合 a, 和 广义 函数 Dada D 之 间 的 等 价 性 .在 


单位 间隔 上 采样 和 与 III(z) 的 相 乘 运算 是 一 致 的 ,在 间隔 X 上 复制 和 与 X Ш/Х) 的 卷 积 
是 一 致 的 。 用 采样 操作 符 ШС X 和 复制 操作 符 X IIICz/X) * ,可 以 将 采样 与 复制 的 可 交换 
性 表示 如 下 : 


Xz/X) * Ша) X f(z)] = HIC) X [X 'INCr/X) ж f(x)] 
参考 图 10.16 也 许 对 于 理解 这 一 关系 有 所 帮助 。 


一 些 不 等 式 

函数 的 间断 点 、 尖 端 或 其 它 陡峭 的 特征 表示 频谱 中 存在 高 频 分 量 . 实 际 上 ,函数 陡峭 性 的 
定量 描述 是 和 频谱 的 衰减 联系 在 一 起 的 .如 果 一 个 函数 十 分 连续 ,并 且 它 的 各 阶 导数 都 连续 ， 
那么 它 的 斜率 或 曲率 就 有 一 个 极限 值 。 

如 图 8.11 所 示 , 如 果 一 个 这 样 的 函数 在 横 轴 上 一 个 非常 小 的 间隔 里 发 生 很 大 变化 (就 是 
说 函数 在 这 个 间隔 中 的 斜率 很 大 ) ,这 在 一 些 实际 应 用 中 可 以 看 作 是 不 连续 的 ,我 们 可 以 得 到 
它 相 应 的 频谱 ,其 渐 近 特性 近似 于 连续 函数 ,只 是 高 频 分 量 会 超出 感 兴趣 的 范围 。 


logs 
logF(s) = 108 ~ we?s*+ const 


w -z 
SN) г) A 不 连续 函数 的 渐 近 线 


[Ë 


图 8.11 ”一 个 本 身 及 各 阶 导数 均 连 续 的 函数 (在 一 些 实际 应 用 中 看 作 不 连续 的 ) 及 其 变换 


幅度 和 斜率 的 上 限 ”一 个 函数 的 斜率 能 有 多 大 ?首先 我 们 考虑 一 个 函数 的 最 大 取 值 问 
题 .对 此 ,有 如 下 结果 : 


logF(s) 
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ло I< [T IFO Га 


从 чэ = | Feet ds 可 以 直接 推论 得 到 上 面 的 结果 。 


在 /(x) 的 复 平面 上 对 于 一 个 给 定 值 x 
的 傅 里 叶 积 分 如 图 8. 12 所 示 。z 取 其 他 
值 时 ,轨迹 也 许 有 所 不 同 , 但 是 弧 线 的 


长 度 | ”| FCs) | ds 将 保持 不 变 ,这 条 弧 


线 的 长 度 就 是 | f(x) | 的 最 大 可 能 取 „ы 
值 , 当 存 在 z+ 使 得 弧 线 伸展 成 为 直线 时 ， 
两 者 相等 . 换 句 话说 , 函数 的 最 大 取 值 
不 可 能 超过 它 在 该 点 上 所 有 的 同 相 频 
率 分 量 相 加 的 和 (如 果 存 在 的 话 ) 。 

分 量 F(s)exp(i2xzxs)ds 的 斜率 为 2risF(s)exp(i2xzrs)ds, 同 时 考虑 到 所 有 分 量 的 斜率 都 
同时 达到 最 大 值 的 可 能 性 ,我 们 得 到 不 等 式 : 


З вО) ербол) 


7(z) 的 复 平面 


图 8.12 f(x) 复 平面 上 的 轨迹 


Пао I< 2af LFO | as, 


以 上 我 们 所 得 到 的 两 个 不 等 式 都 源 于 一 个 几何 现象 , 即 : 两 点 之 间 直线 最 短 . 这 最 终 可 以 
归结 为 :三 角形 两 边 之 和 大 于 等 于 第 三 边 。 用 向 量 形式 表示 为 


lA+BI<SIAI+I BI. 
通常 看 来 ,不 等 式 经 常 可 以 简化 为 某 些 几何 上 的 不 等 关系 。 上 面 提 到 的 就 是 贝 塞 尔 不 等 式 。 
WEERGA 定义 在 区 间 (a,b) 上 的 两 个 实 函数 f(z) 和 g(x), 有 如 下 关系 : 


[f oswa] < | лоас}. 
相关 的 向 量 不 等 式 表述 为 ,两 个 向 量 的 标量 积 小 于 等 于 它们 的 绝对 值 的 乘积 
А-В<АВ 
如 果 下 和 G 都 是 z 03 К.Л T RAIS ЖЕЕ ККЖ. 
tr G+ вога «авв а [ост а. 
为 了 证 明 施 瓦 兹 不 等 式 , 令 e 为 一 个 实 常数 , 则 


о аР 697 dz 


这 是 因为 被 积 函数 大 于 0( 除 非 下 和 G 恰好 成 比例 ,而 所 选 。 使 得 下 十 eG 等 于 0, 此 时 被 积 函数 
为 0, 这 种 情况 是 必须 要 避免 的 ) 将 不 等 式 展开 ,我们 可 以 写成 


0< |FF'dz+e (F'G+FG')dr+ e [0674 


140 传 里 叶 变 换 及 其 应 用 


不 等 式 右边 是 一 个 关于 的 二 次 方程 , 记 为 c 十 医 十 ae? ,对 任意 实数 se, 其 大 于 0 的 条 件 为 外 一 
4ac <0, 

应 用 施 瓦 兹 不 等 式 时 ,应 该 给 出 确定 的 积分 区 间 。 例 如 在 不 确定 关系 中 ,使 用 的 是 一 个 无 
穷 区 间 的 积分 .实际 上 对 于 任何 确定 的 积分 区 间 , 施 瓦 效 不 等 式 都 是 成 立 的 。 


不 确定 性 关系 

众所周知 ,信号 的 带宽 -持续 期 之 积 不 能 小 于 一 个 确定 的 值 .这 是 由 时 间 和 频率 的 相互 依 
赖 关系 所 决定 的 ,本 质 上 是 一 个 数学 现象 . 它 使 得 我 们 不 能 在 时 频 平 面 上 对 信号 进行 任意 精确 
的 描述 。 我 们 可 以 分 别 任意 指定 一 个 信号 的 时 域 分 辩 率 或 者 频 域 分 辩 率 ,但 是 不 能 同时 指定 这 
两 种 分 辨 率 。 因 此 ,时 频 平 面 上 一 个 有 限 面积 只 能 包含 有 限 的 独立 数据 。 信 号 的 带宽 -持续 期 之 
积 不 能 小 于 只 含有 一 个 数据 的 基本 信号 的 带宽 (持续 期 积 ) .这 样 的 信号 要 么 是 持续 时 间 短 , 频 
带宽 ,要 么 是 准 音频 (频带 窗 ), 但 持续 时 间 长 。 

函数 的 等 效 宽度 和 其 傅 里 叶 变 换 的 等 效 宽度 互 为 导数 ,因此 有 以 下 结果 

等 效 持续 期 X 等 效 带宽 = 1 。 
根据 前 面 章 节 的 讨论 , 自 相关 宽度 的 积 可 以 表示 为 : 


| feo) l? | [raz y 
[=] 
如 果 我 们 用 均 方 宽度 的 表达 式 , 则 


offir _ POFO 
и fO f| fdz 16x‘ f(0) F0) 


上 面 的 两 种 宽度 乘积 都 不 是 常数 ,其 中 第 二 个 可 以 在 0 到 无 穷 之 间 变 换 。 
再 来 考虑 能 量 函 数 .用 (Az): 表示 | f(z) |* 的 方差 ,(As)? 表示 | ЕС) |° ИЕ 
确定 性 关系 为 


(X?) =- 


1 
мз > 
不 确定 性 关系 的 证 明 ”本 节 所 有 的 积分 都 在 (一 ,十 cc) 区 间 上 .推导 需要 用 到 结论 
[rra = ак |S FF" as, 


这 可 以 通过 微分 定理 和 瑞 利 定理 来 验证 。 
我 们 也 要 用 到 以 下 形式 的 施 瓦 效 不 等 式 : 


аргана) [f s+ feda lt, 


以 及 在 无 限 区 间 上 的 分 部 积分 公式 : 
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| arar l=1 ffar 1. 
JR fer) 和 F(s) ,都 集中 在 质心 上 ， 
Јата ЕЕ" ds 
Jas + af” daf ff da 
ПГ 


Е Галаа 
16r” ff da> 
| je Er dz 
вел da> 
| [øf de l? 
16m(| Jr da> 


21 
lôr? 


Ш 


因此 Aras > 二。 


不 确定 性 关系 举例 ” 令 f(x) 表示 电压 V(4) ,其 储 里 叶 变 换 为 S( 了 ) .为 了 图 示 方 便 , 我 们 
使 用 V(0) ,因为 它 的 储 里 叶 变 换 是 实 的 ,而 在 通常 情况 下 ,SC/) 是 复 的 . 另 一 方面 ,电压 或 电 
磁 波 的 场 只 能 是 实 的 。 信 号 的 能 量 分 布 和 能 量 谱 如 图 8. 13 所 示 , 其 中 A: 和 Af 分 别 表示 这 两 
个 函数 均 方 值 相对 其 能 量 分 布 的 质心 所 偏离 的 距离 .不 确定 关系 表明 ,AtAy 的 乘积 大 于 或 等 
于 (4zx) 如果 使 用 角 频 率 w 代替 7, 

stwa 1. 

如 果 f(x) = exp(— xa! z) А ff ` = exp( 一 2xa*x*), 其 中 zz 的 方差 为 1/4na* ,Ar = 
(4xa2) 二 。 类 似 地 ,对 于 传 里 时 变换 FF = [a 'exp( 一 xs*/a*)], 其 方差 为 a/4x,As 一 
(4zx/a2) 士 。 因 此 ,对 于 这 个 例子 ， 


=1 
ArAs = РЫ 


这 是 不 确定 性 关系 所 允许 达到 的 最 小 值 。 
然而 ,我 们 可 以 举 出 另外 的 例子 ,使 带宽 -持续 时 间 之 积 远大 于 下 限 。 假 设 一 个 雷达 发 射 机 
发 出 频率 为 10000 Jk MHz, 持 续 时 间 为 1 ps 的 脉冲 .由 不 确定 关系 
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уо) 


S) 
信号 包 ж 
+ f 


[vO Isi? 
包 的 能 量 кин 


能 量 谱 的 质心 


正 频率 能 量 谱 
Df 


图 8. 13 不 确定 性 关系 


1 
> 4x X 10! ° 


定义 正 频率 能 量 谱 为 2 | SA |°, f > 0, 其 宽度 Df 表示 为 : 


10* 


[Drs гау 


(Df? = = 
+[, Ls) 1242 


从 无 线 接收 机 的 实际 工作 经 验 中 ,我 们 知道 ， 


1 
At DF’ 


对 于 本 例 中 持续 时 间 为 1 ps 的 脉冲 ,接收 机 的 最 佳 检测 带宽 是 1 mHz。 不 确定 关系 确定 了 带宽 
-持续 期 之 积 的 下 限 ,但 是 在 本 例 中 这 个 理论 值 和 实际 经 验 值 相 差 了 10 f. 

尽管 正 频率 能 量 谱 并 不 像 根据 Af 定义 的 传统 意义 上 的 谱 SCf) 一 样 易于 数学 处 理 , 但 是 
如 果 我 们 用 探测 能 量 的 可 调谐 共鸣 器 来 做 实验 的 话 ,我 们 会 发 现 ( 正 频率 能 量 谱 ) 很 接近 于 所 
观察 到 的 结果 。 

接 下 来 我 们 考虑 乘积 

мру, 

它 与 我 们 在 上 面 的 例子 中 的 经 验 是 一 致 的 ,但 并 不 服从 在 讨论 AtAf 时 所 引入 的 下 限 (4r) ', 
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关于 мру 是 否 存 在 下 限 这 一 问题 ,Uffink 和 Hilgevoord(1985,1988) 曾经 研究 过 . 举 一 个 例 
子 来 说 明 它 并 不 服从 下 限 ,考虑 函数 s(t) = exp(— wt)cos2xfot, 其 会 里 叶 变 换 为 S(f) = 


T°xp[— nifH ЛТ +exp[— xCf 一.)?], 其 中 f, = 0.218, 如 图 8.14 所 示 。 粗 线条 表示 
At 和 Df .它们 的 乘积 为 0.400 X (1/4r) , 远 小 于 下 限 AtAf. 


Har 


T T 
-1 BE 


图 8.14 RA Af 和 Df 的 差别 ,Af 的 下 限 服从 AfAt < 1⁄4x, 
Df 是 正 频谱 的 宽度 , 它 可 以 比 Af 更 小 


有 限 差 分 
函数 f(z) 在 间隔 a 上 的 有 限 差 分 定义 为 : 


Af) = fatta- fa- ha) Ç 


由 于 经 常 和 那些 只 在 离散 间隔 上 列表 的 函数 一 起 使 用 ,因此 有 限 差分 只 定义 在 zx 的 离散 值 上 。 
当然 ,我 们 也 可 以 对 一 个 定义 在 所 как 
有 x 工 上 的 函数 计算 有 限 差分 ,在 这 Е U < 
种 情况 下 ,有 限 差 分 也 是 连续 变量 
工 的 函数 . 当 差 分 间隔 a 较 小 时 ， 
AS (zx) 较 小 且 近 似 正比 于 f(z) 的 A = == 
导数 ; 当 a 取 值 较 大 时 ,A.f(z) 可 
以 分 为 两 部 分 , 分 别 为 f(z) 的 平 -一 八 | N 
移 和 一 个 fO) 反 转 的 平移 , 如 图 
8. 15 和 8. 16 所 示 。 
由 于 xz 域 的 有 限 差分 运算 对 应 
于 变换 域 上 的 简单 乘法 ,所 以 我 们 
有 必要 关注 把 函数 表示 为 有 限 差 сас, 
分 形式 的 可 能 性 。 
练习 图 8.17 所 示 为 函数 的 2 
有 限 差 分 形式 , 如 果 可 能 的 话 , 5 
出 它们 的 原 函 数 。 结论 是 惟一 的 
ш? а 
练习 讨论 A.f Cr) 的 奇偶 


性 


° 图 8.15 不同 间隔 上 的 有 限 差分 
可 以 认为 ,有 限 差 的 计算 过 程 
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>л, И 


— сссть НИ 


(a) (b) 


Ва 8.16 。 短 间隔 和 长 间隔 上 的 有 限 差分 
(a) 矩形 函数 ;(b) 三 角 窗 函数 


与 卷 积 运算 等 价 ,也 就 是 说 : 


Afir) = 21ү(х) ж ЈО), = £ = 


前 面 已 经 讨论 了 奇 对 称 脉冲 对 的 傅 里 叶 变 


换 , 因 此 我 们 知道 
тет? D isinzas 。 
根据 卷 积 理论 ,我 们 可 以 得 到 两 个 域 之 间 
的 准确 关系 : 
如 果 /(X) 在 间隔 a 上 的 有 限 差 分 是 


Afa, WL Д/о) 的 傅 里 叶 变 换 为 
2isinrasF (s), 

函数 域 中 的 有 限 差分 运算 ,在 变换 域 
中 对 应 于 原 函数 的 傅 里 叶 变 换 乘 以 2isinras 。 

图 8. 18 所 示 的 例子 表明 ,在 大 间隔 上 的 有 限 差分 运算 对 应 于 它 的 傅 里 叶 变 换 乘 以 高 频 正 
该 函 数 ;小 间隔 上 的 有 限 差分 运算 对 应 健 里 时 变换 乘 以 低频 正弦 函数 对 于 非常 小 的 间隔 , 例 
如 , 比 f(z) 中 最 精细 的 部 分 还 要 小 的 间隔 ,正弦 曲线 实际 上 变 为 * 的 线性 函数 。 

在 x 域 中 ,有 限 差分 与 微分 的 关系 可 以 表示 为 : 


图 8.17 ”表示 成 有 限 差分 的 函数 
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f(z) F(s) 


图 8.18 有 限 差分 对 应 于 传 里 叶 变换 与 正弦 的 乘积 


在 变换 域 中 表示 为 : 


¿m 2isi š 
lim 800 = i2xs 。 


二 阶 差分 Aaf) 定义 为 ， 
А, = ALAS] = бб +a) —2f(z) + fer —a) 。 


我 们 可 以 对 有 限 差 的 结果 再 次 进行 有 限 差 运算 得 到 да, Сс) ,对 应 在 变换 域 中 , 原 函数 的 傅 里 
叶 变换 则 连续 两 次 乘 以 2i sinxas H, ALSC) 的 傅 里 时 变换 为 一 4sinm rasF(s)。 

8. 19 所 示 为 有 限 差 分 的 几何 解释 .在 有 
限 间隔 上 ,一 阶 有 限 差 分 与 平均 斜率 成 正比 ,二 
阶 有 限 差分 与 平均 曲率 成 正比 。 


练习 ”证明 d/d =a? lima 


滑动 平均 

在 处 理气 象 数据 时 , 例如 降雨 量 , 通 常 使 用 
滑动 平均 将 不 重要 的 逐 天 的 数据 波动 平滑 掉 , 以 
便于 揭示 季节 趋势 .f(z) 在 间隔 a。 上 的 滑动 平均 
定义 为 


图 8.19 f(z) 在 x= zi 处 的 一 阶 差分 及 其 在 
ж = =+ 处 的 二 阶 差分 的 几何 解释 


1 т} i > 
у= )dz'。 
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在 实践 中 , 当 自动 记录 数据 时 ,常常 对 不 必要 的 快速 波动 进行 平滑 处 理 ;例如 ,输入 毫 安 
表 的 信号 要 先 通过 平滑 滤波 器 .滑动 平均 值 是 一 种 经 过 平滑 处 理 的 值 .在 电子 计数 器 中 对 输入 
电压 积分 并 在 固定 时 间 间 隔 的 结束 时 刻 输 出 结果 ,就 可 以 得 到 滑动 平均 值 .对 电 下 积分 的 常用 
方法 是 把 电压 输入 电压 -频率 转换 器 ,然后 在 给 定 的 时 间 间 隔 里 对 压 控 振荡 器 进行 计数 。 


显而易见 ,滑动 平均 可 以 表示 为 函数 与 矩形 函数 的 卷 积 形式 ,该 矩形 函数 宽 为 ,面积 为 
1: 


(Z) 


因为 ae: 开 (z/a) 的 傅 里 叶 变 换 是 sincas ,根据 卷 积 理论 可 得 ,7(z) 在 间隔 a 上 的 滑动 平均 的 伟 
里 叶 变 换 是 sincasF(s)。 因 此 ,对 函数 求 滑动 平均 , 在 变换 域 中 对 应 于 其 传 里 叶 变 换 乘 以 
sincas 。 
练习 ”用 滑动 平均 来 解释 下 面 两 个 性 质 : 
limsincas =1 和 lim sincas = a '8(s) 


对 一 个 函数 进行 多 次 滑动 平均 运算 ,可 以 得 到 函数 的 高 阶 滑动 平均 .所 以 ,二 阶 滑动 平均 
表示 为 ， 


engan) en, 
HARTERA: 


sinc’asF (s) 。 


注意 到 ,sinc?as 是 a-'A(z/a) 的 傅 里 叶 变 换 。 因此 , 二 阶 滑动 平均 可 以 视 为 原 函 数 与 
аЛа) 卷 积 结果 的 加 权 滑 动 平均 。 

图 8. 20 所 示 为 一 个 矩形 函数 多 次 滑动 平均 的 结果 ,以 及 相应 的 变换 。 从 中 我 们 可 以 看 到 
以 下 关系 : 


ач (z) жееп *азп(=)э sinc"as 。 


中 心 极限 定理 

大 量 函 数 卷 积 后 得 到 的 结果 将 会 非常 平滑 (如 图 8. 20 所 示 ) ,并 且 随 着 参与 卷 积 的 函数 的 
数量 的 增加 ,结果 将 会 逼近 高 斯 形式 .连续 多 次 卷 积 后 所 呈现 的 这 种 趋势 ,可 以 用 中 心 极限 定 
理 严 格 表述 .下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 。 

图 8. 20 画 出 了 两 列 函数 的 轮廓 , 当 n-~~ со 时 ,它们 中 间 部 分 的 形状 都 逼近 高 斯 形式 .右边 
的 第 一 个 函数 sincs 在 * = 0 附近 很 小 的 一 个 范围 内 ,可 以 用 抛物 线 1 一 ms* 来 近似 .同样 的 , 右 
边 的 第 个 函数 在 s = 0 附近 可 以 近似 为 (1 一 ms*)"。 


ТЕР WE ОИ 16 ал+ A 
a т? = [1 ms’ + Rms ] 
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> 


图 8. 20 ”连续 的 滑动 平均 和 它们 的 变换 


>b 


> 


= [m + — e Je m 


=” 十 余 项 


固定 * 并 令 — co ,我 们 得 到 一 个 不 断 变 牵 的 高 斯 项 ,其 宽度 按照 + 规律 变化 ,加 上 一 个 相对 
重要 性 逐渐 减 小 的 余 项 。 右 边 列 曲线 的 中 心 曲率 随 ”的 增加 成 比例 增加 。 
高 斯 项 的 变换 具有 高 斯 形式 : 
(zje 
ШЖ п 增 大 ,高 斯 变换 逐渐 变 宽 , 其 方差 与 成 比例 增加 .很 明显 ,这 是 因为 函数 卷 积 后 的 方差 
等 于 原 函 数 方差 的 和 这 个 性 质 所 带 来 的 结果 。 
一 个 有 趣 的 现象 是 :在 连续 的 自 相 关 和 自 乘 运算 下 ,函数 趋向 于 高 斯 形式 。 


练习 画 出 s 较 小 时 ,cos's 和 [Jo(s)]” 的 曲线 。 

Khinchin(1934) 对 余 项 性 质 进行 了 一 般 性 讨论 .显然 ,并 不 是 所 有 的 函数 通过 连续 的 自 
卷 积 运算 ,都 能 趋 近 高 斯 形式 .例如 , П Сс) зіп 就 不 行 .然而 ,仍然 有 大 量 的 函数 可 以 通过 
卷 积 平滑 趋 近 高 斯 形式 ,包括 非 对 称 函 数 e。“H(z), 还 有 一 些 是 看 起 来 不 连续 的 函数 ,比如 
TI (zx)。 甚 至 11(zx) ,该 函数 有 两 个 无 穷 间 断 点 ,也 能 通 近 高 斯 形式 .我 们 可 以 通过 数值 仿真 来 
研究 函数 逼近 高 斯 形式 的 速度 (比如 ,计算 连续 的 序列 乘积 {1 1) 5.01 1 1 1)",{3 2 1}”" 通 
过 绘 出 序列 各 项 对 它们 距 中 心 的 距离 的 平方 的 对 数 曲线 进行 测试 )。 
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中 心 极限 定理 通常 表述 为 ,在 适当 的 条 件 下 ,个 函数 卷 积 的 输出 (并 不 一 定 要 求 所 有 函 
数 都 相同 ) 等 于 高 斯 函数 ,其 方差 是 所 有 不 同 函 数 的 方差 和 再 加 上 一 个 余 项 ,该 余 项 随 着 n 的 
增 大 以 某 种 方式 逐渐 减 小 。 

我 们 不 再 详细 讨论 条 件 的 适用 性 ,一 个 基本 的 事实 是 :参与 卷 积 的 函数 的 傅 里 时 变换 在 原 
点 处 应 该 具有 隆起 的 特性 ,我 们 的 例子 就 符合 这 一 点 , 即 它 应 当 具有 a 一 bs* 一 样 的 形式 .其 中 
a 不 能 为 0, 也 就 是 说 ,所 有 个 函数 与 + 轴 所 包围 的 面积 都 不 能 为 0, 否则 它们 仿 里 叶 变 换 的 
BE s = 0 处 为 0, 并 且 卷 积 的 结果 与 + 轴 所 包围 的 面积 也 为 0. 类 似 地 ,a 也 不 能 为 无 穷 .有 时 
可 以 为 0, 但 是 不 能 为 无 穷 显 然 ,在 原点 处 不 能 包含 类 似 A(z) 的 分 量 ,因为 类 似 A(x) 的 函数 
在 原点 处 将 会 有 永久 的 拐角 ,从 而 使 函数 无 法 逼近 高 斯 形式 。 

并 不 要 求 所 有 的 变换 在 原点 处 都 具有 零 斜 率 ,但 假设 斜率 不 是 无 穷 , 通 过 相对 于 质心 来 表 
示 函 数 的 办 法 通常 可 以 保证 这 一 点 。 

在 并 域 中 ,定理 适用 的 条 件 可 以 表示 如 下 .首先 考虑 相同 实 函 数 /(zx) 的 卷 积 ， 


fer) ж уб) ж fx) w = * РС), 
规定 /(x) 的 面积 不 能 取 负 值 .那么 第 一 个 条 件 (a Z 0 R оо) 变 为 ; 


o< fT fade 
ЕСО) 应 满足 的 条 件 为 : 
Голово. 
要 求 FO) 的 二 阶 导数 有 限 (5 有限 ) 且 非 正 , 则 
o< f f(r)dr< =. 


还 应 该 考虑 二 阶 导数 不 连续 的 情况 .但 是 ГС) 为 实 函数 ,F(s) 的 实 部 为 偶 函 数 , 则 F(s) 在 原 
点 两 侧 曲率 相同 .因此 ,所 有 的 间断 点 都 应 在 FC) 的 虚 部 .但 是 FC) fE s = 0 处 虚 部 为 0, 因 
此 取 极 限 后 ,F"(s) 在 s = 0 处 的 间断 点 的 影响 消失 了 .。 综 上 所 述 , 只 要 f(x) 满足 均值 有 限 、 方 
差 有 限 且 与 x 轴 所 包围 的 面积 有 限 的 条 件 就 足够 了 。 

对 于 不 同 函数 卷 积 的 情况 ,除了 要 求 三 阶 和 矩 绝 对 有 限 ,Lyapunov 还 提出 要 满足 一 个 更 复 
杂 的 条 件 以 保证 三 阶 矩 不 要 太 大 。 


练习 考虑 (sincz)"，(sincsz)""，[(1 + 2], СПС)", [IICz)sinz]'", 
[e “singrH(z)]'`" 的 特性 。 

如 果菜 个 函数 的 伟 里 叶 变换 在 有 限 点 := s, 处 为 0, 所 有 变换 的 乘积 也 为 0, 那 么 它们 的 乘 
积 就 不 会 是 高 斯 形式 .因此 ,在 r 域 中 所 有 的 卷 积 函数 都 不 能 是 甜 形 函数 。 这 个 结论 也 许 没有 
什么 实际 意义 ,因为 卷 积 的 传 里 叶 变换 在 s> s 区 间 可 以 十 分 逼近 高 斯 函数 ,使 得 对 于 一 些 场 
合 和 目的 来 说 ,0 与 准确 高 斯 值 是 不 可 分 辨 的 .这 就 是 有 [ICz)]… 的 情况 。 


两 个 域 中 对 应 关系 的 总 结 
表 8.5 列举 了 前 面 所 讨论 的 结果 ,以 供 参考 
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#85 NEHER 
[pasan 函数 与 < 轴 所 包 图 的 面积 等 于 传 里 叶 变 换 的 中 
| 心 幅度 
Голов = ЕО 一 阶 和 矩 正比 于 傅 里 叶 变换 的 中 心 斜 率 
w EW 质心 模 坐 标 正比 于 传 里 时 变换 中 心 斜率 与 中 心 
T! = аР) 幅度 的 比值 
[EA ИЕН 
an a Е = 的 均 方 值 正比 于 传 里 叶 变 换 中 心 曲率 与 中 心 幅 
” IFO) 度 的 比值 
函数 卷 积 结果 的 质心 模 坐 标 等 于 函数 质心 模 坐 
(zm)/., = (zy + (z), өй 
标的 和 
ыар, BAGRA RKI NME атаката 
标的 和 
фе=4+а 函数 卷 积 结果 的 方差 等 于 函数 方差 的 和 


如 果 /(zx) 的 和 阶 导数 含有 冲 激 , 则 РС) ~l slt 
如 果 f(z) 的 m 阶 导数 和 g(x) 的 n 阶 导数 含有 冲 激 , 则 f = g 的 (m 十 n) 阶 导数 含有 冲 激 


[лов Г 的 等 效 宽度 等 于 它 与 z 轴 所 包 图 面积 除 以 
== 它 的 中 心 幅 度 
NS 函数 的 等 效 宽度 和 它 的 传 里 叶 变换 的 等 效 宽度 
互 为 倒数 
КОЗИ 最 大 可 能 幅度 
IS I< е LFO | ds 最 大 可 能 斜率 


| [сокса l < Eo Fafi Fd жж 


awar >i 不 确定 性 关系 


Afla) = 2i Ca) * f(z) 有 限 差 是 函数 与 奇 脉冲 对 的 卷 积 
间隔 a 上 的 有 限 差 ， 对 应 变换 域 中 乘 以 


А.С) D 2isinxasF (s) Zisinxas (注意 :微分 对 应 于 乘 以 2205) 


a (2) * f(x) D sincasF() 间隔 a 上 的 滑动 平均 ,对 应 变换 域 中 乘 以 sincas 


如 果 函 数 的 传 里 叶 变 换 在 原点 处 隆起 , 则 大 量 这 
种 函数 的 卷 积 结果 通 近 高 斯 函数 (中 心 极限 定 
理 ) 


а/ж fa 
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习题 

1. 推导 exp(— т?) ж exp(— 2?) 的 简单 表达 形式 。 

2. 证 明 ;(1 十 z?)"' 的 自 卷 积 和 它 本 身 只 相差 一 个 尺度 因子 .证 明 自 卷 积 结果 的 宽度 是 原 
函数 宽度 的 2 倍 ,也 就 是 说 ,在 本 例 的 卷 积 运算 下 宽度 具有 可 加 性 。 把 这 个 结果 与 已 知 的 方差 
的 可 加 性 统一 起 来 。 

3. 根据 卷 积 函 数 宽度 的 性 质 , 研 究 形 如 (1 + a/a) ' * (1 十 zx*/F)”' 的 函数 及 其 宽度 。 

4. 用 直接 积分 证 明 


A) H(z) D 2 — £ sincs 
rs i2ms 


按照 下 面 的 步骤 验证 此 结果 : 先 用 得 加 和 移 位 定理 , 求 出 (d/dz)[A(z)H(z)] 的 储 里 叶 变换 ， 
然后 使 用 微分 定理 将 其 转换 到 工 域 。 
5. 将 上 题 的 傅 里 叶 变 换 分 为 实 部 和 虚 部 ,证 明 


1 — cosrssincs 
i2rs 


АН) D ÑTsine s + 


根据 代数 学 ,验证 中 心 幅度 和 斜率 分 别 与 函数 AGH) 的 面积 和 一 阶 和 矩 联系 在 一 起 。 并 注 
意 到 傅 里 叶 变换 是 否 是 hermitian 的 .将 A) HC) 分 为 奇 部 和 偶 部 两 部 分 ,分 别 求 傅 里 叶 变 
换 。 

6. 由 于 太阳 黑子 数 的 不 规则 变化 , 取 连 续 5 天 的 和 对 每 日 的 黑子 数 序 列 做 平滑 处 理 ;也 
就 是 说 ,每 天 的 黑子 数 与 前 两 天 和 后 两 天 的 黑子 数 相 加 .下 面 给 出 的 是 从 1900 年 1 月 1 日 开始 
的 5 天 连续 和 的 序列 : 

45,35,25,15,5,0,0,0,0,15,50,80,100,125,125,100,80,70,45,30,30,30,35,60,80, 
90,95,100,90,85,75。 

从 这 组 平滑 过 的 的 序列 中 ,我 们 能 够 推导 出 每 天 的 实际 黑子 数 是 多 少 ? 

7. 证 明 : 
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WW, 
W к 25 W, 
« 


ЖУ, 是 函数 /(x) 的 等 效 宽度 。 
8. 证 明 :对 高 斯 函数 的 卷 积 ,其 等 效 宽度 的 平方 具有 可 加 性 。 
9. 证 明 :4sinc:2s 一 sinc?s 的 等 效 宽度 是 1/3, 并 且 计算 sincs + sinc:2s 的 等 效 宽度 。 
10. 研究 函数 fC) 的 Jones 带宽 的 性 质 ,Jones 带宽 定义 如 下 : 


N ЕЕ” ds 
А 
Ры 


11. 证 明 f(x)H(z) 的 自 相关 宽度 是 f(x) 的 2 倍 。 
12. 验证 下 列 自 相关 宽度 : 


jk 


n? 


函数 ， xlIL(z 一 去 ) Пот 3902-3) е" 


宽度 ， £ 1 РЕ 


13. 函数 f(x) 的 横 坐 标 z 被 划分 成 有 限 个 有 限 的 区 间 ( 再 加 上 两 个 半 无 穷 的 末端 区 间 )， 
这 些 有 限 区 间 被 不 重 登 地 重新 组 合 ,形成 一 个 新 的 函数 , 称 之 为 f(z) 混 组 后 的 派生 函数 。 例 
如 ,11 个 脉冲 的 序列 


"ats 


PIA- m 
© 


和 函数 | x | H Cr/2) АЕ ПС) 和 AG) 
混 组 后 的 派生 函数 ,反之 亦 然 . 证 明 若 包含 
х = 0 的 区 间 在 混 组 中 没有 被 移动 , 则 混 组 
后 的 等 价 宽度 不 变 ; 任 何 情况 下 混 组 后 的 自 
相关 宽度 不 变 。 考 虑 混 组 对 波形 全 部 能 量 的 
影响 ,并 且说 出 函数 功率 谱 的 哪些 参数 在 混 
组 后 是 不 变 的 。 

14. 偶 函 数 gr) 是 由 函数 f(x) 经 图 
8.21 所 示 的 对 称 化 过 程 后 得 来 的 ,图 中 AB 
= CD,EF = GH 十 1 ,以 此 类 推 .这 个 转换 过 程 被 称 为 Steiner 对 称 化 过 程 , 它 被 Jacob Steiner 
用 来 证 明 贺 是 指定 面积 下 周 长 最 小 的 图 形 .证明 f(z) 和 g(x) 的 自 相 关 函 数 有 相同 的 等 效 宽 
度 。 

15. 根据 对 称 化 过 程 说 明 函 数 exp(— z) H(z) 和 exp( 一 | x |) 的 关系 ,并 且说 明 它们 相应 
的 功率 谱 是 如 何 联系 的 。 

16. 证 明 两 个 奇 函 数 的 卷 积 是 偶 函 数 。 

17. 在 函数 和 其 自 相关 函数 之 间 建 立 下 列 关 系 。 


图 8.21 Steiner 对 称 
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函数 自 相关 
Hz) AG) 
e ziete 
02) alr) 
еН) Le 
е” emG+lzl) 


18. 通过 伟 里 叶 变换 域 中 的 一 个 简单 讨论 ,说 明 当 久 很 大 时 exp( 一 xxz)eosur 0 AAA 
数 是 2 #exp( 一 二 rr)eosur。 


19. 在 对 coszr 进 行 自 相 关 时 会 出 现 一 些 问题 .证 明 : 在 某 种 意义 下 余弦 函数 的 自 相关 函数 
仍 是 余弦 函数 。 


20. 证 明 函 数 自 相 关 宽 度 的 乘积 及 其 变换 满足 下 式 ， 
(| fdz)? (|Fds)’ 
otara а 
слао 


并 且 该 乘积 没有 非 零下 界 。 
21. 证 明 下 列表 达 式 : 


лі [тата 
п. 自 互 易 变换 。 我 们 知道 至 少 有 一 个 函数 人 (*) 同时 也 是 它 自 己 的 伟 里 叶 变换 FO), 
因为 
e ое", 
有 人 说 下 式 
fO = ee бе" 


也 是 一 个 储 里 叶 变换 与 其 自身 相同 的 函数 ,也 即 FO = f(s) ,你 能 够 证 明 或 者 证 伪 这 个 说 法 
щ? 
23. 波 包 谱 ”证明 


Jaaa 
ху ра? + Ат? s таз 
exp(— Bz°)cosar D ( texp[ ( ) Joshe ) 


48 B 

24. 冲浪 在 冲浪 者 中 间 流 传 着 一 个 传说 , 即 每 一 次 第 七 个 浪 会 更 大 一 些 .在 波谱 域 中 相 
应 的 特征 是 什么 ? 

25. Hermite 多 项 式 对 ”从 下 列 傅 里 叶 变 换 式 对 
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те" ове" 
Urr? — De™ D- (4r? De™ 
Urr — 3r)e т" D ilas — 35)е ” 
(16л?х* — 24лт° + 3)e D (162: st — 24r? + 3)e =° 
可 以 得 出 ,一 般 地 ， 


H, (VDE D (DH, /2wsye “° , 


HEH, H, Cr) 5 Hermite #ЛЇҖ:1,2х,4х*—2,8х* — 12x, 16x —481° +12, n = 0,1,25, 
26. 计算 音乐 ”描述 如 何 能 够 产生 一 种 持续 升 调 ,但 保持 在 人 耳 可 听 到 的 范围 之 内 的 声 
音 。 
27. 听觉 ”一 个 背 对 着 小 提琴 手 的 音乐 家 能 够 判断 出 这 个 演奏 者 是 正在 缓慢 地 离开 还 是 
在 减弱 声音 。 当 被 问 到 这 种 能 力 时 ,音乐 家 回答 说 :小 提琴 手 可 以 响亮 或 轻柔 地 演奏 一 个 单 音 
并 保持 音质 不 变 , 但 是 当 他 在 持续 演奏 一 个 单 音 并 向 外 走 开 时 ,音色 将 会 有 明显 的 改变 。 声 音 
听 起 来 会 更 纯 因为 泛音 减弱 了 ”, 一 个 声学 工程 师 说 ;“ 在 你 听 到 滴答 声 的 时 候 ,你 也 接收 
了 墙壁 反射 回来 的 能 量 . 较 远 处 同样 的 滴 管 声 听 起 来 更 弱 , 但 是 耳 朱 接 收 到 的 反射 能 量 是 大 致 
相等 的 。 因 此 ,主观 感觉 和 一 个 近 处 较 弱 的 滴答 声 是 不 一 样 的 。 既 然 冲 激 响应 是 不 同 的 ,自然 
地 ,小 提琴 的 声音 听 起 来 也 就 不 同 "。 如 果 这 种 解释 是 正确 的 ,说 明 它 和 音乐 家 的 解释 是 一 至 
的 。 
28. 傅 里 叶 变 换 相位 的 中 心 斜率 FO 是 给 定 实 函数 SO) 的 传 里 叶 变 换 ,用 $C) 表示 
FCs) 的 相位 .证 明 ,如果 $(s) 经 过 原点 ,其 在 原点 处 的 斜率 是 : 


PO = 一 2z| алада: учэй. 


当 fix) = re *H(z) 时 ,验证 这 一 结论 。 

29. 滑动 平均 的 恢复 。 已 知 g(z), 它 是 f(z) 与 矩形 函数 (x) 卷 积 平滑 的 结果 , 即 : 
g(x) = HO) * F(z)。 希 望 得 到 fer), MEERA R I Са), ВЕП Со) ж HO) = 
8(Сх) ,或 者 是 否 能 求 出 (sincs)” 的 傅 里 时 变换 。 

30. 加 权 滑动 平均 的 恢复 ” 试 着 找 出 用 三 角 窗 加 权 的 滑动 平均 运算 的 逆 运 算 , 也 就 是 说 ， 
如 果 g(x) = Абл) * С) Ж А Со), МАЯК, СЯ g(x), 则 可 以 通过 运算 f(x) = 
A ! (r) x g(x) 求 得 /(zx)。 如 果 这 种 方法 是 有 效 的 ,那么 A“'(z) * АС) = SCz)。 前 提 假 设 是 : 

fe) = g(r—D)+2g rx—2)+3g 0 38) + 
对 一 些 特例 ,通过 画 出 前 2 项 或 3 项 来 检验 这 个 公式 ,并 试 着 推导 它 。 

э.в ”确定 常数 a,b 和 c ,使 得 f(x) = a 十 bcos2xcx 在 区 间 一 1 过 x 过 1 上 能 够 很 好 
地 拟 合 sincz。 在 什么 情况 下 ,我 们 可 以 认为 FCs) STO 类 似 ? 

32. sinc 函数 的 性 质 — 从 本 章 参考 书目 Abramovitz 和 Stegun(1964) 的 著作 第 75 页 中 ,我 
们 发 现 


эшет = (1-2). 
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我 们 可 以 认为 式 中 的 每 个 抛物 线 因子 通过 z = 1,2,…n 来 逐渐 改变 乘积 .证 明 (1 一 x)(1 一 
z /4)(1 — z: /9) 的 展开 式 系数 和 sincz 的 泰勒 级 数 展开 的 系数 不 同 .为 什么 ?为 什么 中 心 极限 
定理 不 适用 ? 

эз. 两 种 推理 方法 ”一 个 在 时 域 描述 而 要 求 在 频 域 回答 的 问题 ,可 以 有 两 种 途径 来 解决 : 
把 函数 变换 到 频 域 并 解决 变换 后 的 新 问题 ,或 者 在 时 域 中 求解 ,然后 将 结果 变换 到 频 域 。 考 虑 
下 面 的 问题 :一 个 短 脉 冲 近似 包含 有 直至 其 滚 降 频 率 (其 数值 为 脉冲 持续 时 间 倒 数 的 分 数 倍 ? 
的 平坦 频谱 ,但 是 对 于 一 个 由 两 个 完全 相同 的 而 不 是 相当 近似 的 连续 脉冲 组 成 的 波形 来 说 ,是 
不 是 也 是 这 样 的 ?其 频谱 是 否 有 不 包含 任何 信息 的 频率 点 (零点 )?” 


推导 这 个 结论 的 一 种 方法 是 :脉冲 对 可 以 表示 为 一 个 单 脉冲 波形 和 脉 串 对 二 3C1) + 18а 


— T) 的 卷 积 ,其 中 工 是 脉冲 间 的 间隔 。 相 应 地 , 它 的 频谱 包含 因子 cosxTf ,在 特定 的 一 些 频率 
点 处 出 现 了 零点 这 个 问题 并 不 要 求 计算 完整 的 频谱 以 及 频谱 零点 处 的 频率 ,但 是 和 一 些 重要 
的 问题 一 样 ,我 们 所 关注 的 仅仅 是 某 种 特定 的 现象 是 否 存在 .因此 ,这 里 的 推理 过 程 很 简洁 . 试 
着 用 另 一 种 方法 来 推导 这 个 结论 。 

34. 波 包 横 坐 标的 方差 ”推导 波 包 S) = exp[ 一 x(z/W)*]cos2xwr 的 方差 (zx?)。 

35. 一 个 函数 由 一 个 不 对 称 的 三 角形 峰 和 它 的 反射 构成 ,定义 为 : 


klrl, 0 和 lzl<a 
fæ = 411166 a<lzl<1 
0，…， 1zl>1 


其 中 和 a 均 位 于 0 和 1 之 间 。 求 它 的 健 里 叶 变 换 FO). 
36. 雷达 脉冲 发 生 器 — 为 了 用 持续 时 间 A = 0.1 ps 的 脉冲 把 功率 为 1 MW 的 无 线 电波 


输出 到 天 线 上 ,需要 在 发 生 器 的 输入 端 用 150001] (2 — +A) V 的 电压 来 激励 ,一 种 实现 的 方 


法 是 花费 大 约 1 ms 时 间 把 一 个 传输 线 导体 的 电压 稳定 地 控制 在 30 kV .传输 线 的 特性 阻抗 Z 
要 等 于 发 生 器 的 输入 阻抗 在: = 0 时 ,开关 把 充电 的 传输 线 和 发 生 器 接 通 ,把 15 kV 的 电压 加 
到 发 生 器 的 输入 端 电 荷 以 恒定 的 速率 (持续 0. 1 ps 直到 全 部 的 电荷 都 被 消耗 流 和 传输线， 
于 是 ,发 生 器 激励 将 下 降 到 零 并 且 在 发 射 天 线 端的 r. f 射频) 脉冲 也 将 终止 。a) 请 问 传 输 线 
的 长 度 必须 长 多 少 米 ?(b) 从 发 生 器 端 看 进去 ,到 传输 线 部 分 的 输入 阻抗 是 多 少 ? 求 出 电压 传 
асс: ЖОЙ ҖЕ АЖО. Сс) 请 问 传输 线 部 分 的 冲 激 响 应 是 什么 ? 

эт. 用 有 限 差分 表示 函数 ”依据 图 8. 17 做 这 个 练习 。 

эв. 阅读 期 刊 ”浏览 近期 期 刊 中 有 关 本 领域 的 研究 ,找到 一 篇 你 感 兴趣 的 论文 ,并 且 以 表 
格 的 形式 总 结 一 个 提纲 .这 个 表格 要 能 够 使 你 的 教师 给 班 里 的 同学 就 这 个 工作 做 一 个 10 л 
左右 的 讲座 ,并 且 不 需要 引用 原文 。 

39. 设计 一 个 家 庭 作 业 。” 设计 一 个 适合 你 们 班 的 家 庭 作业 问题 ,并 把 合适 的 解答 一 起 上 
交 。 记 住 ,问题 和 练习 是 有 区 别 的 。 

40. @ ЛЕ 将 量 了 于 力学 的 基本 原理 应 用 于 一 个 谐 波 振荡 器 , 谐 波 振荡 器 是 一 个 受 
弹性 (弹性 限度 内 的 抗 找 性 ) 为 的 弹簧 约束 的 质量 为 m 的 物体 , 它 的 空间 波 函数 уо) СЕ 


模 平方 YY 给 出 了 物体 在 z + 去 dz 的 之 间 的 相对 概率 ) 服从 二 阶 线性 微分 方程 : 
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h dy 一 工人 zz 到 二 
z ЕЕЕ kp = 0. 


对 于 各 种 允许 的 能 量 E, = 各 (n 十 去 ), n = 0, 1, 2, = 方程 的 解 为 : 


(хт) = 2 —H,(ar)exp(—az2/2), 
Мукну "“ Š, 


其 中 必 = k/m, a = (mk/h)*,H, 是 列表 在 习题 8.25 中 的 Hermite EHR, 其 中 
Hermite-Gauss 函数 H,(z)exp( 一 x*/2) 是 其 本 身 的 储 里 叶 变 换 . 这 个 解 隐 含 了 这 样 一 个 关系 
一 一 如 果 对 薛 定 户 方 程 逐 项 作 伟 里 叶 变换 ,所 得 到 的 变换 更 的 微分 方程 仍然 是 一 个 薛 定 户 方 
程 .是 不 是 这 样 呢 ? 


# 9+ 
波形 频谱 ,滤波 器 和 线性 性 


本 章 从 系统 输入 可 以 分 解 为 指数 或 谐 波 分 量 的 观点 来 讨论 线性 系统 (比如 电 滤波 器 ) 的 
响应 ,并 且 提出 了 在 时 域 考察 滤波 器 作用 的 等 效 方法 .此 外 ,还 推导 了 线性 性 (Linearity) 与 着 
积 之 间 的 基本 联系 。 


电波 形 与 频谱 

一 个 电信 号 V O 的 波形 是 一 个 关于 时 间 : 的 单 值 实 函数 ,其 中 , 代表 物理 意义 上 可 实现 
的 时 间 。 显 然 ,我 们 不 可 能 产生 一 个 不 连续 的 、 无 限 大 的 或 是 无 始 无 终 的 电流 或 电压 信号 ,但 是 
通常 我 们 还 是 习惯 于 将 阶 牙 、 冲 激 以 及 简 谐 波 函数 也 叫 作 电 信号 的 波形 函数 。 当 讨论 电路 的 冲 
激 响 应 或 者 阶 路 响应 时 ,我 们 隐 含 着 一 个 更 严格 的 表述 , 即 当 激励 为 一 个 趋 于 不 连续 阶 路 或 无 
穷 脉冲 的 函数 序列 时 系统 的 响应 .这 同样 也 适用 于 对 输入 为 交流 或 直流 情况 的 描述 。 

信号 波形 VO) 的 频谱 SC) 定义 为 它 的 传 里 叶 变 换 ( 或 是 极限 意义 下 的 侍 里 叶 变 换 ): 


sD = [ voerde 
据 此 
vw = | speras. 


因为 VCz) 定义 为 实 函 数 , 故 频谱 函数 S(f) 的 实 部 必定 为 偶 函数 ,而 它 的 虚 部 必定 为 奇 函 
数 ( 见 第 2 章 ), 即 SC f) 是 Hermitian 的 。 
波形 有 时 会 有 一 些 特殊 的 限制 , 表 9. 1 给 出 了 一 些 常见 的 限制 。 
我 们 在 第 2 章 中 已 经 以 方式 1 的 形式 给 出 了 一 种 波形 和 频谱 函数 之 间 的 变换 公式 ,该 变 
换 有 时 写成 方式 2 的 形式 , 即 
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50) = Г усек dt, 
VD = 去 | Sloe dw 。 
2a) - 


将 方式 1 中 的 2xf 用 ww 代替 ,引入 了 系数 1/2x, 当 然 ,这 个 系数 根据 方式 2 的 公式 中 4,w 和 
xs 的 一 致 对 应 关系 可 以 写 在 任 一 个 积分 的 前 面 . 这 里 给 出 的 公式 应 用 非常 广泛 ,如 果 用 df 代 
替 公 式 中 的 dw/2x, 那 么 公式 是 对 称 的 ,一 些 使 用 者 就 是 基于 这 一 事实 来 记忆 非 对 称 系数 的 位 
置 的 .方式 1 的 公式 可 以 直接 不 加 变化 地 推广 到 多 维 情况 中 去 ,但 在 电路 理论 中 这 一 事实 不 受 
重视 ,因为 :没有 高 阶 的 推广 。 


表 9.1 对 应 的 限制 


名 称 | ктм 频谱 限制 
хаж [уо = 0 Кеб f) 为 偶数 ,ImS(J) 为 奇数 
开关 函数 [уо =o%e<o IMSA) 是 ReS( f) 的 希 尔 伯 特 变换 
дай [уо >20 情况 复杂 
有 限 能 量 | уй = [зау - ж 
有 限 持 续 期 [уо =о,|г|>тТ SH REA ITAS 决定 


带 限 函数 | VO 完全 由 IMOVO 决定 | SP = o, | f- fo |> M 


我 们 有 时 还 可 能 遇 到 具有 如 下 对 称 形式 的 方式 3: 


S(w = 一 | уде dt， 


(2x)? 


уш) = [7 Swed, 
к) = 


усо 也 可 以 是 一 个 幅度 变化 的 冲 激 串 .特别 地 , 冲 激 串 可 以 是 等 间隔 的 ,在 上 一 2 时 刻 幅 
度 为 a1, 其 中 i 和 4, 都 是 整数 .这 样 ,一 般 的 连续 时 间 理 论 就 涵盖 了 可 以 用 系数 序列 {a,} 表示 的 
信号 且 直 接 产 生 了 数字 信号 处 理 (DSP) 这 个 主题 。 

另外 ,Hartley(1942) 还 给 出 了 一 个 有 趣 的 具有 完全 对 称 形式 的 公式 对 ; 


ты = | VO созат + sinwt) de, 
QH 


vo = [Í Pw) (coswt + sinot)do, 
(2x)12-= 
就 像 在 第 13 章 所 定义 的 那样 ,coswt + sinwt 显然 是 一 个 傅 里 叶 内 核 函 数 。 傅 里 叶 定理 有 
对 应 的 内 容 ( 第 12 章 ), 并 且 自从 1983 年 以 来 ,已 有 数 百 篇 论文 研究 过 快速 Hartley 算法 ( 见 
Proc. IEEE, vol. 82，March 1994， 带 参考 书目 的 特辑 ) 。 


滤波 器 
我 们 这 里 说 的 滤波 器 泛 指 那些 有 输入 和 输出 的 物理 系统 ,其 它 的 等 效 术语 有 变换 器 ` 四 端 
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网 络 和 双 端 口 元 件 等 .虽然 下 面 采用 的 大 多 是 电学 术语 ,但 其 实 这 些 见解 同样 适用 于 机 械 学 或 
是 声学 中 的 变换 器 ,或 是 其 它 领 域 传送 振动 或 震荡 的 等 效 设备 .当然 ,即使 是 在 电学 领域 ,滤波 
器 也 呈现 为 多 种 不 同 的 形式 ,从 大 量 的 线圈 和 电容 到 难以 理解 的 几何 结构 波导 器 件 。 

当 一 个 波形 Acos2x ft 输入 到 一 个 线性 时 不 变 滤波 器 时 ,正如 后 面 将 要 证 明 的 ,其 输出 仍 
然 是 单 谐 波 ,但 通常 它 的 振幅 和 相位 将 发 生 改变 。 设 输出 波形 为 Bcos(2r 产 十 和 ,那么 滤波 器 
完全 可 以 用 一 个 与 频率 有 关 的 复数 量 TO 来 表征 ,复数 量 的 模 为 B/A, 相 位 为 $, 即 


T(f) = Во, 
我 们 把 TOO 称 为 传输 因子 ,传递 函数 、 系 统 函 数 , 或 称 为 滤波 器 的 频率 响应 。 
要 求 得 输入 波形 V, G) 通过 滤波 器 后 的 输出 波形 V: (2) ,可 以 先 求 出 Vi(1) 的 频谱 5,0), 


对 各 个 频谱 分 量 分 别 乘 以 对 应 的 传输 因子 ,得 到 V, Со) 的 频谱 S,( 了 ) ,然后 再 利用 傅 里 叶 反 变 
换 还 原 出 V0), р 


SP = TAS, 
那么 
vo = |А тор, етар 。 а) 


由 于 频 域 的 相 乘 相当 于 时 域 的 卷 积 ,所 以 V, Со) 也 可 以 由 V, G) 与 一 个 特定 滤波 器 特征 
函数 卷 积 而 直接 得 到 , 即 


Vae) = lG) жу). (2) 
其 中 ,1(4) ATO 的 傅 里 叶 反 变 换 。 
这 两 个 过 程 可 以 用 图 表示 如 下 ， 
从 (站 一 一 仿 里 叶 变 换 —S,(f) О] 


与 FTC) 相 乘 ”与 1(1) 卷 积 4 一 一 傅 里 时 反 变 换 —T(f) 
И ; 


И, ()— во — 5,07) ГАТ] 


我 们 把 所 有 的 量 合并 在 一 个 图 中 ,根据 惯例 ,时 域 函 数 在 左边 ,其 对 应 的 变换 在 右边 ,两 者 
的 相互 关系 可 以 简明 地 总 结 如 下 


„0 > 507) 
ви) э RUTO) 
noO > SN 


由 公式 (1) 可 以 看 到 , 当 输入 波形 的 频谱 S O = 1, ВЛ У, (0) = 000) 时 ,输出 波 
形 即 为 滤波 器 的 特征 波形 10) .通信 中 将 其 称 为 滤波 器 的 “ 冲 激 响 应 .很 多 情况 下 它 可 以 像 频 
率 特征 函数 ТО) 一 样 用 来 表征 一 个 滤波 器 的 特性 ,而 且 更 容易 通过 实验 方法 得 到 。 公 式 (2) 
简单 地 将 Vi(t) 分 成 冲 激 序列 ,并 且 把 V(t) 表示 为 滤波 器 对 每 个 冲 激 分 量 响应 的 和 。 
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第 三 种 表征 滤波 器 特性 的 方法 是 用 它 的 “ 阶 跃 响应 ”, 即 当 输入 为 阶 跃 函数 V, (2) = На) 
时 ,滤波 器 输出 波形 。 令 这 个 输出 函数 为 A(2) .同时 ,将 Vi(z) 看 作 由 阶 跃 序列 Vi (OHG r) 
构成 ,我 们 可 以 得 到 


У.) = AG) < V, (O), (3) 


将 式 子 两 端 进行 伟 里 叶 变 换 , 并 与 公式 (1) 比较 ,我 们 可 以 得 到 阶 路 响应 与 滤波 器 传输 特性 之 
闻 的 关系 ， 


5,6) = AMin fS P, (4) 
因此 有 TP = i2xf AP, 
通过 进一步 的 变换 我 们 可 以 得 到 滤波 器 的 阶 路 响应 和 其 冲 激 响 应 之 间 的 关系 ; 
та) = SAG. 


使 用 不 同 的 因子 ,重新 对 公式 (4) 进行 变换 ,我 们 可 以 得 到 
уа) = A't) жу 00), 
或 是 一 些 含有 更 高 次 导数 或 者 积分 的 公式 ,甚至 包括 分 数 阶 的 导数 和 积分 。 
图 9.1 给 出 了 与 阶 跃 响应 A(t) 有 关 的 一 些 关系 。 


3 Бо] "ут [=] 
еж ж 


1 жө РҮ" TO SFHR т 
图 9.1 ЖИН БЕ RU СОА 0538 PE ЈЕ МОД ҮЗ Б) А R fi: 
把 各 种 滤波 过 程 总 结 如 下 表 。 


输入 分 解 为 以 下 形式 用 以 下 特性 描述 滤波 器 MEER 


正弦 或 余弦 波 传输 特性 T( f) IO 
冲 激 函数 冲 激 响 应 ТО) то? 
кшк BEHN AU) тер /2nif 


这 样 ,在 滤波 器 理论 中 有 以 下 几 种 形式 的 傅 里 叶 积分 : 
vo = | spertas 
0 = Г. тена 


Аш = [2 лау, 
раг 


所 涉及 到 的 卷 积 积分 如 下 : 
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vW = Ë Id 一 DVDdr= IG) *V,(D = AD x V, (D 
vo = [ AG— DV’ dr = Ас) < V, (D. 
线性 滤波 器 理论 的 通用 性 th k 


本 节 中 ,符号 V 既 用 来 表示 输入 也 用 来 表示 输出 ,但 是 讨论 并 不 局 限于 电 参 数 .所 给 的 讨 
论 不 仅 可 以 做 出 机 械 的 ,声学 的 ,光学 的 解释 ,而 且 还 可 以 输入 是 电压 而 响应 是 电流 ,或 者 反 过 
来 . 当 输 入 电压 激励 而 输出 电流 响应 时 ,T(/) 称 为 传输 导 纳 ;而 当 输 入 是 电压 而 响应 是 电流 
BETO 则 称 为 传输 阻抗 .这 里 的 术语 传输 系数 包括 传输 阻抗 传输 导 纳 , 也 包括 当 网 络 的 输 
入 和 输出 都 是 电压 或 是 电流 时 无 量 纲 的 传输 系数 .尽管 “传输 ”一 词 就 像 在 “传输 导 纳 ” 中 表示 
的 意思 一 样 ,包括 了 在 一 点 激励 ,而 在 另 一 点 产生 响应 的 情况 ,然而 “传输 系数 ” 却 包括 了 在 激 
励 点 处 测量 的 响应 ,因而 传输 导 纳 包括 了 一 点 上 的 简单 导 纳 。 

只 要 满足 时 不 变 ( 见 下 面 ) 的 条 件 , 那 么 前 面 所 讨论 的 内 容 适 用 于 速度 / J.W / 压力 、 电 
磁场 比 和 其 它 可 以 适用 线性 个 加 原理 的 主题 。 

数字 信号 是 由 序列 ,或 是 如 {1 2.7 7.4 20.1 …} 的 数组 组 成 的 , 它 与 连续 时 间 的 
冲 激 函数 串 在 信息 内 容 上 是 等 价 的 ,本 例 中 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


800) +2.78(t— 1) +7. 480 — 2) +20. 180 — 3) 十 … 


因此 ,本 节 的 理论 也 适用 于 离散 时 间 信号 .然而 , 当 要 进行 数值 计算 时 ,实际 的 操作 是 不 同 的 ， 
它 将 简化 为 第 3 章 所 讲 的 卷 积 和 .这 种 情形 类 似 于 通过 对 离散 值 求 和 的 方式 计算 积分 ,此 过 程 
不 同 于 通过 分 析 计算 积分 。 

在 数字 信号 传输 中 ,滤波 器 可 以 用 于 噪声 的 抑制 , 锐 化 ,确保 与 频谱 分 配 的 一 致 性 ,对 时 钟 
电路 进行 同步 ,以 及 其 它 的 目的 .这 些 滤波 器 主要 是 用 由 导体 ,半导体 和 介 电 材料 制 成 的 电阻 、 
电容 ,电感 以 及 有 源 电路 元 件 构成 的 .对 于 研究 由 这 些 器 件 组 成 的 网 络 来 说 ,电路 图 是 一 个 必 
不 可 少 的 工具 。 电 路 图 原 是 指 表示 线圈 、 彼 此 隔 开 的 电容 器 接头 位 置 和 联 线 等 布局 的 一 种 示 
意图 ,而 在 这 里 , 它 根 本 不 再 表示 一 个 物理 器 件 ,而 是 表示 一 组 微分 方程 .这 就 很 好 地 说 明了 电 
路 图 可 以 从 电气 工程 移植 到 机 械 振动 或 声学 领域 .当然 ,从 物理 器 件 抽象 出 电路 图 的 工作 需要 
对 物理 概念 的 深入 理解 。 

抽象 工作 完成 后 ,得 到 的 数学 模型 就 可 以 直接 处 理 而 和 实际 的 物理 世界 无 关 . 信 号 理论 是 
更 高 级 的 数学 抽象 , 它 把 微分 方程 隐藏 在 " 黑 盒子 " 中 并 全 部 用 操作 符 代替 。 信 号 发 生 器 、 滤 波 
器 ,传输 和 反馈 系统 ,以 及 检测 器 等 之 间 的 互 连 都 可 以 用 流程 图 来 表示 .虽然 仍 是 由 电路 图 而 
来 ,流程 图 却 淡化 了 电路 的 概念 而 强调 了 全 操作 符 的 概念 ,例如 矩阵 操作 符 就 是 数字 信号 处 理 
理论 中 一 类 重要 的 操作 符 ,这 样 流程 图 再 次 与 物理 现实 脱离 了 (这 样 通过 两 次 抽象 除去 了 具体 
的 实现 细节 )。 


数字 滤波 
离散 时 间 信 号 ,当时 间 + 取 整数 时 ,可 以 看 作 是 对 连续 时 间 信号 VC 进行 规则 采样 而 得 到 
的 。 采 样 得 到 的 序列 /(n) ,其 中 ”为 整数 ,是 潜在 的 “真实 ” 信号 Ус) 的 近似 表示 。 这 样 说 并 不 
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是 意味 着 信号 (m EVO 要 差 . 正 相反 ,测量 值 /(n) 是 我 们 了 解 信号 V(O 的 基础 。 

简单 的 采样 装置 包括 一 个 时 钟 , 它 把 VO 和 一 个 电容 连通 一 个 短 的 充电 时 间 , 断 开 时 刻 
电容 上 的 电压 被 数字 化 并 且 记录 下 来 .这 就 是 采样 保持 电路 . 另 一 种 通常 更 可 取 的 间接 方法 是 
将 VO) 与 一 个 压 控 振荡 器 连接 一 个 短 的 时 间 , 把 信号 传 给 一 个 计数 器 ,对 震荡 的 周期 进行 计 
数 并 记录 .无 论 采用 哪 种 装置 ,采样 都 是 信号 在 一 个 有 限时 间 内 的 加 权 平 均 。 

并 不 是 所 有 的 离散 信号 都 是 某 一 个 连续 函数 的 采样 ,例如 一 座机 场 每 日 的 着 陆 次 数 , 某 日 
的 降雨 量 等 ,这 种 名 副 其 实 的 离散 时 间 信号 是 现实 存在 的 。 

离散 时 间 信号 fO) 当 作 输入 信号 时 ,通常 需要 进行 滤波 : 低 通 滤波 器 可 以 用 来 减少 不 期 
望 的 随机 噪声 和 快速 的 系统 波动 ;高 通 滤波 器 通常 用 来 减少 不 期 望 的 漂移 ;精密 的 带 通 滤波 器 
则 可 以 用 来 使 数字 信号 满足 电话 线 或 无 线 传输 的 规定 带宽 的 要 求 。 

滤波 操作 实际 上 就 是 将 输入 信号 与 期 望 的 离散 时 间 冲 激 响应 h(n) 进行 卷 积 ,多 数 情况 下 
h(n) 可 以 通过 对 给 定 的 频率 响应 进行 健 里 叶 变换 得 到 。 设 输出 信号 为 gCn) ,我 们 有 


g(n) = (п) ж fin). 
可 以 与 连续 时 间 卷 积 积分 进行 比较 : 
VOD SIHOVA) 。 


在 第 3 章 已 经 讨论 了 离散 卷 积 的 方法 ,在 第 13 章 中 ,我 们 将 要 讨论 一 种 在 控制 系统 分 析 
中 非常 有 用 的 等 效 = 变换 。 理 论 上 ,滤波 器 的 冲 激 响应 h(n) 可 以 有 无 穷 多 项 。 这 里 可 能 存在 一 
个 误区 ,因为 常见 到 术语 “有 限 长 冲 激 响应 "(FIR) 滤波 器 ,但 是 在 数值 计算 中 并 没有 说 冲 激 响 
应 是 有 限 长 的 。 

如 果 让 一 个 离散 时 间 信号 OD 通过 与 一 个 连续 时 间 冲 激 响 应 1(0) (比如 e "Н Со) 卷 积 进 
行 滤波 ,我 们 可 以 很 容易 地 计算 或 作 图 得 到 


VD = 1) + У) fw w], 


但 是 输出 Ve (O 将 不 再 是 一 个 离散 时 间 信号 .这 个 过 程 相当 于 将 O 转化 为 一 个 离散 时 间 冲 
激 响应 h(nm)。 其 中 ,h(0) = 0.5, AO) = e! ,h(2) = e? see ВИЙ АСО) 取 为 1(0 一 ) 和 区 0 十 ) 
的 均值 。 

例 :h(n) 如 前 所 述 , 取 fO) = (121), 


gin) = {0.5 60" e? е? } ж (121) 
= {0.5 1.37 1.37 0.69 0.25 ---} 


由 图 9.2 可 以 看 出 ,在 :的 整数 点 上 ,V:(1) 55 g(n) 的 值 相 等 ,从 而 可 以 说 明 离散 序列 h(n) 
与 连续 的 冲 激 响应 То) 是 等 效 的 。 


对 定理 的 解释 

第 6 章 讨论 过 的 关于 函数 及 其 傅 里 叶 变换 的 所 有 定理 都 可 以 用 波形 、 谱 和 滤波 器 来 解释 。 
为 参考 方便 起 见 , 表 9. 2 列 出 了 这 些 定理 ,所 使 用 的 符号 与 本 章 一 致 .下 面 只 对 前 四 个 定理 进 
行 讨论 。 - 
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人 
T T T 
ба) (b) 
图 9.2 (a) 连续 时 间 冲 激 响 应 1(1) = e“ H (t) 和 它 在 1 的 整数 点 上 的 采样 h(n) 
(b) 当 输 入 为 fn) = {1 2 1) 时 ,引起 三 个 响应 eH(D ,2e ?HG 一 1),e НО 2) СВ 
线 ) ,它们 的 和 是 V;(2)( 粗 线 ),V; (1) 的 采样 与 gCn) = h(m) * fO) 一 致 


表 9.2 波形 和 频谱 的 对 应 关系 


定理 波形 VD 频谱 SC 
相似 性 | Van sb 
lal a 
am У +00 500 +5070 
移 位 уа Т) ese 
160-95 +1. 2 
调制 V(t)coswt Sf m ++ S(f+ 5) 
卷 积 m TPS P 
自 相关 Уп) жу ISe l|: 
vw Г? 
微分 
vo 一 4 大 SC 人 
Е 50Р 
频 域 微分 
гуш) -SP 
有 限 差分 | дуо = ve++D-ve- LD 2isinzTfS( f) 
二 阶 差分 | аус — sin? zTfS( D 
P inmé I sinx fT, 
滑动 平均 | ПС) "У "Тер 


AH ооа fi ssar 


能 量 Viovod = [` SS; df 


E 
gma || voda- so 
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续 表 9.2 


定理 波形 VCO 频谱 507 


ШЕ A 
重心 ш = 522 = 500) 
[| voa 7 2990 


7 уса = S 
ЕА і 


сы 


5 (0) 


Уо = a 


| 

MEE f. evoa = S 
| 
f 


Vo), Sar 
; ү 2 Ol 


KOSMET 
不 等 式 


усо <2r] ISP 1 af 


相似 性 定理 。 本 定理 中 ,周期 和 频率 的 互 易 关 系 是 非常 明显 的 ,因为 对 时 间 尺度 压缩 一 
个 给 定 的 因子 相当 于 压缩 了 所 有 谐 波 分 量 的 周期 ,因此 就 以 同样 的 因子 提高 了 每 个 分 量 的 频 
率 。 因 为 V(0) 不 随时 间 尺 度 变化 而 改变 ,由 定 积分 定理 可 知 频谱 下 的 面积 保持 不 变 , 因 此 当 频 
谱 扩展 到 更 高 频率 时 ,补偿 因子 |a | ' 相应 地 降低 频谱 的 幅度 。 


登 加 定理 。 即使 把 这 个 定理 转换 为 电波 形 和 谱 的 说 法 , 它 也 只 是 储 里 叶 变换 线性 性 的 一 
个 简单 表达 ,该 定理 对 于 线性 系统 中 的 波形 信号 是 成 立 的 ,当然 ,即使 对 非 线性 电路 中 的 波形 
信号 , 它 也 必须 成 立 ,然而 ,变换 的 线性 性 质 使 它 适合 于 处 理 线性 问题 。 


移 位 定理 。 当 信号 波形 延迟 了 一 个 给 定时 间 工时 , 它 的 谐 波 成 分 所 受到 影响 是 不 同 的 。 
比如 频率 恰好 等 于 Т! 或 其 整数 倍 的 谐 波 成 分 ,根本 不 受 影响 ;周期 远大 于 工 的 分 量 受 影响 较 
小 ,但 是 周期 大 小 同 工 值 , 相 比较 小 的 分 量 , 相 位 受到 的 影响 就 会 很 大 一 般 地 ,我 们 可 以 说 周 
期 Ti = /i' 的 分 量 , 它 的 幅度 不 变 但 是 相位 延迟 了 2xT/T, .因此 ,每 个 分 量 SC f.) 在 移 位 后 变 
为 exp( 一 i2xf1T)S(f1)。 


调制 定理 把 一 个 角 频率 为 的 音频 信号 调制 到 一 个 角 频 率 为 0 的 载波 上 ,调制 后 的 波 
№№: 


(1 十 Mcoswt)cosQt， 


其 中 M 是 调制 深度 .该 波形 和 未 调制 载波 cosQt 的 不 同 之 处 在 于 加 了 一 个 参量 McosQtcoswt， 
该 量 的 形式 为 调制 定理 所 适用 的 形式 。 
调制 定理 说 明 ,如 果 信号 V(O 的 傅 里 叶 变换 为 SA ,那么 波形 V(t)coswt KRE HER 
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可 以 把 S( f) 两 分 为 相同 的 两 半 , 其 中 之 一 向 右 移动 一 个 量 w/2x, 另 一 个 向 左 移动 相等 的 距 
离 . 因 此 ,如 果 


уа) = McosQt, 
那么 
= 1 ау 1 = 
50) = М 92) ++M8(f — p) 


故 ,McosQtcoswt 的 傅 里 叶 变换 是 : 


1 ароз Q C ао. ааа ао 
МА МО о МС з a +4 М0 n 


最 后 这 个 表达 式 必须 加 上 载波 cosQt ОЙ (R LE FB) ,来 得 到 调幅 信号 (1 十 Mcoswt)cosQt 
的 频谱 。 通 过 这 种 方法 ,可 以 产生 简单 调制 理论 的 常见 边 带 ( 见 图 9.3). 
2 


AE үе 


MecosDr coswt w 


(1 + Mcosee )coant 


图 9.3 ”调制 波形 和 它们 的 频谱 
调制 定理 的 北 间隔 一 定时 间 连 续 发 送 两 个 相同 的 信号 ,那么 这 个 复合 信号 的 频谱 可 以 
通过 对 一 个 信号 的 谱 乘 以 一 个 频率 的 余弦 函数 得 到 , 即 
VG + T) 十 V(G 一 T) D 2cos2xTfS( f) 。 
在 逆 定 理 的 这 个 表达 式 中 ,时 间 原 点 选 在 了 两 个 分 离 信号 的 原点 的 中 间 , 但 我 们 也 可 以 
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写 为 ( 见 图 9. 4) : 
V(O 十 V( 一 2T) D 2e #*/cos2xTfS(f) 。 
这 两 种 表达 式 都 可 以 由 移 位 定理 直接 得 到 。 


V(r+T)+ V(t-T) 2cos2=Tf|S(f)| 
VG- T) 


V(r+ T) 


图 9.4 调制 定理 的 道 


线性 和 时 不 变 

设 信号 Va), Wa С 分 别 是 一 个 滤波 器 对 激励 信号 V Со) Wa Со) 的 响应 。 如 果 无 论 选择 
ЕВЕ У Со Со 都 有 Vi(4) 十 W(t) 通过 滤波 器 的 响应 是 V:(t) + W, (a) ,那么 就 可 以 
说 这 个 滤波 器 是 线性 的 .有 时 还 会 加 上 一 个 条 件 ,对 任意 ЯТУ, (0) raV C) ау, Со) 的 响应 ， 
但 是 ,我 们 可 以 从 耸 加 性 质 推出 这 个 关系 ( 先 证 明 a 为 整数 的 情况 ,然后 证 明 整 数 比 的 情况 了 ) 。 

时 不 变性 质 是 指 对 任何 和 V(t) 来 说 ,信号 Vi(t 一 了 T) 的 响应 都 是 V(t 一 T)。 

作为 线性 时 不 变 的 后 果 , 一 个 激励 Acos2xft( 其 中 f 表示 频率 ) 的 响应 是 

Bcos(2x ft — $), 

Hp $ A B/A 可 以 随 频 率 的 改变 而 变化 .所 以 ,响应 具有 与 激励 相同 的 形式 ,但 在 相位 上 可 能 
延迟 了 一 个 $, 幅 度 上 可 能 变化 了 一 个 因子 B/A. 量 $ 和 B/A 是 滤波 器 的 特性 ,而 且 可 以 用 一 
AMB TO) 简单 地 表示 ,这 个 量 就 是 传输 因子 ,定义 为 


= Be 
TCD = де. 


下 面 将 要 证 明 这 个 命题 , 它 的 本 质 是 一 个 给 定 频率 的 谐 波形 式 的 激励 ,其 响应 也 具有 相 
同 的 形式 和 相同 的 频率 ,而 与 频率 的 选择 无 关 。 这 个 性 质 有 时 也 不 严格 地 表述 为 :“ 谐 波 输入 、 
谐 波 响应 。” 

令 输入 激励 为 单位 强度 ,并 且 是 一 个 复 时 间 函 数 V. (2) 的 实 部 ,其 中 六 (1) 定义 为 ， 


ба) = en, 
那么 ,响应 可 以 表示 为 : 
VD =TM. 
信号 表达 式 上 面 的 抑 扬 符号 提醒 我 们 ,与 习惯 不 同 ,我 们 使 用 的 是 复 的 瞬时 值 而 不 是 实 的 。 这 


四” 当 从 头 开始 就 不 排除 电压 是 无 理 数 这 种 可 能 时 ,可 以 参考 Newcomb(1963) 作为 数学 考虑 的 指南 。 
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样 做 可 以 带 来 代数 上 的 简化 。 

为 了 证 明 这 一 声明 , 令 系统 对 输入 V, G) = exp(i2x ft) 的 响应 为 关于 f 和 + 的 一 般 函 数 
K(f,Dexp(i2xft), 为 方便 起 见 , 指数 因 式 被 提 了 出 来 . 现在, 输入 一 个 有 延迟 的 激励 
exp[i2xf(1 一 了 T)], 由 于 时 不 变性 质 , 输 出 响应 为 K(f, :一 T)exp[i2rf(t 一 T)]。 然 而 ,延迟 后 
的 激励 可 以 表示 为 原始 激励 与 一 个 常数 的 乘积 , 即 


D = езет (уу, 
因此 ,由 于 线性 性 质 , 系 统 的 响应 可 以 表示 为 原始 响应 和 同一 个 常数 的 乘积 , 即 
Kft Te 7 = PNK f, 


因此 ， K(f.,:— T) = K(f,), 
BKS D 是 时 不 变 的 ,可 以 简单 地 表示 为 T(J) 这 就 证 明了 谐 波 激励 . 谐 波 响应 这 一 基本 性 
质 正 是 线性 和 时 不 变 的 结果 。 

现在 ,我 们 证 明 激励 与 响应 之 间 存 在 下 面 的 卷 积 关系 是 一 个 等 效 条 件 。 卷 积 关系 为 


Va) = I) ж) 
由 于 滤波 器 是 线性 的 ,所 以 响应 可 以 用 激励 Vi(1) 的 最 一 般 的 线性 泛 函 形式 来 表示 , 即 令 : 


мо = | анун, 
已 知 系统 是 时 不 变 的 , 故 对 于 所 有 的 工 输入 V(: 一 T) 输出 V(t 一 Y), 即 有 


Va- D = | VD, 


或 иш = | tT + DVN 


因此 ,对 所 有 TJO = JG + T, + T) 是 时 不 变 的 条 件 。 由 此 ,J (t,t ) 是 一 个 仅 与 参数 
= 有 关 的 函数 , 即 


Јал) =1а—›, 


且 иш = | -Oa 
因此 ,线性 和 时 不 变 意味 着 卷 积 关系 成 立 。 


周期 性 

一 个 在 所 有 z+ 上 定义 的 非常 数 函数 (zx) ,如 果 对 任意 x 存在 一 个 正常 数 T, 使 得 fz + T) 
= f(x) ,那么 我 们 称 f(x) 是 周期 的 , 且 周 期 为 .该 函数 不 必 是 连续 的 ,一 个 函数 可 以 有 不 只 
一 个 周期 ,例如 函数 cosz 的 周期 为 2r, 但 是 4r,6r 等 也 是 它 的 周期 .最 小 的 周期 称 为 基本 周 
期 .诸如 II(z) 这 样 的 冲 激 不 满足 在 所 有 有 定义 的 条 件 , 但 是 可 以 产生 IICz) 定义 的 函数 序 
列 , 其 中 的 每 一 个 函数 都 是 单位 周期 的 ,我 们 可 以 说 Сл) 在 极限 意义 下 是 周期 的 两 个 周期 
函数 的 和 不 一 定 是 周期 函数 (如 созт + созт), 当然 , 也 有 可 以 是 周期 函数 (如 ,cosz + 
cos99z) ,并 且 具 有 不 只 一 个 周期 .含有 某 个 周期 的 谐 波 成 分 并 不 能 确保 信号 是 周期 的 ,相反 
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地 ,即使 用 傅 里 叶 分 析 检测 不 到 任何 相应 频率 分 量 的 迹 线 ,波形 也 可 以 是 周期 的 (见习 题 ) 。 
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习题 


1. 输入 电压 为 1H(t) 时 ,电路 响应 RO) 称 为 斜坡 响应 证 明 对 于 一 个 通常 的 输入 电压 
ус), 其 响应 可 以 表示 为 : 


人 ROG— WV (du ， 


而 且 这 个 表达 式 特别 适合 用 于 输入 电压 波形 是 多 边 形 的 情况 。 

2. 一 路 电影 音频 信号 以 正常 速度 的 两 倍 通 过 一 个 高 保 真 的 再 生 系 统 。 物 理 上 是 显然 的 , 且 
相似 性 定理 证 实 了 ,正弦 输入 信号 的 频率 实际 上 变 成 原来 的 2 倍 。 考 虑 相似 性 定理 所 说 的 有 关 
幅度 的 变化 ,使 得 我 们 很 容易 从 物理 上 理解 它 。 

з. 一 个 不 透明 的 音 轨 中 的 一 个 透明 带 (在 > = 0) 被 一 个 矩形 缝隙 扫 过 .证 明 :响应 的 等 效 
宽度 或 者 等 于 透明 带 的 宽度 或 者 等 于 缝隙 的 宽度 。 

4. 一 个 有 限 持续 期 的 信号 作用 于 一 个 滤波 器 ,滤波 器 冲 激 响应 的 持续 期 比 信号 的 持续 期 
短 ,证 明 输出 波形 的 持续 期 大 于 输入 波形 的 持续 期 ,但 是 所 延长 的 量 ( 用 等 效 宽度 度量 ) 比 冲 
激 响 应 的 持续 期 短 。 

5. 一 个 均匀 传输 线 的 ( 复 的 ) 电 长 度 为 09, 证明: 在 没有 负载 阻抗 的 情况 下 ,输出 电压 对 输 
入 电压 的 传输 系数 由 ТОР) = sechb 给 定 。 

б. 一 个 下 型 连接 的 滤波 器 ,其 串联 阻抗 是 Z, 和 Z, ,并 联 阻抗 是 Z, .证 明 电压 传输 函数 是 ， 

23 
Z, +Z; ° 

7. 在 上 题 的 T 型 连接 中 , 令 Z, = 0,Z, = R. 元 件 Z, 是 特征 阻抗 为 R 的 无 损 传 输 线 的 开路 
长 度 ,所 以 我 们 可 以 写作 Z, =—iRcot2xTf ,其 中 是 常量 .证 明 :对 输入 电压 阶 路 的 输出 响应 
是 时 间 的 矩形 函数 ,因此 一 般 情况 下 ,输出 电压 是 输入 电压 的 有 限 差分 。 

в. 将 许多 相同 的 无 源 二 端口 网 络 级 联 起 来 ,输入 一 个 电压 冲 激 , 形 成 一 个 向 下 传播 的 干 
扰 , 在 距离 输入 很 远 的 一 个 点 ,这 个 干扰 表现 为 单个 无 源 网 络 冲 激 响 应 的 重复 自 卷 积 。 这 个 干 
扰 是 否 趋 于 高 斯 形式 ? 

9. 证 明 : 一 个 线性 系统 对 于 调制 信号 (1 十 Mcoswt)cosQt 的 响应 和 对 于 音频 信号 Mcosot 


TPH = 
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的 响应 成 正比 。 

10. MEHRA 。 设 用 一 个 单位 周期 的 电压 信号 ро) 控制 一 个 阴极 射线 示波器 上 点 的 y 
方向 偏转 , 即 у = Со) ,zx 方向 偏转 由 以 频率 运行 的 时 基 发 生 器 控制 ,所 以 x 一 sin2rmx。 证 
明 ,波形 在 一 个 周期 内 所 围绕 的 面积 就 是 p(t) 的 傅 里 叶 系数 a,, 且 b, 的 值 也 可 以 用 类 似 的 方 
法 得 到 。 

11. 时 不 变 ”一 个 仅 由 一 个 门 组 成 的 二 端口 网 络 ,初始 时 门 是 打开 的 ,在 遇 到 输入 信号 的 
第 一 个 阶 路 时 , 门 关闭 . 门 关闭 之 前 ,无 论 输入 如 何 , 系 统 都 无 输出 ,在 门 关闭 之 后 ,系统 的 输出 
就 等 于 输入 。 史 密斯 说 ,“ 很 显然 ,系统 对 信号 Vi(1 一 T) 的 响应 是 V(t 一 了 ) ,而 与 工 值 和 输入 
波形 w 无 关 。 因 此 ,系统 是 时 不 变 的 .” 但 是 琼斯 说 :“ 我 不 同意 这 种 看 法 ,今天 早上 我 输入 了 一 
段 音 乐 ,但 是 没有 输出 ,下 午 我 重新 输入 了 相同 的 信号 ,传输 却 完成 了 。” 问 这 个 系统 是 否 是 : 
(a) 时 不 变 的 ;(b) 线性 的 ? 

12. 弹性 电容 。 一 个 固体 介质 的 平板 电容 器 在 充电 时 会 受到 挤 压 , 压 力 与 对 应 电荷 间 的 
吸引 力 成 正比 当 电容 器 的 极 板 接近 时 电容 增 大 ,把 一 个 正弦 电压 作用 在 电容 器 上 时 ,每 个 周 
期 内 ,电容 实际 值 会 两 次 超过 电容 器 的 固有 值 . 当 正弦 电压 的 频率 是 1000 Hz 时 ,电容 值 变化 
的 频率 为 2000 Hz, 显 然 , 电 流 的 变化 就 不 是 严格 正弦 的 了 .考虑 一 个 输入 为 电压 ,输出 为 电流 
的 系统 。 由 于 系统 不 满足 线性 或 时 不 变性 ,或 者 两 者 都 不 满足 ,这 是 否 会 破坏 了 对 正弦 输入 的 
响应 仍 是 正弦 的 规律 ? 

13. 线性 性 和 空间 不 变 ”一 个 有 二 维 图 像 f(z,y) 的 幻灯 片 ,其 中 /的 值 是 当 光 照 在 幻灯 片 
上 时 产生 的 光 的 亮度 。 另 一 幻灯 片 g(x,y)( 一 个 掩 片 ) 和 它 放 在 一 起 。 量 g 是 传输 因子 (范围 从 0 
到 1)。 掩 片 的 作用 是 用 g(z,y) 乘 以 原始 图 像 然 后 传送 一 个 新 图 像 h(x，,y) = f(z,y)g(z, y), 

(a) 证 明 乘 积 操作 是 线性 的 但 是 随 空间 变化 的 ;(b) 给 出 一 个 特殊 的 掩 片 例子 以 说 明 原始 
图 像 中 高 的 空间 频率 如 何 能 够 碱 小 为 低 的 空间 频率 。 

14. 线性 ”用 一 个 可 能 是 非 线性 的 设备 做 下 面 的 实验 .实验 中 的 脉 串 发 生 器 可 以 产生 持 
续 期 从 1 ~ 100 ps, 幅度 从 1 mV ~ 1 V 的 电压 脉冲 ,用 示波器 来 监视 响应 电流 ,由 实验 看 到 ， 
当 脉冲 的 持续 期 一 定时 ,示波器 的 波形 在 幅度 上 与 脉冲 的 电压 成 正比 .不 论 选 择 什么 样 的 持续 
期 ,总 可 以 观察 到 这 个 比例 . 问 :这 个 现象 能 否 证 明 上 面 的 设备 是 线性 的 ?我们 知道 ,过 高 的 电 
压 可 能 会 使 设备 产生 诸如 尖峰 等 的 非 线性 响应 ,这 个 实验 中 ,我 们 不 考虑 这 种 情况 ,而 把 输入 
电压 控制 在 适当 的 范围 内 ,只 是 问 器 件 是 否 是 线性 的 .) 如 果 你 认为 设备 是 线性 的 ,给 出 并 证 
明 它 所 服从 的 荆 加 规则 (激励 在 允许 的 范围 内 ) .如 果 你 认为 设备 是 非 线 性 的 ,请 试 举 出 一 个 非 
线性 设备 的 例子 ,使 其 具有 实验 中 设备 的 性 质 。 
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15. 输出 与 输入 成 比例 ”对 于 一 个 系统 , 若 输 入 V(t) 的 响应 是 W(t) ,而 nW, (1) 是 输入 
nV, (D 的 响应 ,其 中 为 整数 ,对 任何 V, O 都 成 立 . 问 :系统 是 否 一 定 是 线性 的 ?如 果 是 ,证 明 
它 与 “线性 和 时 不 变 ” 一 节 中 的 表述 是 等 价 的 ;如 果 不 是 , 试 给 出 一 个 满足 上 面 描述 的 系统 并 
证 明 它 是 非 线性 的 。 

16. 结合 律 失效 — 将 冲 激 响 应 分 别 为 оС) 和 L.G) 的 两 个 两 端口 网 络 级 联 起 来 ,使 得 复 
合 网 络 的 冲 激 响应 为 1(1) = G) * 1,(1).( 可 以 通过 提高 第 二 个 网 络 输入 阻抗 的 方法 ,或 者 
J LG) 定义 为 第 二 个 网 络 存在 情况 下 ,第 一 个 网 络 输出 端的 冲 激 响应 的 方法 来 确保 系统 的 精 
确 性 ) 。 


F hO = на), LG) 一 5 一 SG 一 1), 故 Ji) = Па ) 。 若 输入 电压 VCO 一 e '， 


则 输出 电压 为 ,VCD = Va IO = Па е [ечди e- De AE R 
们 说 : 

Vel) = Val) ж С] к [PCD]。 
根据 卷 积 的 结合 性 质 , 我 们 期 望 可 以 说 : 

Уш = Ги < B (Dx LD, 
上 式 中 ,中 括号 里 的 量 就 是 信号 在 两 个 网 络 结合 处 的 响应 ,但 是 ， 

уш яш = ете HO ена odu = Геи, 

可 以 看 出 ,这 个 积分 是 发 散 的 。 试 讨论 产生 这 种 情况 的 原因 。 


17. 结合 律 ”对 下 面 有 关 卷 积 结合 律 的 例子 ,我们 能 总 结 出 什么 ? 


H(z) + (0) + H(— z) 
H(z) ж @'(z) + sgnz 
етж [000) – 002 — 1)]* Н(х). 


18. 稳定 性 ”机 械 学 中 ,系统 稳定 指 的 是 当 系统 受到 一 个 微小 的 扰动 后 ,系统 将 产生 一 个 
使 它 回 到 初始 状态 的 力 , 在 与 放大 器 和 反馈 电路 有 关 的 电子 学 中 ,也 有 类 似 的 用 法 ,然而 ,是 用 
另 一 种 方法 来 定义 线性 系统 稳定 性 的 , 即 如 果 对 任意 1V1() |< M, 都 有 1V:(4) |< AM ,那么 
系统 就 是 稳定 的 。 也 就 是 说 , 当 输入 Vi(7) 的 绝对 值 小 于 一 个 最 大 值 M 时 ,那么 对 一 个 稳定 系 
统 ,无 论 选择 什么 样 的 输入 波形 ,输出 的 绝对 值 也 将 小 于 一 个 最 大 值 &M .稳定 系统 定义 的 另 
一 种 形式 是 ,如 果 一 个 系统 的 单位 冲 激 响 应 的 绝对 积分 | _ LIW | 4 EA R (ñ k ,那么 系统 是 


稳定 的 . 问 以 下 系统 是 否 稳定 ?( 设 ,(z) 为 输入 电压 ,V:(1) 是 由 之 产生 的 电流 。) 


mam 
-R 

R. c R 
(a) (b) 
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19. 稳定 性 ”在 一 条 长 度 为 ! 的 短路 无 损 传输 线 上 , 波 速 为 w, 电 流 冲 激 响应 为 : 


то) = 20080) +2ги 0) +2ги tD ++], 


由 于 | IO | di 不 是 有 限 值 , 系统 看 起 来 是 不 稳定 的 .再 想 一 想 ,车 输入 一 个 有 界 电压 
IT(D ,电流 响应 Z OHTU- 2 +20 D +] ЯНИ Н ERARA 


v 
导致 了 有 界 输出 ,系统 似乎 又 是 稳定 的 .试问 :这 两 种 说 法 哪 一 种 是 正确 的 ? 

20. 线性 ”变换 的 连续 性 ”一 个 数学 系统 模型 在 输入 V, (O 和 输出 V, (a) 之 间 具有 如 下 
关系 ;V(t) ЖУ, с) 去 掉 断 点 之 后 的 波形 .更 准确 地 , 若 V, (+) ЯЕ t = a sazio ran АВМ 
个 大 小 为 上 ,jz，…Jn 的 断 点 ,其 中 NN 有 限 ,那么 


N 


VD = VD — DTHG—a,). 


试问 :此 系统 是 否 是 线性 时 不 变 的 ? 

21. 变换 的 连续 性 GMa) 是 一 个 非 零 实 函数 ,并 且 各 阶 导 数 都 存在 (无 冲 激 ), 在 区 间 
(一 1,1) 之 外 对 任意 :函数 值 都 为 零 ,例如 exp[ 一 (1 一 x*) ' JH (z/2). 3 8235 r — 0 时 的 函数 
序列 pC) = r 'M[r ' (z — r). 88% p.(z) 下 的 面积 保持 恒定 , 且 与 t WEEER limp, (т) 
= 0 对 于 所 有 的 z 都 成 立 . 原 因 是 当 x 三 0 时 ,p,(z) 恒 为 零 .对 于 z 为 正 的 情况 ,总 存在 r= 
xz/2 使 得 对 于 所 有 的 较 小 值 ,p,(z) = 0.38 p. C) 输入 一 个 用 变换 S 表 示 的 线性 系统 , 它 把 输 
人 函数 р.х) 映射 为 输出 函数 g(x) ,表示 为 

q, = SLp]。 
设 变换 S 连续 ， 
Sllimp.] = limS[p,J, 


由 于 线性 ,等 式 左边 S[0] = 0; 因 此 ,对 等 式 右边 


limS[p,J] = 0. 
但 是 我 们 期 望 得 出 的 是 等 式 右边 的 冲 激 响应 ,这 是 否 意味 着 通常 的 物理 系统 都 是 不 连续 的 呢 ? 
22. 冲 激 响 应 。” 冲 激 响应 为 1(1) 的 线性 时 不 变 系统 被 电压 信号 Vi (O у, 
激励 ,其 中 
уа», 一 [1 二 rc: 一 2r) | z Gp 
产生 响应 Ver。 


(a) limV, (z, r) = Та) 是 否 成 立 ? 
(b) іту, Сет) 是 否 存在 ? 
23. Sine 函数 特性 ”通过 找 出 在 误差 达到 峰值 的 百 分 之 一 前 能 取 多 大 的 值 ,验证 函数 
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= cos( Z ycos( EZ ycos( Z )ycos( XZ 
f. G) = соз(ЯЛэсоз(®Л)соз(ЖЕ)сов(®Е) 


是 sincz 的 一 种 很 好 的 近似 如 果 上 面 的 式 子 能 够 很 好 地 逼近 sincr, 那 么 它 的 传 里 叶 变换 是 否 
能 够 很 好 地 逼近 II (s)? 首 先 可 以 通过 算出 它 的 伟 里 叶 变换 来 讨论 这 个 问题 ,现在 证 明 : 


зіпс = I es. 
= 
如 果 只 取 N 项 而 不 是 无 穷 项 相 乘 ,证 明 在 加 入 一 个 修正 因子 sinc(x/2*) 后 ,公式 仍然 成 立 , 即 
sincx = HeosEsine(a/2"). 


24. 矩形 冲 激 响 应 ”一 个 信号 进入 如 下 线性 系统 ,输入 由 A 点 进入 ,由 ВАН. ЖИН 
两 个 通道 组 成 ,一 个 通道 具有 时 延 Ti, 另 一 个 具有 更 长 的 时 延 T, ,两 部 分 在 输出 点 相 加 形成 
输出 信号 。 设 传递 函数 为 T(/)。 

(a) 证 明 可 以 选择 T, 和 T ,使 得 | ТСР) | 可 以 达到 任何 期 望 的 频率 的 余弦 函数 。 

(D 证 明 三 个 这 样 的 系统 级 联 在 一 起 ,就 是 一 个 可 以 产生 矩形 冲 激 响应 的 实际 设备 ,说 明 
如 何 选择 T, 和 T. 


25. 扁 球形 波动 函数 ”一 个 导体 球 附近 的 电场 x 的 径 向 子午 线 ( 非 纵 向 的 ) 振荡 满足 如 下 
微分 方程 : 


a-e ku eu =o, 
其 中 上 表示 子午 线 坐标 (后 面 重新 解释 为 时 间 ) .参数 w 为 (2r/ 自由 空间 波长 ) X 半 焦距 ,常数 x 
为 分 离 常数 .对 于 o 和 x 的 每 一 种 选择 ,都 有 一 串 谐振 模式 n = 0,1,2,…。 相 应 微分 方程 的 电 
荷 解 称 为 扁 球 形 波动 函数 Son (ог) ,这 就 产生 了 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 ,一 个 信号 必须 压缩 在 


最 短 的 时 间 并 且 同 时 压缩 到 最 窗 的 频带 。 扁 球形 波动 函数 具有 如 下 的 性 质 : 


[ чпе[2‹# u — r) ]S Cont ar =S. (o, D, © 
a ” 


中 ”此 公式 原著 似乎 将 误 为 w 一 一 主 者 注 。 
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其 中 为 特征 值 .下 标 0 表示 与 经 度 无 关 - 如 果 将 上 看 作 时 间 ,我 们 可 以 说 积分 操作 截断 了 被 积 

函数 ,消去 了 1 = 士 1 s 以 外 的 部 分 ,而 sinc 函数 滤 去 了 频率 w/2x Н +1 Hz 以 外 的 部 分 .这 

个 压缩 操作 的 结果 是 除了 系数 外 保持 So бш.) 不 变 .因此 , 扁 球形 波动 函数 就 是 积分 算 子 的 本 

MERR REI А А = [Si (w,1) 于 ,这 可 以 通过 查 表 (Abramovitz and Stegun, p. 753) 得 到 。 
证 明 : 扁 球形 波动 函数 同样 也 是 有 限 区 间 伟 里 叶 变 换 的 本 征 函数 , 即 


i 
f E Su, Cwt ЭФ” = и$е (шз). 
: 


26.5 хі WEH rfl) D (i/2m)F (s). 

27. 难以 理解 的 周期 (a) 绘制 函数 yr) = 9cos5xr + llcos4r Æ 0< r< 6 БУ МЕ 
假设 zx 实际 上 是 从 一 co 到 со 的 。 检 查 你 对 函数 >(z) 的 采样 并 判断 y(x) 是 否 符合 周期 函数 的 
条 件 。 如 果 是 ,周期 是 多 少 ?如 果 不 是 ,解释 原因 。(b) 画 出 >(z) 的 傅 里 叶 变换 谱 图 。 

28. 周期 条 形 码 ”一 幅 图 样 由 一 系列 白 底 上 的 窑 黑 线条 组 成 。 在 白 底 上 画 31 条 黑色 线 
条 ,线条 间隔 5 mm; 在 其 上 面 再 画 37 条 黑色 线条 ,线条 间隔 4 mm 两 组 线条 的 第 一 条 恰好 重 
合 ,线条 宽 w = 1 mmi 因 此 每 根 线条 都 可 以 用 II (z/w) 的 移 位 来 描述 .最 终 的 输出 用 y(x) й 
述 , 其 中 y(x) = 0 表示 白色 ,而 уб) = 1 表示 黑色 .条 形 码 看 起 来 是 周期 的 , 问 在 傅 里 叶 变 换 
域 中 是 否 有 相应 的 频率 ? 

29. 谱 分 辨 率 ”一 台 摄 谱 仪 对 谱 线 Cr) 的 响应 是 exp( 一 xzx*/W?)。 如 果 两 条 相等 的 谱 线 


间隔 为 XX, 那么 仪器 的 响应 为 exp[ 一 x(zx 十 十 L)?/W*] 十 exp[ 一 w(x 一 去 L/W]。 如 果 谱 线 


ZERRAK E L > W ,那么 摄 谱 仪 会 记录 两 个 分 开 的 谱 巍 , 谱 峰 中 间 的 值 是 最 小 值 。(a) 当 
两 个 谱 线 靠近 到 一 定 程度 ,存在 一 个 临界 值 工 = Loe ,使 得 中 间 的 最 小 值 升 高 到 两 个 峰值 的 水 
平 ,Lew 的 值 是 多 少 ?(b) 如 果 谱 线 之 间 的 距离 继续 接近 ,达到 = 0. 81, 时 ,仪器 只 会 显示 出 
一 条 谱 线 。 在 这 种 情况 下 ,是 否 有 可 能 推出 存在 两 条 谱 线 并 确定 它们 的 间隔 ? 

30. 过 滤 数 字 信号 ”将 时 间 间 隔 为 1 ps 的 高 散 时 间 信号 {1 1.6 2 0.6} 送 和 一 个 阻 
容 滤波 器 ,滤波 器 的 冲 激 响应 是 exp( 一 !/RC)H(D) ,其 中 R= О.С = 1 pF 且 时 间 常 数 RC 为 
1 ps。 用 连续 时 间 冲 激 串 来 表示 信号 

уа) = 8U — 1) + 1. 68 — 2) + 200: — 3) +0. 690 — 4), 

并 将 响应 VO 表示 为 四 个 指数 的 和 。 

(a) 标 出 当 上 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 时 V,(D 的 值 ,并 给 出 这 些 值 的 代数 表达 式 。 

(b) 把 这 些 表达 式 中 的 系数 和 用 卷 积 {0.5e'e ?ee'…)}*{1 1.6 2 0.6) 进行 
数值 计算 ,得 到 的 结果 进行 比较 。 


# 10+ 


假设 现在 给 我 们 一 个 具有 任意 值 的 函数 ,而 且 它 的 因 变量 的 相 邻 值 之 间 没 有 任何 联系 。 那 
么 ,如 果 这 个 函数 的 自 变量 是 时 间 ,我 们 就 必须 期 望 这 个 函数 从 一 个 时 刻 到 下 一 时 刻 之 间 有 任 
意 的 幅度 和 符号 的 跳 变 。 

实际 上 我 们 观察 不 到 这 样 的 信号 。 由 于 测量 工具 的 限制 或 其 它 方面 的 原因 ,变化 的 速度 总 
是 有 限 的 .这 样 ,我 们 就 可 以 推测 在 相 邻 时 刻 的 波形 值 之 间 至 少 会 有 少许 的 相关 ,由 此 就 可 以 
用 过 去 某 段 短 的 时 间 间 隔 上 的 值 来 进行 预测 .这 就 使 我 们 想到 可 以 省 却 一 定时 间 间隔 上 的 函 
数值 ,而 只 记录 细小 间隔 上 的 (但 不 是 无 穷 小 ) 一 组 函数 值 , 仍 然 可 以 保留 所 有 的 信息 .用 这 组 
采样 值 ,在 一 定 程度 的 近似 范围 内 ,就 可 以 恢复 出 中 间 的 函数 值 。 


采样 定理 

采样 定理 描述 在 一 定 条 件 下 ,用 固定 间隔 的 采样 样本 就 可 以 精确 地 恢复 原来 信号 的 所 有 
值 ,换言之 ,这 个 样本 集合 完全 等 价 于 所 有 的 函数 值 .这 个 条 件 是 函数 必须 是 “ 带 限 的 ”, 即 函数 
的 传 里 叶 变 换 在 一 个 有 限 范围 内 是 非 零 的 ,而 在 其 它 区 域 为 零 。 可 以 对 样本 集合 进行 数字 信号 
处 理 , 同 时 方便 地 使 用 连续 变量 函数 的 理论 来 推导 和 澄清 数字 信号 处 理 (DSP) 的 本 质 。 

显然 ,采样 的 间隔 对 定理 的 应 用 来 说 是 至 关 重要 的 。 如 果 间 隔 不 得 不 取得 很 短 ,那么 就 不 
会 得 到 太 多 的 好 处 .为 了 说 明 采样 间隔 的 精细 度 , 我 们 取 一 个 简单 的 带 限 信号 sincx, 它 的 频谱 


在 1s1< + 时 是 平坦 的 ,其 它 地 方 为 零 .此 时 采样 间隔 (下 面 将 会 解释 ) 为 1 图 10. 1а 所 示 为 
sincz 的 采样 值 , 可 以 看 出 与 做 数值 积分 的 间隔 比较 ,这 个 间隔 是 非常 粗糙 的 .这 个 定理 所 需要 
的 采样 间隔 看 起 来 出 奇 的 宽 . 又 如 图 10. 1b 所 示 sinc? += 的 采样 值 , 它 的 频谱 和 sincz 在 相同 


的 点 (ls [一 > 截止 .图 10. 1c 和 图 10. 1d 提供 了 一 些 用 于 实验 的 采样 。 
对 任意 给 定 的 波形 ,总 有 一 个 频率 ,使 得 对 某 些 目的 来 说 超过 这 个 值 的 频率 分 量 可 以 被 忽 
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略 。 然 而 在 另 一 方面 ,变换 可 能 没有 被 完全 截止 ,因此 ,在 采样 定理 的 实际 应 用 中 ,一 定 要 估计 


由 于 对 给 定 波形 进行 带 限 而 引起 的 误差 。 


(a) 


(b) 


(e) 9. 


8 


sine? +: 


s 


yw 
КЕ 


(d) —— 


| RE, 
了 аа 


图 10.1 ”两 个 函数 和 它们 的 采样 


以 及 用 于 练习 的 两 组 样本 


考虑 函数 f(z), 它 的 传 里 叶 变 换 F(s) 在 | s | > s 时 为 零 ( 见 图 10. 2) .显然 , 它 是 一 个 带 
限 函 数 . 在 这 种 情况 下 , 伟 里 叶 分 量 被 限制 在 以 s 的 原点 为 中 心 的 频带 内 。 这 个 函数 其 实 代表 


f(x) 


а 


(d) 


图 10.2 (а) 带 限 函数 f(z) 和 它 的 截 


' 

i 

s5 
(b) i 


止 频谱 (b) 以 及 它 的 采样 (c) 可 以 精确 


地 恢复 f(z) 的 所 有 细节 并 且 在 内 容 上 等 效 于 冲 激 申 (d) 。 
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了 一 大 类 用 有 限 分 辩 率 的 设备 所 观察 到 的 物理 分 布 我 们 称 这 种 变换 为 “截止 变换 ”, 并 说 它们 
在 超过 “截止 频率 ”s, 后 被 截断 。 
一 般 情 况 下 ,截止 变换 都 具有 II(s/2s-)G(s) 的 形式 ,其 中 G(s) 是 任意 的 ,因此 ,具有 截止 
变换 的 函数 的 一 般 形式 为 
зіпс25.1 ж g(z), 


其 中 gG) 是 任意 的 。 
当然 ,如 果 原 函数 是 截止 的 ,那么 它 就 不 是 带 限 函数 ,而 其 变换 是 带 限 的 。 


除了 以 下 提 到 的 例外 , 带 限 函 数 具有 特殊 的 性 质 , 它 们 可 以 被 间隔 不 大 于 亏 s 的 等 间隔 


采样 值 完 全 描述 ( 见 图 10. 2с). 

在 接 下 来 的 推导 中 ,引信 一 个 shah 符号 被 证 明 是 很 方便 的 ,因为 乘 以 II(z) 就 相当 于 进 
行 采样 ,也 就 是 只 保留 采样 点 的 值 ,而 丢弃 中 间 的 值 。 

作为 一 个 附加 的 优点 ,由 于 hah 符号 在 卷 积 时 具有 复制 性 质 , 它 使 我 们 可 以 简洁 地 表达 
采样 理论 中 发 生 的 频谱 周期 延 拓 。 

在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 使 用 关系 式 


HIC) D ШС), 


而 在 本 章 的 最 后 对 它 有 详细 讨论 . 
考虑 图 10. 2c 中 的 函数 


т! SNE = У) От) т), 


我 们 只 保留 了 z 等 于 采样 间隔 r 的 整数 倍 处 的 f(zx) 信息 ,而 丢弃 其 它 中 间 值 因此 ,如 果 可 以 
从 SODNE) 重 构 出 f(z) ,那么 采样 定理 得 证 .III(z/r) 的 传 里 叶 变换 为 ICs), 如 图 
10. ЗЬ, 它 是 间隔 为 r ' 的 单位 冲 激 串 ,因此 有 


SDa) = ТШС) ж FCs), 


我 们 可 以 看 出 原 函 数 乘 以 IIICz/r) 相当 于 把 频谱 F(s) 以 间隔 为 ' 进行 周期 延 拓 (如 图 10. 3с 
所 示 )。 如 果 我 们 可 以 恢复 F(s) ,那么 就 可 以 重 构 函 数 f(z) .对 图 10. 3с 所 示 的 情况 ,这 显然 是 
可 以 做 到 的 ,只 要 给 tIIICrs)*F(s) 乘 以 I(s/2s.) RIT BETHE s = s 处 存在 奇异 行为 外 (下 
面 将 会 考虑 到 ), 这 就 足以 证 明 采 样 定理 了 。 

同时 ,临界 采样 的 条 件 也 很 明显 ,因为 如 果 重 复 的 频谱 发 生 混 登 (如 图 10. 3e) ,我 们 就 无 
法 恢复 fO) .在 各 重复 频谱 的 间隔 e 小 于 频谱 宽度 2s. 时 就 会 发 生 这 种 情况 .所 以 ,采样 间隔 


r жама , 即 频率 为 s, 的 正弦 的 半 个 周期 .在 临界 采样 时 ,各 个 重复 的 频谱 刚好 接触 在 


一 起 ,如 图 10. 3d 所 示 。 

在 严格 阐述 采样 定理 之 前 ,我们 还 需要 考虑 一 个 小 的 改进 。 在 上 面 的 说 明 中 FG) 为 零 。 
如 果 FGO 不 为 零 ,频谱 就 会 有 一 个 陡峭 的 边缘 ,在 临界 采样 时 ,频谱 就 会 形成 粗 端 对 接 。 图 
10. 4a 描述 了 这 种 情况 ,但 是 再 考虑 到 FO) 的 虚 部 ,揭示 出 乘 以 本 (s/2s.) 仍然 可 以 恢复 出 
F(s) ,然而 ,如 果 FO) {Е s = s, 处 存在 冲 激 , 即 f(z) 包含 频率 s 的 谐 波 分 量 ,那么 问题 还 需要 
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图 10.3 采样 定理 的 演示 


Í 


进一步 讨论 。 
在 图 10. 4b 中 就 描述 了 这 种 情况 ,首先 考虑 F(s) 为 偶 函 数 , 即 忽略 虚线 所 示 的 奇 对 称 的 
虚 部 。 当 采样 间隔 接近 临界 采样 时 , 冲 激 A 和 冲 激 4 “就 会 混合 为 一 个 冲 激 , 冲 激 强度 是 原来 的 


rl(rs) + F(s) 


图 10.4 ”临界 采样 
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两 倍 , 再 乘 以 I[(s/2s.) 相当 于 在 s = s 处 乘 以 1/2, 把 冲 激 修复 为 正确 的 值 ,这 样 用 F(s) 就 可 
以 完全 恢复 原 函 数 .当然 , 冲 激 A 代表 了 一 个 偶 的 或 者 余弦 的 谐 波 分 量 2Acos2xs.x .现在 考虑 
FO) 在 奇 部 具有 冲 激 的 情况 。 当 临界 采样 时 ,B 和 B' 抵消 .所 以 任何 与 sin2xs.x 成 比例 的 奇 谐 
波 分 量 在 (临界 ) 采样 过 程 中 都 会 消失 。 


练习 — 谐 波 函 数 cos(wt — Ф) 以 临界 间隔 ( 半 个 周期 x/w) 采样 ,把 函数 分 解 为 偶 部 和 奇 
部 ,注意 到 采样 值 仅 能 精确 描述 偶 部 ,而 奇 部 仅 在 它 的 零点 上 被 采样 。 
现在 可 以 阐述 采样 定理 以 作为 参考 : 


一 个 函数 ,如 果 它 的 傅 里 叶 变 换 在 | :| 二 :为 零 , 那 么 用 间隔 不 超过 (1/2)5 :的 等 间隔 采 
样 值 ,就 可 以 完全 描述 这 个 函数 ,除了 在 采样 点 为 零 的 任何 谐 波 项 以 外 。 


在 采样 定理 的 这 个 叙述 中 ,我 们 没有 指明 如 何 用 函数 的 样本 值 重建 原 函数 ,但 是 从 整个 定 
理 的 讨论 中 可 以 清楚 地 知道 ,使 用 某 些 筛 选 过 程 , 可 以 用 与 样本 值 集合 等 效 的 冲 激 串 重 构 原 函 
数 .这 个 过 程 ,在 变换 域 中 看 作 是 滤波 ,在 函数 域 显然 相当 于 内 插 。 


мій 

从 采样 点 计算 中 间 值 的 数值 计算 过 程 当然 不 依赖 于 傅 里 时 变换 。 因 为 恢复 的 过 程 是 对 变 
BRAT (s/2s.) ,在 函数 时 域 的 等 效 操作 是 与 2s sinc2sz 进行 卷 积 , 这 样 就 可 以 从 III(z/r) РС) 
直接 恢复 出 f(z)。 和 一 个 由 冲 激 串 组 成 的 函数 卷 积 在 数值 计算 上 很 有 吸引 力 ,因为 卷 积 积分 
实际 上 变 成 了 求 和 (序列 积 ) 。 

对 于 中 点 内 插 ( 两 点 中 间 插 一 个 值 ) 我 们 可 以 把 具有 合适 间隔 的 sincz 的 值 制 成 一 个 永久 
的 表格 ( 表 10. 1) ,该 表 很 实用 , 当 需 要 进一步 内 插 时 ,可 以 用 同样 的 数组 重复 中 点 内 插 过 程 。 


жол фай 
lzl siner |z] sinoz [z] sinoz 1zl siner 
+ 0.6366 9 二 一 0.0335 18+ 0.0172 27+ 一 0.0116 


1+ 一 0.212 2 104 0.0303 19+ 一 0.0163 24 0.011 2 


24 0.1273 114} 一 0.0277 204 0.0155 29+ 一 0.0108 


3+ 一 0.0909 124 0.0255 214} 一 0.014 8 304 0.010 4 


4+ 0.0707 134} 一 0.0236 224 0.0141 31 二 一 0.0101 


5 二 一 0.0579 144} 0.0220 234} 一 0.0135 32+ 0.0098 


6+ 0.0490 154+ 一 0.0205 244} 0.0130 33+ 一 0.0095 


7+ 一 0.042 4 164 0.0193 25+ 一 0.012 5 34+ 0.009 2 


8+ 0.0374 17+ —0.0182 26+ 0.0120 35+ 一 0.0090 


178 La L: 1 11] 


频 域 矩 形 滤波 
假设 现在 我 们 要 去 掉 一 个 函数 超过 某 个 频率 值 的 频谱 分 量 , 也 即 给 傅 里 叶 变换 乘 以 矩形 


函数 ,我 们 把 它 写 为 芽 (s). 设 s = 4 且 临 界 采样 间隔 为 1, 这 是 为 了 内 插 而 已 经 进行 的 操作 。 
然而 ,被 滤波 的 函数 一 般 不 会 只 包含 冲 激 ,因此 计算 滤波 值 的 卷 积 积分 不 能 完全 简化 为 求 和 。 
但 是 ,在 数值 计算 时 它 必 须 用 求 和 进行 逼近 ， 

>, = fO * [11(E)sinez], 


那么 我 们 会 问 , 表 格 的 间隔 可 以 粗略 到 什么 程度 仍然 能 充分 逼近 所 要 计算 的 积分 


f(r) * sincr, 
从 + = 1 开始 ,我 们 发 现 了 ,= 7(z), 即 根本 就 没有 进行 滤波 。 现 在 尝试 r 一 去 ,我 们 有 


>, = f€) * IIIC2z)sincr 


>, = ғо [Tek по], 
因为 
У] = FOL) < 00). 


ЭЭД 包含 了 中 心 部 分 FO) II(s) 和 一 些 较 远 的 部 分 。 在 许多 应 用 中 ,这 样 的 简单 方法 就 已 
经 足够 了 (例如 , 当 被 滤 掉 的 分 量 刚好 在 中 心 区 域外 时 )。 
利用 内 播 方法 中 所 采用 的 一 个 思想 , 即 通过 重复 地 使 用 中 值 内 插 可 以 节省 用 于 内 插 的 数 


据 表 ,现在 我 们 考虑 这 种 重复 近似 滤波 的 影响 .在 = + 的 位 置 使 用 同样 的 滤波 数组 ,我们 有 
滤波 器 特征 函数 二 IICS/4) * T/D ERUEN? То) 就 是 图 10. 5 最 后 一 个 波形 , 换 句 


话说 ,重复 应 用 这 个 过 程 可 以 潍 挤 更 多 的 带 外 响应 .直接 取 + = 二 可 以 得 到 相同 的 结果 。 
总 结 如 下 ,为 了 通 近 截止 频率 为 * 的 矩形 滤波 器 ,我 们 可 以 在 半 临界 采样 间隔 即 间 隔 为 
Leo 处 读 取 F(z), 与 2wsine2s 进行 卷 积 (更 精确 地 ,序列 积 ), 其 中 Zs 具有 所 有 的 半 整 数 


值 ( 即 在 1/2，1. 5, … 处 的 值 ) ,包括 零 .用 于 函数 域 的 滤波 数据 ( 表 10.2) 精确 包含 了 为 内 插 
提供 的 列表 值 ( 表 10. D 加 上 隔行 的 零 和 中 心 值 1。 
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005) Ф102 用 于 近似 矩形 滤波 的 数组 
2з; 
s з 一 0.0909 
тїз) * 162) 0 
0.1273 
я 0 
3 一 0.212 2 
0 
1 s 
7p Gp a 0.636 6 
0.636 6 
Р 
тшс) ощ) 0 
[ [ | 一 0.212 2 
0 
rm s 
+C) en) 
477:% 2 r= 十 0.127 3 
ыкы. = [л ° 
— 0.090 9 
图 10.5 ”获得 所 期 望 的 滤波 器 特征 函数 
TECO 的 数值 过 程 
用 滑动 平均 进行 平滑 


函数 f(x) 与 宽度 为 W 的 矩形 函数 卷 积 导致 它 的 傅 里 叶 变换 下 (s) 通过 一 个 低 通 滤波 器 ， 
然而 这 个 滤波 器 与 上 面 讨论 的 锐 截止 滤波 的 情况 大 相 径 庭 .我 们 知道 和 WTI C/W) 进行 卷 积 
对 应 的 传输 函数 是 F(s) = sincWs, 它 具 有 等 效 宽度 1/W 的 通 带 宽度 , 或 者 3dB 带宽 为 
0.8859/W , 但 是 对 大 多 数 应 用 来 说 , 它 在 传输 中 的 衰减 根本 不 够 尖锐 .进一步 讲 , 它 的 传输 函 
数 不 能 完美 地 下 降 到 零 而 且 有 过 冲 和 相当 强 的 振 蔓 。 如 何在 锐 截止 和 小 旁 瓣 ( 从 天 线 应 用 中 借 
来 的 术语 ) 之 间 进 行 折 惠 是 我 们 将 要 考虑 的 问题 .作为 一 个 比较 的 基础 我 们 从 矩形 卷 积 函数 
开始 讨论 ,不 过 ,根据 第 3 章 的 思想 及 练习 ,我 们 这 里 的 卷 积 操作 指 的 是 可 被 应 用 于 离散 数据 
的 数值 卷 积 。 

假设 W = 12, 这 个 例子 可 以 理解 为 用 12 个 月 的 采样 数据 (间隔 一 个 月 ) 产生 12 个 月 的 滑 


йж ЛИП Dan, nst, 士 1 去 ，…, 士 5 走 代 赫 II(z/W) ,相关 的 传递 画 数 
类 似 于 较 小 时 的 sincl2s, 但 是 在 域 将 被 按 单位 间隔 复制 , 这 和 从 函数 十 11(z 一 
Фп (zy/12) 的 很 里 叶 变换 得 到 的 一 样 , 即 [e-”TIICs)] x sincl2s。 通 过 逐 对 的 对 冲 激 >)6(z 一 
n) 进行 变换 ,得 到 2сох2 таап = 011, o, 5 十 ,可 以 简化 重 到 的 sine 函数 .为 了 更 加 简 
练 ,对 冲 激进 行 变换 得 到 几何 级 数 ， 


sa Teeth pa. p ash p eest), 


180 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


这 里 的 每 一 项 对 前 一 项 的 比例 因子 "是 e*, 并 且 第 一 项 为 a 一 (十)exp(i2x5 汉 5) MA n BUL 
何 级 数 和 的 表达 式 a(1 — ~)/(1 -~) 可 以 得 到 


hesta- r/d- = pesta о уа — ee 


ee — e 56) /(e а — е) 


1 
12“ 
1 sin2x6s 
12 


sin2r 二 


2 


一 般 地 ,对 幅度 为 1/N 的 NN 个 等 间隔 冲 激 ,这 个 表达 式 为 (sinNxs)/(Nsinrs), 它 便于 计算 ,如 
图 10.6 所 示 。 
气象 学 中 标准 惯例 是 ,用 13 个 间隔 一 个 月 
的 系数 (而 不 是 12 个 ) 来 计算 一 年 的 滑动 平均 ， 
但 是 把 第 一 月 和 最 后 一 月 的 强度 削减 为 原来 的 
一 半 , 保 持 强度 的 和 是 12; 过 零点 更 加 平滑 。 这 
种 情况 下 传输 函数 变 为 sinNrs/(Ntanrs) 。 
图 10.6 中 ,上 边 的 曲线 可 以 看 作 是 由 12 个 
均匀 分 布 的 天 线 组 成 的 天 线 阵 的 方向 图 ,而 该 
曲线 的 平方 可 看 作 一 排 12 个 小 孔 的 光 衍射 图 


欠 采 样 

假设 f(z)( 见 图 10.7a) 以 一 定 的 间隔 (与 
所 期 望 的 矩形 滤波 截止 频率 相应 的 间隔 ) 进行 
采样 ,那么 这 些 采 样 值 ( 见 图 10. 7b) 确定 了 一 
个 带 限 信号 g(x)( 见 图 10. 7c), 它 有 一 个 所 期 ”图 10.6 具有 12 个 值 为 十 的 系数 的 传递 函数 
望 范围 的 截止 频谱 ,而 且 乍 一 看 似乎 是 和 一 个 ПОРТУ 
АЕ 14 жанс, а-ин 
形 滤波 并 不 相同 ,因为 结果 和 SC) 中 的 高 频 分 位 不 反 向 
量 有 关 。 例 如 , 某 个 采样 值 可 能 会 落 在 一 个 狭 罕 
的 尖峰 上 ,更 进一步 讲 , 粗 糙 的 采样 点 的 相位 将 会 对 结果 造成 明显 的 影响 .不 过 ,这 种 效果 通常 
可 以 认为 是 对 矩形 滤波 较 好 的 近似 。 

按照 全 里 叶 变换 研究 这 个 过 程 ,我 们 发 现 从 过 于 粗粮 的 采样 中 得 到 的 带 限 函数 g(x) 包含 
有 f(x) 的 高 频 分 量 的 贡献 ,这 些 高 频 分 量 通 过 以 = s, 为 对 称 的 反射 “扮演 ”了 低频 分 量 的 角 
色 。 这 种 效应 被 称 为 “ 混 公 ”仔细 观察 图 10. 7b, 考 虑 到 已 被 忽略 的 变换 的 虚 部 ,我 们 可 以 发 现 
寄生 的 低 的 正 频 率 来 自 于 FO 中 阴影 部 分 的 负 频 率 拖 尾 .如 果 这 个 高 频 拖 尾 不 太 重要 ,那么 
粗略 的 采样 过 程 就 可 以 给 出 相当 好 的 结果 。 

欠 采 样 的 影响 是 加 强 了 频谱 的 偶 部 ,图 10. 7d 说 明 奇 部 被 减少 了 .这 说 明 g(z) С) 的 
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Ca) 省 Se Sa 


НИНИ SR 


s; 


22%=1 ~ 
* 
R(z) 
B É 
(e) 
АЁ > 
ж pi 


(d) 


图 10.7 对 jz) 欠 采样 得 到 带 限 信号 Соо о Со ВОТ k 6 A Ba h i Ë PA 
影 部 分 显示 高 频 被 伪装 成 了 低频 。 


偶 性 更 加 强 一 些 , 当 然 这 也 是 可 以 预料 的 ,因为 采样 过 程 层 视 对 待 了 在 采样 点 处 是 零 的 分 量 
(必要 的 奇 部 )。 


幅度 和 斜率 采样 

设 f(z) 是 带 限 信号 ,通过 以 0. 5 为 间隔 的 幅度 可 以 完全 描述 它 , 但 假设 只 给 出 了 ITIL, 也 
就 是 说 ,只 给 出 了 每 间隔 一 个 的 幅度 值 ( 即 以 二 倍 的 临界 采样 间隔 采样 ) ,那么 ,从 由 IT7 组 成 
的 相互 重合 的 频谱 中 ( 见 图 10. 8) 不 可 能 恢复 出 FCs) ,从 而 也 不 能 恢复 出 f(z)。 但 如 果 能 再 给 
出 部 分 信息 ,恢复 就 是 可 能 的 。 

如 果 除 幅度 外 ,还 给 出 了 斜率 ,恢复 就 被 证 明 是 可 能 的 .这 样 , 给 定 Ш 和 TIA ,我 们 就 可 
以 用 它们 的 线性 泛 函 的 组 合 来 表示 a), 

fO) = a(z) ж ОПР + b(z) * ОПУ), 


其 中 аба) 5 blr) 是 我 们 要 求解 的 分 解 函 数 .正如 sinc 函数 (普通 采样 的 分 解 函数 ) 在 除 原点 
外 的 所 有 采样 点 上 等 于 零 而 在 原点 必须 为 1 一样 ,a(x) 也 必须 是 这 样 的 .6(z) 在 所 有 的 采样 
点 必须 为 零 , 但 在 原点 的 斜率 为 1。 

为 了 求解 a(x) 与 6(x) ,注意 在 一 1 和 入 1 时 有 


TIf = FGs+1)+F(s) + ЕС 1) 


IT = i2x(s+ 1) F(s + 1) + i2xsF(s) + i2z(s—1)F(s—1), 
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fa) 
F(s) 


к ГЬ... NE 


FG +1) Р(з-1) 


f E A 7 
图 10.8 按照 完全 描述 所 需 的 速率 的 一 半 进 行 幅度 采样 
从 这 两 个 方程 就 可 以 解 出 F(s) ,因为 虽然 有 三 个 未 知 量 F(s 十 1) ,FCs),F(s 一 1) ,但 实际 上 ,对 
任意 的 s, 三 个 中 有 一 个 总 是 为 零 .这 样 ,对 正 的 ,我 人 有 F(s 十 1) = 0, 消 去 F(s 一 1) 得 
i2xF(s) = MF — i2x(s— 1) M, 
对 负 的 s RIA 
一 i2xF() = MF — i2x(s + 1) HIf, 
对 所 有 的 *, 包 括 正 和 负 , 可 以 简明 地 写作 


Fe) = a'o ШУ + ACO IT. 
因此 
fe) = sine z x (HI) + zsine * Hf), 
分 解 函数 为 


alz) = sinc? 工 


b(z) = rsin? x。 


卷 积 积分 于 是 简化 为 适当 幅度 的 一 定 间隔 的 ws 和 6b's 的 求 和 
fe) = У) лода + У оова — m 
= У) /сләзйпеЁ с — m + Erma- n)sin (х — n), 


我 们 可 以 看 出 ,每 个 a(z 一 nn) 在 除 z 一 外 的 所 有 采样 点 (z 的 整数 值 ) 为 零 , 且 在 所 有 的 采样 
点 上 的 斜率 都 为 零 ( 见 图 10. 9a) .每 个 b(T 一 n) 在 所 有 的 采样 点 上 幅度 为 零 ,而 且 在 除 + 二 
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外 的 所 有 采样 点 上 的 斜率 为 零 ( 见 图 10. ФЬ), rA 
交错 采样 

在 前 面 的 例子 中 ,让 II 表示 的 是 描述 
f C) 所 需要 采样 值 中 的 每 隔 一 个 的 幅度 值 。 
设 存在 一 个 增补 的 数据 集合 I(x 一 a) fiar), 
与 上 一 个 数据 集合 如 图 10. 10 所 示 的 那样 交 ба) 
错 着 。 那 么 是 否 可 以 重 构 f(z) 呢 ? 众 所 周知 ， 
略 大 于 临界 采样 间隔 的 等 间隔 采样 ,是 不 满 
足 重 构 条 件 的 ,在 交错 采样 的 情况 下 , 相 邻 三 
个 采样 值 中 必然 有 两 个 之 间 的 间隔 超过 了 这 
个 临界 间隔 。 另 一 方面 ,已 证 明了 幅度 斜率 采 
样 满足 可 恢复 条 件 , 它 显然 相当 于 BFE 。 图 10.9 (a) 与 幅度 有 关 的 分 量 /Cn)atz n); 
时 的 交错 采样 。 (b) 与 斜率 有 关 的 分 量 (mb(x n) 

如 果 解 存在 ,那么 , 它 应 该 具有 ШУ 和 
TL f 的 两 个 线性 泛 函 的 和 的 形式 ,其 中 I = ШО а): 


f(z) = a(z) * ПР +b(z) * (HL f), 
分 解 函数 a(z) 在 x = 0 处 必须 等 于 1, 而 在 其 它 采样 点 为 零 ;5(z) UE ar) 的 镜像 , 即 b(x) 


= а(— z). 


ТЕК — 1 < s < 1, 


(b) 


TIf = FGs+ 1) КЕС) + FGs 1) 
和 TILf = ee”F( 十 1) 十 FG) 十 camFG 一 1) 


对 于 正 的 *, 我 们 有 F(s 十 1) = 0, 再 消去 F(s 一 1) 得 : 


9 1 


F(s) =— — Mf + 


ш,/, 


I—e™ 


I—e™ 


对 于 负 的 5, 我 们 有 


对 于 所 有 的 :, 我 们 有 


Fe) = AG) HIf + A CG) TILS, 
其 中 


AG) = 
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= TCD + сдан), 


所 以 
alx) = sinc2r — (xcotan)rsinc’ г, 


如 图 10. 10 Br RO, 

人 们 也 许 奇怪 ,等 间隔 采样 可 以 成 
对 地 重组 , 直至 达到 闭合 区 间 的 尽头 。 
然而 , 只 要 保持 原始 的 平均 间隔 不 变 ， 
可 以 几 任 何 间隔 的 尺寸 把 采样 样本 捆 
绑 分 组 。 捆绑 可 以 非常 的 紧密 . 参见 
Linden 的 证 明 , 用 ”十 1 倍 的 普通 采样 
间隔 的 采样 点 上 的 幅度 和 它 的 前 mn 阶 导 
数 ,就 足以 描述 一 个 带 限 函 数 。 在 极限 
情况 下 , 当 趋 于 无 穷 , 重 构 原 函数 的 方 图 10. 10 ”交错 采样 
程 变 成 Maclaurin 级 数 .这 引入 了 高 阶 
采样 定理 的 实际 适用 性 的 疑问 ,因为 我 们 知道 Maclaurin 级 数 


FO Haf O + 97 OH +7 0) 


一 般 不 一 定 收敛 于 r). (ЖЕШСП Саг), РАЙО a, 它们 都 拥有 同样 的 Maclaurin 级 
数 。) 

在 实际 中 ,因为 一 点 点 噪声 就 能 强烈 地 影响 高 阶 导数 或 差分 ,高 阶 采样 就 失效 了 。 即 使 完 
全 没有 噪声 ,由 于 完全 确保 函数 带 限 是 不 可 能 的 ,可 以 预料 在 某 些 阶 段 仍然 存在 问题 .所 以 ,在 
采样 定理 的 实际 应 用 中 ,一 定 要 仔细 检查 对 一 个 给 定 函数 的 带 限 要 求 , 并 且 必 须 估计 出 任何 由 
此 引起 的 误差 。 


存在 噪声 的 采样 
假设 我 们 不 能 无 误差 地 得 到 某 个 函数 /(zx) 的 采样 /(m); 即 ,观察 到 的 量 是 
fO) 十 误差 
那么 当 我 们 尝试 使 用 从 观察 到 的 采样 值 重 构 f(z) 时 ,如 果 使 用 从 真 采样 值 (无 误差 ) 重 构 函 
数 的 同样 过 程 , 重 构 的 函数 值 将 不 同 于 fO) 的 真 值 。 
考虑 中 点 内 插 情 况 , 假 设 在 =&-1. 士 1 到, 士 2 去 ，… 进行 采样 ,那么 


加 ”关于 采样 定理 的 讨论 可 以 参见 Linden(1959) .在 这 简 文 章 中 分 解 函数 a(x) 取 如 下 形式 。 
cos(2xzr — ал) — cosax 
2xrsinax 


分 子 是 一 个 移 位 的 余弦 波 , 它 的 零点 在 x = пг = n 十 a 处 ,但 是 在 x = ОВТ 0) = 1 时 分 子 的 消失 所 抵消 。 


ас) = 
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700) = 0.636 Ef’ +s 19) — 0.212 2071 90701 Э] 


о. 127 sie 976—229] 


йй ус) 和 1—5) 的 误差 必然 对 /(0) 有 很 大 的 影响 ;每 个 误差 都 降 为 原来 的 0.636 6 倍 ， 


在 +=0 处 由 最 近 的 两 个 采样 点 引起 的 净 误 差 可 以 是 从 零 (如 果 两 误差 碰巧 抵消 ) 到 一 个 误差 
的 1. 27 倍 之 间 的 任何 值 .很 明显 ,在 应 用 采样 定理 内 插 时 所 引入 的 误差 与 影响 采样 数据 的 误 
差 具有 相同 的 幅度 数量 级 .我 们 不 能 预料 得 比 这 更 多 了 ,因此 可 以 总 结 为 内 插 过 程 可 以 容忍 噪 
声 的 存在 。 

这 里 的 目标 并 不 是 探究 统计 问题 ,而 是 指出 当 各 采样 间 的 误差 互相 独立 时 所 引起 的 误差 
的 一 个 简单 结果 ,所 有 采样 点 的 误差 来 自 于 一 个 均值 为 零 , 方 差 为 o 的 (噪声 ) 母体 .那么 在 x 


- 到处 的 误差 对 x = 0 处 贡献 的 误差 的 方差 为 (0. 636 6: o° ,由 所 有 采样 点 上 的 误差 在 + = 0 
处 产生 的 总 误差 的 方差 为 : 


[… 十 (0.127 3)? + (0. 212 2)? + (0. 636 6) + (0. 636 6): 十 
(0.212 2)? 十 (0.127 3)? ++]. 


现在 ,括号 中 级 数 的 各 项 的 值 就 是 sincsz fE z 的 单位 间隔 上 的 值 ,所 以 加 起 来 等 于 1。 因 此 ,在 
这 种 简单 的 误差 情况 下 ,内 插值 与 采样 数据 具有 同样 的 误差 。 
现在 我 们 把 相同 的 推理 应 用 于 交错 采样 ,特别 是 窗 间 隔 比 宽 间 隔 小 很 多 的 极限 情况 , 即 a 


< LAEM r = +a + + 处 ,这 里 是 宽 间 隔 的 中 点 ,最 近 的 四 个 采样 点 的 系数 是 


achat do, bhat 1), aka — D: 0 а=). 
这 些 系 数 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 是 正 的 ,其 它 是 负 的 。 在 a(z) 的 公式 中 存在 cotar 说 明 数 值 可 
能 会 很 大 。 这 样 ,内 插值 是 由 大 值 的 对 消 产生 的 ,而 且 总 误差 可 能 会 很 大 。 


我 们 可 以 用 另 一 种 方法 看 这 个 问题 ,一 对 项 
Jo)a(z) + f(a)yb(z —a) 
可 以 表示 为 下 面 形式 


[aG +a- 212203927 +G AD Гука — f0]. 


这 里 ,第 一 项 表示 一 对 样本 的 平均 乘 以 某 个 系数 ,第 二 项 表示 两 个 小 间隔 样本 的 差 乘 以 另 一 个 
系数 .在 极限 情况 下 , 当 a — 0 时 ,将 得 到 坐标 和 斜率 采样 定理 的 分 解 函数 .这 时 ,差分 项 的 系 
数 会 很 大 。 例 如 , 当 a 一 0.2 时 ,交错 采样 的 插图 中 所 采用 的 值 ,系数 就 会 大 于 1 ,这 样 差 分 项 的 
误差 就 被 放大 了 。 

如 此 看 来 ,在 采样 间隔 宽窄 交 蔡 出 现 的 交错 采样 中 ,是 不 允许 有 误差 的 ,因此 在 实际 应 用 
中 ,必须 仔细 估计 误差 的 大 小 .在 对 它 进行 详细 研究 时 ,必须 要 考虑 到 连续 采样 点 的 误差 之 间 
的 任何 关系 ,因为 当 fca) 与 f(0) 具有 相同 的 误差 时 ,f(a) 一 (0) 中 的 误差 显然 会 被 抵消 。 
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HEMRA 

众所周知 ,一 个 周期 波形 ,比如 与 乐器 的 一 个 持续 不 变 的 音符 相关 的 声学 波形 ,是 由 基 波 
和 谐 波 构成 的 .用 可 调谐 振 器 探测 这 种 声学 场 , 发 现 能 量 都 集中 在 基 频 的 整数 倍 频率 上 .用 目 
前 使 用 的 传 里 叶 变换 进行 处 理 , 没 有 一 种 情况 会 被 排除 在 外 .然而 ,保持 严格 的 周期 性 (在 物理 
上 是 不 可 能 的 ) 显然 可 以 得 到 一 个 冲 激 状 频谱 ,并 且 可 以 使 用 有 关 冲 激 的 理论 对 其 进行 详细 
研究 ,我 们 现在 着 手 进行 讨论 ,为 了 方便 地 处 理 与 周期 性 所 固有 的 复制 特性 以 及 与 采样 产生 谐 
波谱 有 关 的 冲 激 串 ,我 们 使 用 hah 符号 。 

传 里 叶 级 数 表现 为 傅 里 叶 变 换 的 极限 情况 ,而 传统 的 惯例 正 与 此 相反 ,传统 上 是 用 传 里 叶 
级 数 作为 出 发 点 发 展 傅 里 叶 变换 。 

为 了 参考 ,把 与 频率 为 f, 周 期 为 T 的 周期 函数 5(z) 相关 的 仿 里 叶 级 数 表示 为 


as + У) (a,cos2xnfz + b,sin2xnfr), 
T 


H 


1f? 
= 二 | g 
其 中 а= F) 8 z)d= 
}т 
a, = 2 [| ассорт 
Е 
{т 
b, 2 [7 ecmsinzmmyzdz。 
т 


т) 


只 要 g(z) 能 使 上 面 的 积分 存在 , 它 可 以 任意 选择 。 


很 多 涉及 传 里 叶 级 数 的 理论 的 目的 是 证 明 与 周期 函数 g(x) 相关 的 级 数 事实 上 常常 是 收 
但 的 ,更 进一步 ,如 果 它 收敛 ,那么 常 收敛 到 


irato 十 ECz 一 0)]。 


关于 这 个 主题 的 严格 的 研究 是 Dirichlet 在 1829 年 发 起 的 ,一 个 有 争议 的 时 期 可 以 追溯 到 1753 
年 , 那 时 D. Bernoulli 就 成 功 地 把 弦 的 振动 形式 表示 为 级 数 


у = А.ѕіпхсоѕа + A,sin2xcos2at + + 


Euler 在 这 个 问题 上 也 做 了 研究 ,并 且 得 到 了 行 波 的 一 般 方程 ,他 指出 如 果 Bernoulli 是 正确 
的 ,那么 任意 函数 都 可 以 展开 为 正弦 级 数 .他 说 ,这 是 不 可 能 的 .在 1807 年 , 傅 里 叶 在 向 Paris 
Academy 提交 的 论文 中 得 出 相同 的 结论 ,Langrange 指出 它 是 不 可 能 的 。 这 个 令 人 激动 的 课题 
在 纯 数学 中 产生 了 许多 重要 的 发 展 ,包括 Riemann 积分 的 发 明 . 我 们 必须 记 住 传 里 叶 ao за, 6, 
的 表示 方法 在 现代 分 析 发 展 之 前 很 早 就 有 了 。 

为 了 当前 的 目的 ,我 们 取 T = 1 并 注意 到 复 常数 a, — ib, 通过 傅 里 叶 变 换 与 一 个 周期 自 
gD) 相关 : 


a, =. = 2 |” вадеа 
-+ 
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= 2 асопсде sam dr = 2F(n) 。 


我 们 现在 用 周期 函数 的 傅 里 时 变换 来 恢复 这 些 结果 。 
令 f(x) 为 具有 普通 传 里 叶 变 换 F(s) 的 一 个 函数 ( 见 图 10. 11) ,然后 与 复制 符号 Ш) ж 
积 得 到 周期 函数 p(x) ,定义 为 


р(х) = ШО) * С) = У) п) n AER 


f(z) 的 绝对 可 积 性 ,这 是 傅 里 叶 变 换 所 要 求 的 ,保证 了 和 的 收敛 .p(x) 的 周期 为 1, 即 
p(z + 1) = р(х) 

对 所 有 的 x。 

对 于 p(x) 没有 普通 的 傅 里 叶 变换 ,因为 
Г | plz) | dz 


不 收敛 ,除非 p(x) 全 为 零 这 种 无 关 紧 要 的 情况 .因此 ,我 们 对 p(x) 乘 以 一 个 因子 Y(z) ,使 对 
的 较 大 值 (包括 正 值 和 负 值 ) 它 误 减 到 零 .实际 上 ,我 们 把 严格 的 周期 函数 p(x) 变 成 在 物理 上 
可 实现 的 ,但 只 有 很 少 的 函数 才 可 以 这 么 做 ( 见 图 10.12). 


уа) =е””, 


/ ' „ЫР М. 


т 5 


p(z)=WHI* f P(s)= ШЕ 


图 10.11 ”周期 函数 在 极限 意义 下 的 变换 


ЖА убт) 的 傅 里 叶 变换 ГС) 就 为 
г) = te, 


函数 yop) 就 有 傅 里 时 变换 
уба) p(T) = у(х) D) fGr — m) 


Эго) x De =F) 
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= УЈЕ0о0Г — п), 


用 мал 符号 来 表示 它 , 即 


УЕГГ —n) = ГО) * MOF]. 
现在 令 
P(s) = MOFO). 
这 里 实体 PO) 是 一 串 不 同 强度 的 等 间隔 冲 激 ,是 F(s) 在 * 的 整数 值 上 的 采样 ,具有 性 质 
yp OT*P, 


根据 卷 积 定理 ,我 们 看 到 P 是 一 个 表达 p(x) 的 传 里 叶 变 换 的 合适 的 符号 ,实际 上 , 随 r 一 0,7p 
是 一 个 函数 序列 , 它 的 极限 是 ,序列 修 * PP 定义 了 这 样 一 类 P 的 实体 ,一 样 地 ,我 们 称 p(x) 和 
Роу) 是 极限 意义 下 的 傅 里 叶 变换 对 。 


rep 


图 10.12 KAAF y 作用 于 周期 函数 p(x) 使 得 它 的 无 穷 积分 收敛 ,而 对 卫 作 
卷 积 去 除了 线 谱 PO 中 的 无 穷 间 断 点 


取 ГС) 为 一 个 周期 段 g(z)II(z) ,我 们 看 到 一 个 周期 函数 的 频谱 是 一 组 冲 激 , 冲 激 的 强 
度 是 FO) 的 等 间隔 采样 ,F(s) 是 一 个 周期 段 的 傅 里 时 变换 .有 


u Уво 
= BFWe 
= F(0) 十 Улкен +029] 
= F(0) +2 У) (ReFcos2xnr — ImFsin2zxnz) 
; 
= as + У) Ca,cos?anr + b,sin2xnz) 
п 


Ш а, — b, = 2Р0) ,这 恰恰 就 是 前 面 引用 的 复 系数 а, — ib, o 

周期 函数 具有 无 限 的 能 量 ( 它 的 积分 不 是 绝对 收 剑 的 ) ,因而 对 傅 里 叶 级 数 的 严密 的 讨论 
通常 比 传 里 时 积分 的 讨论 更 为 复杂 .因此 ,很 自然 地 ,物理 上 把 周期 函数 看 作 是 具有 有 限 能 量 
的 函数 的 逼近 ,把 * 线 谱 " 看 作 是 具有 有 限 能 量 密度 的 连续 谱 的 逼近 。 奇 怪 的 是 ,物理 上 可 实现 
的 函数 和 谐 却 经 常 表示 为 物理 上 不 可 实现 的 一 种 详尽 描述 (elaborations)。 一 些 人 不 明白 线 


第 10 章 采样 与 级 数 189 


谱 , 不 论 线条 捆扎 得 有 多 紧 , 最 终 如 何 能 变 为 一 个 连续 的 谱 。 这 种 表达 是 从 更 早 的 三 角 级 数 继 
承 而 来 的 ,并 且 得 到 了 相应 的 发 展 (用 我 们 的 术语 ). 周 期 函数 Ш f 具有 线 谱 IIIF( 传 里 叶 系 
数 集 )。 如 果 重 复 周期 延长 到 上 倍 ,那么 谱 线 的 捆扎 收 紧 了 r 信 , 幅度 减弱 到 1/r 倍 (注意 图 
10.13 中 纵 坐 标尺 度 的 补偿 变化 ) .现在 让 周期 变 为 无 限 大 ,脉冲 了 不 再 出 现 . 于 是 代表 周期 函 
数 的 三 角 级 数 和 变 为 无 穷 积分 , 且 描 述 级 数 系数 的 有 限 积分 仍然 不 变 .这 两 种 积分 是 十 i 和 一 i 
傅 里 叶 积分 。 

按 这 里 所 述 的 观点 , 线 谱 和 周期 函数 被 看 作 是 包含 在 傅 里 叶 变 换 理论 中 的 特例 , 它 的 处 理 
方法 和 其 它 依靠 II 符 号 的 变换 处 理 方法 相同 ,并 且 与 其 它 极限 情况 下 的 变换 一 样 要 注意 同样 
的 问题 。 

如 图 10. 13 所 示 ,间隔 为 = 的 无 穷 多 个 输入 冲 激 序列 变 成 了 间隔 为 r… 的 冲 激 且 不 是 单位 
强度 .如果 r> 1, 图 中 就 是 这 种 情况 ,那么 变换 后 的 冲 激 的 间隔 小 于 1 ,强度 大 于 1。 于 是 


ra 2 Шз), 


ШЕРА ШЕ 
tm). y HI(rs)F 


图 10.13 从 伟 里 叶 级 数 导 出 伟 里 叶 积 分 


ү 


如 果 改 写 为 шс) Dl r | Ces) АН A УНСС ВЕ с 0), i III(z/r) 有 更 强 的 


冲 激 ( 取 r > 1)。 从 相似 性 定理 可 以 得 出 这 些 关系 。 我 们 可 以 理解 , 当 一 个 短 脉冲 串 被 拉 伸 时 ， 
每 个 脉冲 变 宽 且 面积 增加 ;相应 的 冲 激 在 强度 上 应 该 成 比例 地 增加 。 


Gibbs 现象 ” 从 我 们 已 经 展开 的 观点 出 发 ,有 利于 对 健 里 叶 级 数理 论 中 的 经 典 主题 之 一 
进行 研究 。 在 对 周期 现象 进行 分 析 以 确定 傅 里 时 级 数 系数 ( 常 被 用 于 预测 ) 的 情况 中 ,有 一 个 
实际 而 重要 的 问题 是 需要 知道 应 该 保留 多 少 项 .关于 这 个 问题 有 多 种 讨论 方法 ,其 中 之 一 是 考 
虑 与 要 表达 的 周期 函数 中 的 断 点 或 锐 变 有 关 的 过 冲 现象 。 

很 明显 ,通过 忽略 掉 超 过 某 个 有 限 频率 的 项 ,相当 于 让 周期 函数 p(x) 通过 一 个 低 通 滤波 
器 ,这 样 , 如 果 基 频 是 %, 且 保留 到 最 高 频率 ns , 这 就 仿佛 是 给 频谱 乘 了 一 个 矩形 函数 
TI(s/2s.), ЖФ se 是 介 于 nso fü (n 十 1)s 之 间 的 截止 频率 。.s 具体 取 在 中 间 的 哪个 值 都 一 样 ， 
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为 了 方便 可 以 取 为 (十 去 )s。 在 频谱 上 乘 以 TGs/(2n 十 1)s,) ,相当 于 周期 函数 p(x) 与 (2n 十 
1)sosinc[(2n 十 1)sez] 进行 卷 积 .因此 , 当 级 数 的 求 和 上 限 频 率 为 mso, 和 就 成 为 
р(х) * (2п + 1)зевїпс[ (2л + 1)зт]. 
卷 积 函数 具有 单位 面积 , 故 在 p(x) 缓慢 变化 时 ,结果 与 p(x) 相当 一 致 。 
现在 我 们 希望 研究 在 间断 点 上 发 生 的 情况 ,因此 我 们 选择 一 个 在 x = 0 的 两 边 适 当 的 距 


离 内 等 于 sgnx 的 周期 函数 ( 见 图 10. 14) ,因为 我 们 把 注意 力 集中 在 x = 0 附近 发 生 了 什么 情 
况 , 所 以 在 这 个 范围 以 外 的 函数 形状 并 不 重要 ,只 要 它 是 周期 的 .在 zx = 0 附近 ,结果 近似 为 


(2л + Dsosinc[(2n + 1) о) * sgnz, 


图 10.14 (a) 周期 函数 p(x); (b) KIR A 的 放大 
我 们 知道 
sincz * sgnz = 2 sincrar, 
-个 与 正弦 积分 Si(z) 密切 相关 的 函数 .实际 上 
ШЕТ = 25кг). 


这 个 函数 对 + 大 的 负 值 在 一 1 附近 振荡, 随 着 + 接近 原点 ,振荡 幅度 增加 ,在 x = 0 处 通过 零点 ， 
上 冲 到 最 大 值 1. 18, 然 后 变 为 在 十 1 附件 的 衰减 振荡 ,如 果 我 们 改变 sinc 的 尺度 因子 ,用 因子 
N = (Ən + Ds 对 其 进行 压缩 ,并 且 使 其 强度 增加 一 个 因子 N, 以 致 它 的 单位 面积 保持 不 变 ， 
那么 与 sgnz 卷 积 将 使 在 一 1 和 十 1 附近 的 振荡 速度 加 快 但 振荡 幅度 不 变 , 即 : 
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NsincNz x sgnz = ZSiCNxz). 
x 


这 等 于 不 连续 量 的 9% 的 过 冲 仍 保持 在 9% ,但 在 更 接近 间断 点 的 地 方 达到 最 大 值 .在 负 半 边 
发 生 的 最 小 值 的 情况 与 此 相同 。 

现在 我 们 仔细 观察 , 当 侍 里 叶 级 数 被 截 尾 后 会 发 生 什么 情况 .无 论 傅 里 叶 级 数 包含 多 少 
项 ,在 任何 间断 点 的 两 边 都 会 出 现 过 冲 , 过 冲 量 为 9% ,在 间断 点 一 边 的 给 定点 上 ,振荡 幅度 会 
Bñ N 的 增长 而 无 限 减 小 ,因此 , 傅 里 时 级 数 和 的 极限 会 趋 近 于 函数 值 (在 间断 点 上 ,级 数 和 趋 
于 跳 变 的 中 点 ) ,尽管 如 此 ,级 数 和 与 函数 值 的 最 大 偏差 , 即 误差 仍 不 能 为 零 , 随 着 最 大 值 越 来 
越 接近 间断 点 ,最 大 偏差 将 趋 于 一 个 精确 值 9% ,这 和 从 sgnz 中 得 到 的 一 样 ,因为 远离 间断 点 
的 函数 部 分 的 确 是 无 关 的 。 

这 个 行为 使 我 们 想起 z8(z), 它 对 所 有 的 x 都 为 零 ,即使 定义 它 的 序列 有 非 零 的 最 大 值 和 
最 小 值 。 

有 限 区 间 候 里 叶 变换 ”在 自 变量 的 范围 不 是 从 一 о 到 со 问题 中 ,引入 有 限 区 间 傅 里 叶 
变换 是 很 有 用 的 。 例 如 


Рза.) = Гло, 
从 这 个 定义 式 ,我 们 可 以 推出 逆 变 换 公式 、 卷 积 定理 和 有 关 函 数 导 数 的 有 限 区 间 变 换 的 一 些 定 


理 等 。 作 为 道 变换 的 一 个 特例 ,我 们 有 


Е‹з,о, = | /zsin2xrdr， 


F= АУ) Fs,0, Bsin2rzs. 
二 


后 一 个 方程 的 右边 可 以 看 作 是 一 个 在 (0, 立 ) 区 间 与 f(z) 相同 的 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 。 


显然 ,有 限 区 间 传 里 叶 变换 的 理论 与 傅 里 叶 级 数理 论 相同 , 且 它们 使 用 时 的 主要 优势 都 在 
于 逼近 。 我 们 已 经 看 到 通过 极限 意义 下 变换 的 概念 把 傅 里 叶 级 数 纳入 到 传 里 叶 变换 的 范畴 可 
以 带 来 许多 方便 ,所 以 我 们 也 要 把 有 限 区 间 的 变换 包含 进来 .根据 普通 正弦 变换 ,我 们 可 以 把 
前 面 例子 写成 如 下 形式 


|} усәча?лазйс = 2f [ze feo оказах, 


一 般 情况 下 ， 


1 
[лоев = Г [u |2991) еза, 
; = ъа 
BE АИ ЕО В ВЕ ЬО О С ВКА ТКИВА. 
由 此 就 可 以 得 到 有 限 区 间 变换 的 所 有 特性 .例如 ,函数 的 导数 (一 般 地 ) 在 截止 点 a 和 6 将 
会 成 为 冲 激 , 所 以 导数 的 傅 里 叶 变 换 将 包含 两 个 特殊 的 项 ,它们 与 和 6 处 的 跳 变 成 正比 , 当 我 
们 令 述 一 个 函数 的 导数 的 传 里 叶 变换 是 函数 的 候 里 叶 变换 的 i2xs 倍 这 个 定理 时 ,没有 必要 明 
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确 提 到 变换 的 这 个 性 质 .例如 , T OO 的 傅 里 叶 变 换 是 i2rs。sincs = 2isinxs。 然 而 ,有 限 区 间 变 
换 的 导数 定理 显 式 地 包含 了 这 些 附 加 项 . 即 


h 
fr oerda = i2xsF(s,a,b) + f(a je = — f(b)e 7 


MEHRA 。 如 果 我 们 考虑 单位 周期 函数 p(x) 的 傅 里 叶 级 数 系数 a, Mb, 的 通用 公式 ， 
вр 


а, — ib, =f, роде dr, 


我 们 注意 到 积分 具有 有 限 区 间 传 里 叶 变换 的 形式 。 如 此 ,尽管 p(x) 是 连续 变量 x 的 函数 ,但 是 
健 里 叶 系 数 却 只 与 一 个 仅 呈 现 为 整数 值 的 变量 x 有关, 我 们 已 经 研究 的 健 里 叶 变换 可 直接 用 于 
确定 伟 里 叶 级 数 的 系数 .我 们 知道 ,有 限 区 间 变 换 可 以 用 一 个 略 有 不 同 的 函数 [ С) РС) 的 标准 
变换 表示 如 下 ， 


[ ucoseoe az 


这 样 ,我 们 处 理 变 换 的 方法 就 可 以 自由 地 应 用 于 伟 里 时 级 数 系数 的 确定 。 
作为 一 个 例子 ,考虑 一 个 周期 的 罕 三 角 窗 脉冲 串 , 如 图 10. 15а 所 示 ， 


У А100 = n]. 


А010) * IH(z) узмо р ШС) 


АЕ» Т 


П(х)[А(10х) * Ш(х)}) 16% тр 


(з) 


т r "T 
w 


图 10.15 ”求解 傅 里 时 级 数 系数 


借助 于 hah 符号 来 表示 ,这 个 脉冲 串 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
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A(Cl0r) * IIICz)， 
它 的 变换 为 : 


Ders 
站 sinc БШ. 


我 们 注意 到 这 个 表达 式 中 的 十 sine(s/10) Жат 


[aane dr, 
根据 周期 串 A(10x) « III(z), 它 和 下 式 相同 , 即 
[Пола • moet de. 


На Н ti фа — 4 A kb A E E R, RATE E T 508 E A A X 0 #35 
式 , 果 然 不 错 ,* 是 连续 的 ,n 是 不 连续 的 ,但 是 


Ln 
10sinc то) 


除 在 s 的 离散 值 以 外 都 为 零 , 并 且 在 这 些 值 上 的 冲 激 强度 等 于 相应 的 伟 里 叶 级 数 的 系数 。 
一 般 情况 下 ,一 个 函数 
1 
fe) x TGP) 


有 任意 的 周期 ,其 变换 
FOs)IICTs) 
说 明 傅 里 叶 级 数 的 系数 可 以 通过 读 取 不 同 间隔 = T ' 处 的 FO) 来 获得 ,如 图 10. 15b 所 示 。 


周期 冲 激 串 

工 的 周期 函数 的 储 里 叶 变换 是 一 串 等 间隔 的 冲 激 ,反之 亦 然 。 如 果 一 个 周期 函数 本 身 是 由 
等 间隔 的 冲 激 所 构成 ,或 者 如 果 一 个 冲 激 串 本 身 是 周期 的 , 那 又 是 什么 样子 的 呢 ? 

从 原 函数 fO) ,通过 与 III(z) 的 卷 积 生成 一 个 具有 单位 周期 的 周期 函数 PCz)。 因 为 PCz) 
具有 单位 周期 , 它 的 变换 为 P(s) ,由 单位 间隔 的 冲 激 组 成 .现在 ,通过 乘 以 间隔 为 X 的 单位 强 
度 的 冲 激 串 对 p(x) 进行 采样 ,其 中 间隔 X 小 于 1 ,得 到 一 个 周期 冲 激 串 (图 10.16 左下 )。 


Je = Mw x лсо С). 
通过 观察 得 出 
Уба) DF) = СШКС)ЕС)) + ШОХУ). 
这 样 ,对 z 的 周期 函数 均匀 采样 (图 10. 16 左下 ) 得 到 一 个 类 似 于 采样 函数 的 均匀 复制 的 结构 
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(图 10. 16 右 下 )。 因 此 7(z) 可 以 用 两 种 方法 表示 , 即 


Дох) = ШС) * fez)] yma = 00) pD] * Ша). 


f(x) F(s) 


p= f 


Р=ШЕ 


г 


图 10. 16 首先 对 /(x) 进行 等 间隔 复制 (中 左 ), 然 后 以 间隔 X 进行 采样 得 到 周期 冲 激 串 ( 左 

下 ); 图 的 右边 是 响应 的 变换 ,首先 在 单位 间隔 上 采样 (中 右 ) ,然后 以 间隔 1/X Ж 

行 复制 ;所 有 轴 上 的 刻度 位 于 士 1 上 
我 们 只 图 示 了 第 一 种 方法 ,因此 还 存在 另 一 种 图 形 , 它 的 上 面 一 行 和 下 面 一 行 与 图 10. 16 一 
样 , 但 是 其 中 间 的 一 行 图 形 与 图 10.16 不 同 ,左边 的 图 形 应 该 是 X "IIICz/X)7(z), 而 右边 的 
图 形 应 该 是 Xs) ж F(s)。 

当 实现 离散 傅 里 时 变换 的 时 候 ,无 论 数据 集 还 是 离散 变换 等 价 于 等 间隔 冲 激 串 ,它们 的 关 

系 与 图 10. 16 下 面 一 行 两 个 图 的 中 间 能 之 间 的 关系 相同 图 10.16 对 理解 泄漏 和 混合 现象 是 
很 有 帮助 的 ,这 种 现象 会 导致 F(s) 的 系数 与 F(s) 的 值 不 同 ,这 将 会 在 第 11 章 “离散 储 里 叶 变 
换 是 否 正确 ”这 一 节 中 详细 说 明 。 


Shah 符号 是 它 本 身 的 傅 里 时 变换 
shah 符号 ШС) 的 定义 如 下 : 


Ma) = Jl n) 


因此 ,与 这 里 所 采用 的 方法 一 样 ,要 按照 定义 序列 来 考虑 hah 符号 .作为 一 个 推断 ,如 果 它 的 
储 里 叶 变 换 证 明 是 III(s) ,那么 也 可 以 按照 序列 来 考虑 它 。 
我 们 着 手 构造 一 个 普通 函数 伟 里 叶 变 换 对 的 均匀 序列 ;使 得 其 中 一 一 个 序列 可 用 于 定义 
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Шо), 然后 我 们 看 另 一 个 序列 是 否定 义 了 I). 
考虑 函数 


fe = сле ee 


对 一 个 给 定 的 小 的 值 r( 稍 后 我 们 将 允许 т 变化 从 而 形成 一 个 序列 ) ,函数 f(z) 表示 一 串 宽度 
A r HIRR Ri Gaussian) 尖峰 ,并 且 整 体 乘 了 一 个 宽度 为 r 的 宽 高 斯 包 络 ( 见 图 10. 17). 当 
一 0 时 ,在 的 整数 值 上 的 每 一 个 尖峰 将 会 变 宗 且 高 度 增加 .对 任何 x 的 非 整数 值 ,我 们 可 以 证 
明 当 r 一 0 时 ,F(z) 一 0, 另 外 ,每 一 个 尖峰 下 的 面积 趋 于 1. 因此 这 个 序列 恰当 地 定义 了 位 于 z 
的 整数 值 上 的 一 系列 等 间隔 单位 脉冲 。 


图 10.17 用 于 讨论 hah 符号 的 变换 对 


因为 | f(z) | 是 可 积 的 , 且 无 不 连续 点 ,所 以 函数 f(x) 具有 普通 的 傅 里 叶 变换 。 其 傅 里 叶 
变换 FO) 由 下 式 给 出 : 


FO =r У енени, 


得 到 此 式 的 一 种 方法 是 注意 到 因子 


tem? 
ape (nm 


是 周期 的 , 且 具 有 单位 周期 ,因此 可 以 被 表示 成 一 个 传 里 叶 级 数 . 仿 里 叶 级 数理 论 是 数学 的 一 
个 成 熟 的 分 支 ,我 们 有 权利 用 它 , 只 要 我 们 不 试图 使 用 hah 符号 的 自 变换 特性 作为 基础 来 重 
新 建立 傅 里 叶 级 数理 论 .其 傅 里 时 级 数 是 : 


Ў e= созт. 


因此 


通过 逐 项 应 用 移 位 定理 ,我 们 就 得 到 了 上 面 引用 的 F(s) 的 形式 。 
函数 FO) 是 宽度 为 + 的 一 串 高 斯 尖峰 ,其 最 大 值 位 于 宽度 为 r' 的 宽 高 斯 曲线 上 。 和 前 面 
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一 样 , 可 以 证 明 随 r — 0 时 , 它 恰 好 是 hah 符号 的 定义 序列 。 
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习题 
1 证 明 一 个 具有 单位 周期 的 周期 函数 p(x) 可 以 用 无 限 多 种 方法 表示 成 II(z) * f(x) 的 
形式 ,把 这 一 点 和 下 面 的 事实 联系 起 来 :无限 多 种 不 同 函 数 可 以 共有 同样 的 等 间隔 采样 集合 。 


2 用 三 种 不 同 的 方式 ,将 周期 冲 激 囊 > TOOG- D] 表示 成 II(z) < уса) 的 形式 。 
3 .级 数 系数 。 确定 下 列 周 期 函数 的 全 里 叶 级 数 系数 ,函数 的 周期 等 于 1, 在 间隔 (一 十 一 


z<j) 上 ,定义 如 下 : 


(а) cosxr, A(2z)，IL(2z) 一 去 


(b) A(8z 一 1)，(1 一 4z)HCz)， 
(c) et, 1—4m, e", e*H(m), 


4. 内 择 ”下 列 采样 集合 确定 了 一 个 带 限 函 数 : 
++0, 10, 30, 50, 50, — 40, — 35, — 10, —5, 0,--- 


所 有 省 略 的 采样 点 均 为 零 . 通 过 数值 内 插 来 还 原 该 函数 .函数 的 最 小 值 是 多 少 ? 
5. 欠 采样 ” 某 个 函数 是 近似 带 限 的 , 即 它 的 功率 谱 的 一 小 部 分 y 事实 上 超过 了 标 称 的 截 
止 频率 .用 标 称 的 采样 间隔 对 其 采样 并 用 通用 的 规则 重 构 这 个 函数 .使 用 下 列 不 等 式 


fo < LFG) | ds 


来 检验 原 函 数 与 重 构 函数 有 多 大 的 差异 。 
6. 幅度 和 斜率 欠 采 样 ” 如果 对 上 面 所 提 及 的 近似 带 限 函数 进行 幅度 和 斜率 采样 使 用 下 
列 不 等 式 


РЯ 
fay «а 1 FC) | ds 
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证 明 即 使 x 很 小 , 原 函 数 与 重 构 函 数 的 差异 也 会 比较 严重 。 

7. 有 噪声 情况 的 采样 。 给 一 个 带 限 函数 加 一 点 噪声 .在 采样 前 ,我 们 对 加 噪 函数 进行 滤 
波 以 消除 超过 原始 截止 频率 的 噪声 分 量 . 然 而 ,函数 仍然 会 被 小 部 分 的 带 限 噪 声 所 污染 ,检验 
在 存在 噪声 的 情况 下 ,幅度 和 斜率 采样 与 普通 (幅度 ) 采样 的 相对 敏感 性 。 

8. 自 卷 积 ”一 个 有 限 长 的 具有 有 限 强度 的 等 间隔 冲 激 序列 : 


aa8(z) 十 ai6(z 一 1) 十 … 十 a8(r 一 中 
和 它 本 身 进行 多 次 卷 积 ,结果 是 另 一 个 冲 激 序列 : 


Daai). 


结合 中 心 极限 定理 和 采样 定理 ,证 明 a 对 i 的 图 形 近 似 是 一 个 正 态 分 布 . 指 出 系数 ao， а, a;， 
т, а, 必须 满足 的 简单 条 件 。 

9. 自 卷 积 在 前 一 个 问题 中 ,用 一 个 违反 条 件 的 简单 例子 进行 练习 ,给 出 一 个 合适 的 理 
论 来 解释 它 。 

10. Gibbs 过 冲 ”证明 在 讨论 Gibbs 现象 时 所 引入 的 9% 的 过 冲 ,由 下 式 严格 给 定 


一 | часа, 


11. 带 通信 号 的 采样 ”一 个 载波 电话 信道 的 带宽 范围 是 从 低频 f, = 95 kHz 到 高 频 /, 一 
105 kHz。 用 21 kHz 采样 率 对 其 采样 ,得 到 的 新 波形 由 在 采样 时 刻 的 很 短 的 脉冲 组 成 ,脉冲 的 
强度 正比 于 采样 值 . 作 出 一 图 形 说 明 新 波形 所 占用 的 频带 ,并 且 验 证 可 以 从 新 波形 中 重 构 原 波 
形 。 证 明 ,在 一 般 情况 下 临界 采样 速率 是 2f, 除 以 不 超过 f,/(f, 一 f) 的 最 大 整数 。 

12. 交错 采样 在 前 一 个 问题 中 ,证 明 一 般 情况 下 用 速率 2( f, 一 Ло) 进行 采样 所 得 的 数 
据 不 能 重 构 出 载波 信和 号. 证明: 通过 对 两 串 等 间隔 采样 数据 进行 适当 的 交错 ,平均 采样 速率 就 


可 以 降低 到 二 带宽 。 


13. 数据 样本 的 模拟 滤波 。 一 个 带 限 信 号 го) 通过 一 个 冲 激 响应 为 IC) 的 滤波 器 .输入 
和 输出 信号 z(t) 和 уб) 可 用 采样 值 x; M у, 来 表示 .证 明 : 


(y) = (z) ж (là 


并 解释 如 何 得 到 {I} 。 

14. 来 自 输出 的 输入 ”在 上 题 中 ,输入 信号 的 采样 是 {zx,} = {1 2 3 4 5…) ,描述 滤波 器 的 
序列 {1,} 是 {1 2 1} .证 明 输出 序列 {y;) 是 {1 4 8 12 …} 并 且 通 过 计算 下 式 , 可 以 从 已 知 的 输出 
中 得 到 输入 序列 。 

{1—23—45}*{14812.} 

15. 递归 预测 — 在 上 题 中 ,用 数值 验证 一 个 特殊 的 输出 信号 可 以 用 以 前 的 输出 信号 加 上 
一 个 最 近 的 输入 信号 的 采样 来 表示 , 即 : 

Y, = aY +оҮ + +AX., 
证 明 ,系数 o заг," 和 有 可 以 由 下 面 的 逆序 列 给 出 : 
(K, K, Kx) = (1)? 
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其 中 {a a a ts) =- K K, K, …} 和 有 一 ES 


16. 带 通 滤波 器 。 一 个 滤波 器 的 输入 信号 已 经 停止 了 ,但 仍 在 继续 输出 ,并 且 每 一 个 新 

的 采样 样本 都 可 以 通过 下 列 关 系 从 其 前 面 的 采样 值 中 得 出 

Y, = aY, ауа + 
WE: 

Y(D = [adt 0) Had 2) +) Y(D 。 

在 一 个 特例 中 ,只 有 两 个 非 0 系数 。 

Y, = 1.65Y,, — 0. 9Y,. 
在 输入 中 止 之 后 , 紧 接 着 的 两 个 输出 的 采样 值 均 为 100; 计 算 并 画 出 足够 多 的 输出 来 确定 该 响 
应 的 普遍 特征 .证 明 一 个 阻尼 振 荔 Y(t) 二 ecos[w(t 一 a)] 满 足 上 面 给 出 的 卷 积 关系 , 当 a = 
2е "соза, а; =— e ”时 ,这 是 一 个 带 限 响 应 吗 ? 

17. 通用 滤波 器 — 在 上 题 中 ,证 明 如 果 滤波 器 是 由 有 限 个 电感 .电容 和 电阻 组 成 的 ,那么 
yy 序列 只 包含 有 限 项 ,从 而 证 明 对 一 个 内 部 结构 未 知 的 滤波 器 ,在 滤波 器 的 输出 端 进行 有 限 的 
连续 测量 后 ,由 任何 输入 信号 导致 的 输出 都 是 可 以 推导 的 .你 如 何 知 道 已 经 取 到 了 足够 的 采样 
点 ? 

18. КЖЕ ”一 个 电气 系统 的 输入 电压 X(t) 和 输出 电压 Y(t) 在 均匀 的 间隔 上 同时 
采样 ,所 得 数据 如 下 : 


ха) 15 10 6 2 1 0 о о 0 O 
Үч) 15 15 7.5 一 2.75 一 2.5 


计算 丢失 的 усо) ,并 且 计算 在 一 段 时 间 后 如 果 z(t) 开始 线性 增长 ,输出 应 该 是 什么 。 
19. Shah 符号 证 明 


F ee = шә. 


20. 样本 和 与 积分 成 正比 对 一 个 有 限 持续 期 的 带 限 信号 以 等 间隔 T 进行 采样 ,并 且 对 
采样 值 求 和 ,证明 ,假设 满足 一 定 的 条 件 ,如 果 取 同样 数量 的 采样 点 ,但 间隔 在 T 一 b 和 TT 十 b 之 
间 交 替 变 化 (交错 采样 ) ,那么 和 就 是 相同 的 。 

21. 计算 机 图 形 ”一 个 计算 机 打印 输出 了 一 长 串 数字 ,它们 要 被 画 成 一 张 图 .Smith 用 手 
绘 出 了 每 个 点 ,这 些 点 看 起 来 似乎 正好 位 于 一 条 光滑 的 曲线 上 ,他 用 手 画 了 一 条 通过 这 些 点 的 
光滑 曲线 . 另 一 方面 ,Johnson 用 一 个 计算 机 程序 自动 绘 出 这 些 点 ,并 且 用 直线 把 相 邻 的 点 连 
接 起 来 .Smith 说 ,“ 通 过 你 的 机 械 似 的 曲线 上 尖锐 的 拐角 ,我 知道 你 引入 了 一 个 实际 上 不 存在 
的 高 频 分 量 。Johnson 说 :“ 我 的 曲线 是 更 可 信 的 ,因为 其 中 不 包含 任何 主观 因素 。Robinson 
说 ;“ 我 用 我 的 储 里 叶 分 析 仪 分 析 了 这 两 条 曲线 ,Johnson 的 曲线 中 有 Smith 的 曲线 中 不 存在 的 
高 频 分 量 , 但 实际 上 是 不 可 检测 的 。 主 要 的 差异 是 除了 直流 和 附近 的 低频 以 外 ,Smith 的 谱 明 
显 比 Johnson 的 谱 大 。 即便 有 的 话 , 似乎 是 smith 增加 了 额外 的 分 量 ,但 是 是 在 中 频 范围 
内 。”Lee 说 ,也 许 Smith 的 曲线 是 最 好 的 ,机 械 描绘 方法 减 去 了 一 些 分 量 .” 现在 可 以 比 给 出 
定性 的 意见 做 得 更 好 一 些 ;你 想 说 点 什么 ? 

22. 更 新 算 子 ”复杂 的 输入 波形 作用 于 一 个 线性 时 不 变 系统 , 且 它 的 响应 可 以 从 下 面 形 
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式 的 方程 中 逐步 计算 出 来 , 即 
AV:(D = UV CD)， 


其 中 U 是 作用 于 Vi(z) 上 的 一 个 操作 , 它 能 被 应 用 于 任何 特殊 的 时 刻 。 那 么 ,在 过 了 At 之 后 , 完 
全 相同 的 操作 就 作用 于 V, (O 的 更 新 的 段 上 , 且 计 算出 V(t) 中 新 的 增 量 ,等 等 .操作 U 是 什 
么 ?在 什么 情况 下 ,这 种 计算 方法 优 于 V(t) 和 冲 激 响应 ГСО) 的 简单 卷 积 ? 

23. 乘积 和 卷 积 的 结合 率 。 两 个 函数 相互 卷 积 ,但 它们 中 的 第 一 个 是 被 采样 的 信号 。 研 究 
Сб) ) ж g(z) = РС) * [II(z)g(z)] 是 否 成 立 。 

24. Parseval 定理 MR p) 是 一 个 实 的 周期 信和 号 ,周期 为 本 ,证 明 ;: 


1(# 1 < 
Lf 了 [PCz) 了 dz 一 atg 20а +8, 


其 中 a, Mb, 是 p(x) 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 
25. 内 插 。 给 定 函数 f(z) 在 zx 的 所 有 整数 值 上 的 值 
Са) 证 明 ， 


усо = У) fosinc(r—n) 


是 一 个 内 插 公 式 , 由 此 可 以 正确 地 得 到 所 有 z 值 上 的 f(x) 的 值 ,假设 /(x) 不 包含 每 单位 
x 0,5 周期 或 更 高 的 频率 。 


(b) 证 明 : 这 个 内 插 公 式 可 以 表示 成 sincz 与 š fM — n) 的 卷 积 。 


26. 仿 样 内 揪 O fn), finta), fint 2a) 和 f(n 十 3a) 是 四 个 连续 的 数据 值 ( 标 为 A， 
B,C HD) ,建议 进行 如 下 的 内 插 。 一 条 三 次 曲线 (图 中 的 虚线 ) 通过 A,B,C 和 D( 一 条 三 次 曲 
线 能 通过 六 个 点 ) 且 强加 两 个 附加 条 件 .B 点 的 斜率 等 于 直线 AC 的 斜率 且 C 点 的 斜率 等 于 直 
线 BD 的 斜率 。 弧 BC 就 被 看 作 是 内 插 , 对 点 B,C,D,E 使 用 同样 的 方法 可 得 弧 CD ,等 等 .这 就 
是 样 条 内 插 的 形式 ,之 所 以 称 为 仿 样 内 插 是 因为 它 类 似 于 绘图 员 在 画 曲 线 时 用 作 向 导 的 灵活 
的 仿 样 ,证 明 : 上 述 操作 可 以 表示 为 和 下 式 的 卷 积 ， 


0. 5a™(3 | x |? — 5a | x |? + 2а?) 0<[z <a 
h(x) -= 3[ 一 | r |° +5a | r |? — Ва? | r |+4a°] аі х 1 2а 
0 | z |> 2a 


并 且 求 出 相应 的 传输 函数 ,得 出 中 点 内 插 的 系数 序列 并 且 解 释 对 它们 求 和 得 到 的 值 。 


f(x) 


hla), ey ` 


27. Lagrange 内 插 ”函数 f(z) 在 x 的 所 有 整数 值 上 的 值 给 定 ,在 z 一 十 处 的 内 插值 ， 
ЖФ О <р 二 1, 可 以 用 Lagrange 四 点 内 插 公式 计算 , 即 


= 傅 里 叶 变 的 及 其 应 用 


VC 二 + 六 一 pp 一 DG 一 2) fD -eD tw 
pl(p+ Dp—2) {td + apn Кен 


内 插值 是 给 定 值 的 线性 函数 ,但 是 能 被 表示 成 卷 积 的 形式 吗 ? 在 哪 种 情况 下 ,Lagrange 内 插 能 
被 描述 为 具有 与 众 不 同 的 传输 函数 的 滤波 操作 。 

з. 有 限 采 样 样本 ”通过 不 同 的 日 期 在 合适 的 位 置 对 河水 流动 进行 测量 ,就 有 可 能 建立 
一 条 每 秒 流量 (立方 米 ) 和 用 一 个 测 高 仪 测量 的 水 面 高 度 之 间 的 校正 曲线 ,在 自动 测量 了 高 度 
并 且 贤 测 到 可 以 进行 计算 的 中 央 点 以 后 ,我 们 就 可 以 估计 水 坝 将 来 的 储量 和 水 力 发 电量 .在 某 
个 确定 的 网 络 中 ,每 个 位 置 每 天 做 一 次 测量 ,但 基于 前 6 个 月 操作 所 预测 的 水 坝 高 度 全 是 错 
的 ,程序 员 Lee 说 :“ 对 每 日 的 流量 求 和 并 乘 以 24 小 时 ,这 就 是 我 程序 要 做 的 事情 ,所 得 结果 只 
能 是 6 个 月 实际 容量 的 近似 ,严谨 地 讲 , 那 是 一 个 积分 而 不 是 一 个 求 和 。” 数 学 家 Long бъ: Вр 
使 河 的 高 度 是 时 间 的 带 限 函 数 , 即 使 我 们 使 用 180 个 采样 值 ,都 会 有 无 穷 多 个 同样 带 限 的 函数 
通过 180 个 采样 点 .虽然 采样 的 主要 特点 是 允许 内 插 的 ,但 是 内 插 公 式 需 要 无 穷 多 个 采样 值 。 
我 们 隐 含 着 假设 第 一 个 值 前 面 的 采样 值 是 0. 我 有 如 下 的 证 明 , 对 无 论 多 大 M, 虽 然 所 有 通过 
N 个 采样 点 的 函数 不 必 是 近似 一 样 的 ,但 是 相互 之 间 的 不 同 可 以 超过 | M |。” 对 引文 中 的 每 一 
句 话 ,请 给 出 你 自己 的 观点 。 如 果 你 是 一 个 水 文学 家 ,你 会 说 些 什 么 ? 

29. 采样 率 对 内 持 质 量 ”一 个 电压 形式 的 数据 流 在 1 Hz 频率 以 上 包含 很 小 但 是 足以 造 
成 混合 的 信号 .仔细 研究 表明 ,S(/) = exp nf) 是 电压 谱 的 一 个 很 好 的 表达 。 形 如 V(t) = 
exp(— = ) 的 简单 脉冲 就 具有 这 样 的 谱 , 所 以 可 以 用 它 进行 测试 .一 个 采样 器 件 每 0.5 s 就 对 
у») 采样 1 ms。 随 后 ,使 用 这 些 采样 值 通过 线性 内 插 重 构 出 在 示波器 上 显示 的 波形 .所 得 到 
的 多 边 形 只 是 波形 Vs(z) 的 粗略 近似 .在 从 上 = 一 1 一 上 = 十 1 的 间隔 上 ,平均 绝对 误差 是 多 少 ? 
对 采样 值 相对 于 峰值 信号 出 现时 间 的 相位 有 很 大 影响 吗 ? 如 果 用 sinc 函数 内 插 ,那么 还 需要 更 
精细 的 安排 ,但 是 误差 将 减 小 到 多 少 ?如 果 仍 使 用 线性 内 插 , 而 采样 率 加 倍 ,误差 将 会 是 多 少 ? 
你 有 什么 样 的 建议 ? 

3.88 我们 需要 预测 6 个 月 的 太阳 黑子 的 数量 以 便 对 海外 无 线 通信 的 频率 做 出 安 
排 ,就 像 上 两 个 世纪 一 样 的 ,每 天 都 测定 太阳 黑子 数 ,每 个 月 的 月 底 公布 列表 以 及 这 个 月 的 平 
均值 . 当 作 图 时 ,每 个 月 的 均值 给 出 的 是 一 条 参差 不 齐 的 曲线 , 它 不 适合 用 于 趋势 的 预测 ,所 
以 ,对 每 一 个 月 ,使 用 下 式 计 算 12 个 月 的 滑动 平均 R'。: 

лена SE SE MON MO MUM. 
自然 地 ,这 个 量 只 能 在 一 定 的 延迟 后 才 可 以 使 用 .从 R”, 的 傅 里 时分 析 可 以 发 现 尽管 R。 相当 
光滑 ,然而 曲线 上 仍然 有 一 些 摆动 ,摆动 的 周期 大 约 为 8 个 月 -实际 上 , 傅 里 叶 变 换 以 每 月 1/8.4 
周期 的 频率 形成 峰值 。 

当 太阳 大 致 同样 面 对 地 球 的 时 候 , 与 太阳 有 关 的 自然 周期 要 包括 11 年 的 周期 和 27 天 的 
时 间 间 隔 ,所 以 很 难看 出 8 个 月 的 摆动 与 太阳 有 关 . 你 能 解释 为 什么 有 摆动 吗 ? 

31. 带 限 函数 定理 — 在 Smith 组 织 讨论 之 前 ,总 结 了 最 近 的 一 本 技术 杂志 中 的 一 篇 文章 ， 
Smith 说 :“ 这 个 作者 指出 了 带 限 信号 的 一 条 性 质 ,根据 这 个 性 质 两 个 连续 最 大 值 之 间 的 间隔 
不 能 小 于 aT ,其 中 工 为 临界 采样 间隔 .有 人 了 解 这 个 定理 吗 ?”Lee 说 ;“ 这 或 多 或 少 都 是 明显 
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的 ,极限 情况 下 ,sinc 函数 的 连续 最 大 值 的 间隔 从 最 大 的 2. 49T 降 到 2T。 这 种 sinc 函数 (毕竟 ， 
它 也 是 带 限 函数 ) 登 加 后 的 两 个 最 大 值 之 间 的 间隔 不 能 小 于 2T. 因 此 ,a = 2,” 一 直 在 思考 的 
Yanko 39 Н Т = 1 就 足以 对 sin2: 一 exp[ 一 (t/1 000)*] 进行 采样 了 ,并 且 画 了 一 张 草图 说 
明 函 数 在 A В 有 两 个 相当 接近 的 零点 .他 说 :“ 我 很 确定 , 带 限 函数 的 积分 也 是 带 限 的 .因此 
在 我 的 函数 的 积分 中 A УВ 之 间 出 现 的 最 大 值 的 间隔 小 于 2T. 更 进一步 ,通过 调整 正弦 波 的 
幅度 ,我 可 以 使 间隔 小 到 我 所 期 望 的 程度 .” 证 实 或 者 驶 斥 各 种 陈述 .你 的 a 值 是 多 少 ? 

32. 和 声学 ”一 个 电气 火车 系统 的 轨道 把 从 60 Hz 电源 经 过 12 相 整 流 得 到 的 直流 电源 传 
送 给 机 车 。 安 全 防范 所 需要 的 信号 ,例如 在 任 一 个 运行 区 段 中 最 多 只 能 有 一 列 火车 ,也 沿 着 同 
样 的 轨道 传送 但 是 在 音频 频段 。( 信 号 是 由 在 5 ~ 10 kHz 的 范围 内 的 两 个 频率 间 切 换 而 产生 
的 二 元 编码 , 相 邻 的 运行 区 段 使 用 不 同 的 频率 对 。) 两 个 轨道 中 的 大 电流 有 相同 的 方向 且 名 义 
上 是 相等 的 (“平衡 的 ”). 另 一 方面 ,音频 电流 的 方向 是 相反 的 ,并 且 通 过 两 个 无 接触 的 铁 氧 体 
磁 心 线圈 从 轨道 上 取出 来 ,两 个 线圈 的 输出 合并 使 得 取出 的 信号 加 售 ,而 且 理 论 上 消除 了 在 电 
源 频率 处 的 波动 。 最 后 一 步 ,通过 “最 平坦 ” 石英 滤波 器 选 出 信号 频率 ,尽管 如 此 ,这 个 信 令 系 
统 对 自动 火车 控制 来 说 还 不 是 十 分 可 靠 。 

我 们 建议 使 用 术语 “电源 频率 ”。 因 为 直流 电机 从 轨道 上 提取 720 Hz( 和 谐 波 ) 的 波动 电 
流 ,为 了 解释 : 设 


Acoswt coswt>0 
10) = 
0 соза»! < 0 ， 
其 中 om = 2x X 60 Hz, 并 设 
ID = hO +һа—Дэ+һе—„2э›++Һһа— l, 
; ' 720 Ё 720 * 720“ 


作为 12 个 交错 排列 的 波形 组 合 的 结果 ,这 差不多 是 纯 的 直流 ,但 实际 上 具有 720 Hz 基 频 的 波 
动 分 量 . 如 果 Го) 的 直流 分 量 是 10 000 A, 如 火车 起 动 时 就 是 这 样 的 ,计算 5 ~ 10 kHz 范围 内 
每 个 谐 波 的 安培 数 。 

顾问 A 对 音频 振荡 器 的 频率 稳定 性 、 比 特 率 、 信 号 带宽 、 滤 波 器 带宽 ,以 及 带 外 抑制 电 平 
做 了 一 个 英明 的 评论 ,但 作为 一 个 临时 措施 ,推荐 检查 和 蔡 换 所 有 不 符合 规范 的 石英 滤波 器 并 
用 钢丝 刷 过 轨道 .顾问 B 陈述 说 ,1(t) 是 如 下 所 示 的 圆 齿 波形 ,而 电 氧 体 磁 线圈 提取 的 波形 是 
锯齿 状 的 ,这 是 因为 线圈 的 响应 是 流 过 它 的 磁 通 量 的 导数 .为 了 在 所 求 的 音频 信号 中 抑制 这 个 
锯齿 干扰 分 量 , 他 建议 再 做 一 次 微分 ;于 是 干扰 分 量 在 时 间 上 被 严格 局 部 化 成 短 脉冲 的 形式 ， 
这 些 短 脉冲 可 以 在 不 影响 所 求 正 弦 信 号 的 电 平 上 被 切 掉 , 这 正确 吗 ? 


It0v 一 一 一 一 一 一 
ro 人 II 
го 


эз. 带 限 函 数 的 卷 积 ”我 们 要 精确 测量 飞机 起 飞 时 机 场 公共 汽车 站 的 声 能 流量 。 计 划 是 
把 空气 压力 рО) 和 速度 v(t) 的 采样 数字 化 地 记录 下 来 .初步 研究 表明 ,它们 的 波形 都 是 带 限 
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的 , 且 以 采样 间隔 是 : 的 一 个 单位 时 就 足够 了 . 那么 每 单位 面积 的 能 量 流动 可 以 用 
[payaa 表示 .采用 这 种 方法 可 以 避免 由 于 单独 对 压力 的 能 量 测量 而 引起 的 不 确定 性 ， 


特别 是 同时 存在 热气 流 冲击 时 .一 个 年 轻 的 系统 理论 专业 的 学 生 在 他 的 暑期 工作 中 指出 ,理论 
上 从 离散 数据 得 不 到 正确 的 积分 ,并 给 出 了 一 个 从 离散 数据 得 到 积分 的 最 小 均 方 估计 的 程序 。 
参加 此 工作 的 一 个 工程 师 说 ,他 总 是 取 数据 值 的 乘积 再 把 它们 加 起 来 .他 说 “实际 上 , 当 以 前 
用 手工 计算 时 ,我 发 现 如 果 将 两 个 信道 的 每 两 位 值 扔 掉 一 位 ,工作 量 减 半 却 依然 可 以 正确 得 到 
ER.” 事情 的 真相 是 什么 ? 

34. MEHRA 。 在 侍 里 叶 对 三 角 级 数 研究 之 前 , 欧 拉 就 发 表 了 公式 r/2 = sinz 一 
1 


тэп? + sin3z 一 …。 它 是 正确 的 吗 ?这 个 公式 的 什么 地 方 使 欧 拉 没有 得 到 类 似 传 里 叶 级 数 


那样 的 评价 。 

35. 二 项 式 系数 。 对 一 个 给 定 的 ,第 7 个 二 项 式 系数 BCr,n) 为 n1/r1l(n 一 m1. 写 一 个 
MATLAB 的 m 文 件 , 它 的 第 一 行为 function[y] = binom(n) ,使 用 这 个 函数 可 以 生成 指定 的 
n 十 1 个 二 项 式 系数 .例如 ,键入 binom(5) 应 该 得 到 1 5 10 10 5 1。 

36. 对 拉 伸 的 shah 函数 的 改进 的 符号 当 III(z) 被 一 个 整数 因子 工 拉 伸 变 成 III(z/L)， 
最 初 位 于 单位 间隔 上 的 冲 激 , 现 在 的 间隔 为 上 单位 ,但 是 它们 不 再 是 单位 冲 激 , 它 们 的 强度 为 
L.Mountararat 说 ;“ 我 建议 使 用 一 个 改进 的 符号 IIL(z), 它 表示 间隔 为 L 的 单位 冲 激 , 使 用 原 
来 的 符号 ,我 的 函数 被 表示 为 (1/L)1II(z/L)”。 那 么 在 改进 的 符号 中 ,IIL.(x) 的 傅 里 叶 变换 是 
A/H (з) ,这 种 假设 正确 吗 ? 

эт. 逆 采 样 理 论 ”一 个 波形 信号 的 持续 期 是 ,因此 这 个 信号 的 频谱 可 以 用 频率 间隔 为 
т! 的 等 间隔 的 值 完全 确定 .其 中 的 一 个 频率 值 是 否 必须 是 零 ?例如 ,信号 下 的 面积 是 否 能 用 
不 包括 频率 f = 0 的 频谱 采样 点 来 确定 ? 

38. MEHRA EH sinr 能 展开 成 如 下 的 余弦 级 数 : 


1. 2 2 2 
aga = = =, < 
па 1 т 了 cos2z 3. scos4z Б. 7cos6x 0<<r<x 


并 解释 一 个 奇 函 数 怎么 能 展开 成 偶 函 数 的 和 。 


39. 复制 的 余 切 函数 ”看 看 余 切 函数 是 否 可 以 用 函数 1/+ 沿 x 轴 的 适当 移 位 的 全 加 来 表 
示 , 使 得 它们 的 极点 与 cotz 的 极点 一 致 ,即位 于 x = 0, + x, 士 2r,…。 换 句 话说 ,研究 


ос = У) i 


12 — Вк 


40. 用 计算 机 进行 检验 分 析 AAR III(z)sgnz 的 傅 里 叶 变 换 为 — icotrs。 最 里 边 的 冲 
激 对 一 5(z 十 1) 十 8(z 一 1) 的 傅 里 叶 变换 为 一 2isin2xs; 然 后 , 逐 对 变换 可 以 得 到 


У) 2sin2xks = cotas, 


为 了 检查 符号 错误 ,丢失 因子 2 的 错误 ,或 者 更 多 的 过 失 错误 ,对 :的 一 个 值 计算 公式 的 两 边 ; 例 
如 :sinl* + sin? 十 sin3… 相 加 是 否 等 于 去 cot0. 5 画 出 N 项 的 和 对 N 的 关系 并 讨论 你 的 结果 。 
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如 果 我 们 希望 得 到 一 个 给 定 函数 的 傅 里 叶 变 换 , 一 种 可 能 是 :函数 是 用 连续 的 自 变量 定义 
的 ,就 像 书 中 常见 的 情况 一 样 ,在 变换 对 的 列表 中 尤其 如 此 。 但 有 时 仅 在 自 变量 的 离散 值 上 给 
出 函数 值 , 就 像 在 规则 的 时 间 间 隔 上 进行 物理 测量 一 样 ,与 给 定 函 数 的 形式 无 关 , 如 果 用 数值 
方法 计算 变换 的 话 ,那么 就 只 能 得 到 离散 间隔 上 的 变换 值 .我 们 经 常 把 这 种 情况 想象 为 一 个 潜在 
的 连续 变量 函数 确实 存在 而 且 我 们 在 逼近 它 。 然 而 ,从 操作 的 观点 上 来 看 ,除了 给 定 的 值 和 计算 
的 值 (输入 和 输出 ) 外 ,讨论 值 的 存在 性 是 不 切 题 的 .因此 ,最 好 是 有 一 个 计算 实际 数值 的 数学 理 
论 。 


离散 变换 公式 
离散 问题 经 常 与 周期 函数 联系 在 一 起 。 一 个 周期 函数 可 以 用 (频率 的 ) 离散 间隔 上 的 一 列 
系数 来 描述 ,但 这 种 情形 可 以 被 看 作 是 连续 频率 的 一 种 特例 .那么 变换 可 以 被 看 作 是 一 串 等 间 


ple) P(f) 
т ЛД: 


(a) оо) 


ill A 


(b) 


图 11.1 (a) 周期 函数 p(t) 及 其 傅 里 叶 变 换 PU ,P(7) EFA 8 ШЖ; (b) 等 间隔 的 
6 函数 g(t) 是 周期 的 ,其 侍 里 叶 变 换 Q( f) 也 是 等 间隔 的 # 函数 且 是 周期 的 


f. 
f 
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隔 的 8 函数 (图 11. 1) ,其 强度 由 系数 给 定 。 如 果 这 个 变换 本 身 是 周期 的 ,那么 会 怎么 样 呢 ?此 
时 , 原 函 数 也 将 变 为 一 串 ó 函数 .由 于 函数 和 变换 现在 都 是 周期 的 ,那么 有 关 函 数 和 变换 的 所 
有 信息 将 被 局 限于 两 个 有 限 的 系数 (3 函数 的 强度 ) 集合 .周期 脉冲 序列 在 较 早 的 第 10 章 的 结 
尾 已 经 讨论 过 了 。 

这 种 给 定 有 限 个 值 的 集合 且 计 算 另 一 个 有 限 集合 的 实际 情况 ,实际 上 是 包含 在 连续 理论 
中 的 .然而 ,重新 开始 建立 离散 传 里 叶 变 换 理 论 而 不 是 将 其 纳入 连续 理论 中 是 划算 的 ,这 么 做 
的 原因 是 离散 符号 比较 简洁 而 且 相 当 规 范 。 

为 了 保持 一 些 物理 的 联系 ,我 们 考虑 一 个 信号 , 它 是 时 间 的 函数 ,但 是 为 了 能 意识 到 其 自 
变量 的 离散 性 ,我 们 使 用 符号 r, 而 且 我 们 假设 * 只 取 有 限 数目 的 N 个 连续 的 整数 值 .更 进 一 
步 , 我 们 商定 r 不 能 取 负 值 .这 样 在 进入 离散 傅 里 叶 变换 领域 前 ,如 果 需 要 的 话 ,我 们 首先 要 进 
行 尺度 变化 或 者 改变 原点 位 置 .例如 ,假设 电压 波形 осо) 是 周期 为 1 s 的 余弦 函数 的 半 个 周期 
(如 图 11.2); 


cos2nt —0.25</<0.25 
vt) = 
其 它 


-0.25 0.25 
图 11.2 ”连续 变量 + 的 函数 v(t) 及 一 种 用 8 个 采样 值 表 示 它 的 方法 


用 100 ms 的 间隔 对 它 进行 采样 . 表 11. 1 表示 作为 :的 函数 的 信号 值 ,而 表 11. 2 则 表示 如 
何 把 它 转变 为 离散 时 间 с 的 函数 /(7) .一般 地 ,如 果 采 样 间隔 为 ,第 一 采样 点 在 1 = fu, 那么 


f = 00 tT), r=0,1,2,.%, №1. 


mai. 表 11.2 


t(ms) эч) т feo) 


一 250 0 

一 150 0.588 
一 50 0.951 
50 0.951 
150 0.588 
250 ° 


ап >» ш о e 
е 
о 
š 


下 文中 ,f(r) 表示 偏 移 点 .值得 注意 的 是 ,有 些 函数 没有 起 始点 ,如 exp 0). ЇН 
况 没 有 采取 措施 .这 与 离散 变换 的 实际 特性 是 一 致 的 , 它 不 考虑 追溯 到 无 限 遥 远 的 过 去 的 数据 
序列 。 另 一 个 值得 注意 的 特性 是 ,最 后 一 个 样 点 必须 在 有 限 的 时 间 内 .在 表 11. 2 中 终点 不 是 必 
须 出 现在 + = 5 处 ,我 们 可 以 让 r 取 到 15 并 对 额外 的 采样 点 赋值 为 0. 这 常常 是 必须 做 出 的 有 
意识 的 选择 ,并 且 可 能 还 是 很 重要 的 ,例如 , 表 11.2 不 能 完全 表达 出 波形 的 信息 — 在 半 个 
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周期 的 余弦 函数 之 后 ,电压 保持 为 0. 表 11.2 没 有 说 明 这 一 点 ,如 果 它 很 重要 ,就 需要 添加 必要 
数目 的 0。 


由 定义 ,f(r) 的 离散 傅 里 叶 变 换 FO) 由 下 式 给 出 
ка 
Еб) = N? У) foe, а) 
= 


正如 周期 函数 的 传 里 叶 级 数 展 开 中 的 首 项 系数 а, 等 于 函数 值 的 平均 一 样 ,离散 傅 里 叶 变换 的 
首 值 F(0) 等 于 SAO 的 值 的 平均 N- > f(r) 。 定 义 中 的 因子 N-: 是 为 了 遵循 先前 的 惯例 ,与 正 


式 的 定义 不 同 ,在 实际 的 计算 中 ,将 因子 N ' 与 后 来 的 归 一 化 因子 或 作 图 的 尺度 因子 相 结合 ， 
比 过 早 对 РО) 的 每 个 元 素 乘 以 N 更 有 效 。 
w N 的 值 类 似 于 用 每 采样 间隔 的 周期 数 度量 的 频率 。 符 号 的 对 应 可 以 总 结 如 下 ， 


时 间 频率 
连续 情况 t f 
离散 情况 r »/N 


在 离散 情况 下 选择 符号 "而 不 是 了 ,是 为 了 强调 频率 整数 ,和 频率 有 关 但 是 和 频率 了 是 不 
一 样 的 .例如 :如 果 采 样 间隔 是 1 s 且 有 8 个 采样 点 (N = 8) ,那么 将 在 v = 8 f 处 找到 频率 分 量 


记 相 反 地 ,频率 整数 ,= 1 表示 频率 是 二 Hz。 
给 定 离散 变换 FO) ,我 们 可 以 在 下 面 的 逆 变 换 关 系 的 帮助 下 恢复 出 时 间 序 列 /Cr) , 即 


fe) = Узе, (2) 
为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 首先 验证 下 面 的 事实 : 
5 аксе = М ran zs 
> fo KE’ 


一 种 方法 是 把 上 面 的 和 式 在 复 平面 上 作 图 ,除了 + 二 外 ,都 得 到 一 个 闭合 的 多 边 形 ,而 二 
时 ,多 边 形 将 变 为 由 N 个 单位 向 量 首尾 相连 而 形成 的 一 条 直线 .( 假 设 变量 的 取 值 为 0,1， 
УМ 一 1; 如 果 允 许 取 更 大 的 值 , 例 如 ,+ 二 能 等 于 N,2N,…, 那 么 对 于 + 一 dmodN, 上 式 和 
值 仍 为 N。) 另 一 种 考虑 方法 是 从 不 同 频 率 的 正弦 曲线 之 间 的 正 交 关系 类 推 得 到 ,把 它 重 写 为 
下 式 有 助 于 理解 这 种 观点 ， 

4 w [N v= 

ке z |; 其 它 。 

为 了 建立 离散 逆 变 换 , 为 方便 起 见 引 入 哑 元 变量 r ,并 将 式 (1) 代入 式 (2) 的 右边 : 
poe Ў $i oeren 


„юм Si jo Beemen 
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=м л IN "=s 
z е 4 
mo 0 rr 
= fír). 


逆 变 换 定义 的 不 同 之 处 在 于 其 指数 上 的 符号 是 正 的 而 且 前 面 没 有 因子 N '. 

从 逆 变 换 中 我 们 可 以 看 到 ,正如 离散 时 间 r 一 样 ,频率 整数 "也 只 需要 N 个 整数 值 且 范围 
从 0~ N 一 1.N 个 (测量 ) 值 在 变换 后 仍然 能 用 N 个 参数 来 表示 ,这 听 起 来 当然 是 合理 的 。 即 
使 了 的 值 是 实 的 ,F 的 值 一 般 也 是 复 的 ,正如 下 面 将 要 看 到 的 ,我 们 必须 注意 如 何 计算 复数 , 
的 取 值 是 整数 ,而 频率 v/N 的 值 是 小 数 ,这 个 事实 就 是 我 们 引入 整数 ， 的 原因 .数学 上 的 方便 
优先 于 物理 意义 。 

为 了 重新 获得 对 数值 数量 级 的 实际 感性 认识 ,让 我 们 考虑 由 采样 间隔 为 1 s 的 1024 个 采 
样 值 组 成 的 记录 ,我 们 期 望 它 可 以 用 由 一 个 常数 项 和 某 个 确定 的 基 频 的 倍数 所 组 成 的 传 里 叶 


级 数 来 表示 .基本 周期 应 该 是 1024 s, 相 应 的 基 频 为 jz Hz 所 需 最 高 频率 将 是 0.5Hz, 它 的 


每 个 周期 中 有 两 个 采样 点 ,这 就 是 512 次 谐 波 。" 有 1024 个 值 而 频率 只 有 512 个 的 原因 如 下 :如 
果 f(r) 的 值 是 实 的 ,就 像 通常 的 物理 量 的 记录 一 样 ,将 有 1024 个 实数 值 .现在 变换 FO) 有 
1024 个 复数 值 , 需 要 2048 个 实数 值 来 表示 它 , 除 了 FO) 和 F(N/2) 没有 虚 部 外 [参见 方程 式 
(1)], 其 余 的 РО) 的 一 半 的 值 是 另 一 半 的 复 共 轿 。 这 是 因为 Ос) 是 实 的 (第 2 章 )。 如 果 Со) 
是 复 的 ,那么 将 有 2048 个 实数 ,F(v) 也 需要 2048 个 实数 值 来 描述 。 

因为 可 以 达到 的 最 高 频率 是 0.5 Hz, 很 明显 ,v/N 能 达到 的 最 大 值 是 1023/1024, 所 以 不 
是 严格 意义 上 的 频率 。 例 如 "= 724 时 ,v/N = 0.707 Hz, 正 如 我 们 所 看 到 的 ,超过 0.5 Hz 的 频 
率 既 不 是 必要 的 又 不 能 用 间隔 为 1 s 的 采样 点 来 表示 .更 确切 些 ,v = 724 对 应 的 是 一 个 负 频 率 
一 300/1 024 Hz。 

这 种 异常 现象 对 形象 地 理解 傅 里 叶 变 换 和 离散 傅 里 叶 变 换 之 间 的 关系 是 一 个 明显 的 障 
碍 。 使 两 者 协调 的 一 种 方法 是 按照 在 负 值 和 正 值 上 求 和 来 重新 定义 离散 变换 ,虽然 某 些 不 允许 
负 下 标的 计算 机 语言 会 反对 这 一 点 .图 11. 3b 显示 了 信号 vt) 和 它 的 变换 S( f) 如 何 变 成 对 应 
的 fe) 和 它 的 离散 变换 F(y) . 另 一 种 可 选 的 方法 如 图 11. 3c 所 示 , 它 将 + 二 0 15 t = to 对 应 起 
来 ,这 并 没有 妨碍 标 有 A 的 较 小 的 负 频 率 与 标 有 B 的 v 的 较 大 的 正 值 相对 应 。 

最 后 ,考虑 这 个 问题 的 另 一 种 常见 方法 是 ,去 掉 r 和 "在 0~ N 一 1 范围 取 值 的 限制 ,使 它 
们 可 以 取 包 括 负数 在 内 的 所 有 整数 值 .经 过 延 拓 以 后 ,函数 值 是 根据 fr) 和 FO) 来 分 配 的 周 
期 为 N 的 周期 函数 .这 样 ， 


f = fee № = Fr 土 2N) = += 
Ебу) = F(v +£ N) = F(v + 2N) = ~ 


ВПО ЛОХ ЕБВ ЮНЫЙ Eka] PLS H 


кала 
Еб) =N? У) убоден" (3) 
ЕА 
хта 
fe) = У) Роден" (4) 
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v(t) S(f) 


(a) 


(b) 


soj. 


图 11.3 (a) KRIE Ж; (b) fü (c) 是 用 N 个 采样 点 表示 函数 的 两 种 方法 
及 相应 的 离散 伟 里 叶 变换 ,变换 的 模 ( 点 ) 和 相位 ( 细 线 ) 


并 且 wN ӊж-У<›< y 范围 内 用 每 采样 间隔 的 周期 数 度量 的 频率 是 一 致 的 。 如 果 采 样 间 


隔 为 了 , 则 以 赫兹 为 单位 的 频率 为 WNT。 

在 图 11.4 中 ,由 于 Jr) 和 FCv) 在 r 和 "上 是 周期 的 ,我 们 可 以 看 到 一 种 图 示 它 们 的 方法 。 
图 的 上 半 部 分 有 助 于 和 我 们 以 前 的 经 验 建立 起 联系 (例如 ,为 了 获得 一 个 序列 的 自 相关 ,我 们 
可 以 想象 左上 角 图 中 的 f(r) 相对 于 自己 旋转 ) .对 应 的 值 相 乘 , 然 后 再 求 和 ,就 给 出 了 自 相关 
的 一 个 值 ,我 们 能 看 出 这 个 结构 是 如 何 与 我 们 先前 的 知识 (矩形 函数 的 自 相 关 是 一 个 三 角 窗 函 
数 ) 联系 起 来 的 .这样 就 能 清楚 地 解释 图 的 下 半 部 分 , 它 是 序列 的 下 标 从 0 开始 的 原始 形式 , 它 
AEA Ae P A AS JE AR AE EMERE ELA G o 


圆周 卷 积 

如 果 我 们 对 两 个 序列 进行 卷 积 ,其 中 一 序列 有 m 个 元 素 , 另 一 个 序列 有 ?个 元 素 ,那么 卷 
积 和 ,或 者 序列 积 , 将 有 m 十 n 一 1 个 元 素 (24 页 ) .特别 地 ,如 果 我 们 处 理 的 序列 有 和 个 元 素 , 那 
么 两 个 这 样 的 序列 的 卷 积 其 本 身 不 能 包含 在 一 个 N 元 的 序列 中 .图 11. 4( 上 半 部 分 中 间 ) 通过 
对 和 矩形 序列 补 零 来 对 两 个 矩形 序列 的 自 相关 函数 进行 显示 .左上 图 显示 有 3/4 的 元 素 为 零 ,在 
中 上 的 图 中 仍然 有 许多 的 零 , 这 就 使 我 们 能 清楚 地 看 见 正确 的 结果 , 即 三 角 窗 序列 。 

现在 假设 N 保持 不 变 而 左上 图 中 的 非 零 元 素 增加 .那么 当 矩 形 序列 的 长 度 超过 圆周 的 一 半 
时 ,三 角 窗 序列 的 末端 将 产生 重 得 ,在 重奏 的 区 域 结果 将 是 平坦 的 非 零 的 段 很 明显 ,结果 是 错误 
的 ,我 们 期 待 的 是 三 角形 状 的 自 相关 函数 。 然 而 这 种 操作 有 它 存在 的 意义 ,我 们 称 之 为 圆周 卷 积 。 
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r=0 
12 
48 р 
离散 变换 
函数 自 相 关 
1 "| 1 
Ц т 
r=0 r=N-1 Ј f 
»=0 
v=N~1 
图 11.4 ”一 个 采样 的 矩形 函数 , 它 的 自 相关 和 离散 传 里 叶 变 换 的 圆周 表示 (上 ) 和 标准 表示 (下 ) 


两 个 周期 为 2x 的 周期 函数 SOO 和 g(*) 的 圆周 卷 积 积分 h(0) 定义 为 : 
h(0) = [rana rqa ç 
两 个 N 元 序列 f (r) 和 g(r) 的 圆周 卷 积 和 A(r) 定义 为 
h(t) = лае емне — 0], 


其 中 HC) Æ Heaviside 单位 阶 路 函数 .因为 + 和 r' 在 0 ~ NN 一 1 范围 取 值 时 ,r 一 r 的 取 值 范 
围 可 能 为 一 (N 一 1) ~ (N— 1), r” > r 时 ,必须 给 r 一 r 上 加 上 一 项 N ,以 便 使 + 一 r 的 值 
位 于 [0, N 一 1] 的 范围 内 ,这 就 是 NH(r с) 项 的 作用 ,在 计算 过 程 中 常常 显 式 地 需要 它 。 然 
而 在 圆周 或 延 拓 的 意义 上 解释 g(r) ,允许 我 们 在 上 面 表达 式 中 省 去 МН (r г) 这 一 项 。 


离散 傅 里 叶 变 换 的 例子 " 
我 们 常常 需要 一 些 短 的 离散 变换 对 . 当 我 们 研究 新 的 算法 和 变换 时 ,少量 的 一 些 变换 对 对 
验证 来 说 非常 有 用 并 推荐 使 用 它们 .下 面 是 DFT 的 一 个 参考 表 。 


全 ”由 于 会 有 混 请 的 风险 ,我 们 用 符号 忆 表 示 * 进 行 DFT 操作 ”, 所 以 等 式 (1) 可 以 写 为 f(r) ОРО) НЕС жт 
172 ОРТ" 操作 ,所 以 等 式 (2) MAURY FO) C fi). 
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N=2, 0022011) 
01004020) 
onou 一 
ü =024002). 
N=4: (1000) 2 141111) 
(0100) 211 =i 二 1 4 
(0010) 211 sii =i 
{00002401 i-—1-i) 
Q100 D42 1-10 1+i) 
(0011240 一 1+i0 —1-i) 
111190 244000} 
10-10210 1-21 1 1+2) 
(0002340 1+1 0 1—4. 
N=8: (11111111) 0 1(80000000) 
(10000000) 2 1111111111) 
(01000000) 2 111 е9" em гонат — | сону ачк ew) 
(0010000020 =i —1 i 1 =i =l i), 
互 易 性 质 
就 像 对 一 个 函数 连续 运用 两 次 傅 里 叶 变换 ,两 次 变换 要 改变 i 的 符号 ( 即 正 , 反 变换 各 一 
次 ) 可 以 得 到 原 函 数 那样 ,对 离散 傅 里 叶 变换 而 言 ,也 有 一 个 相应 的 性 质 .但 是 为 了 使 "为 整 


数 ,我 们 在 离散 傅 里 叶 变 换 中 引入 了 尺度 因子 N, 这 使 得 即使 考虑 到 i 的 符号 ,离散 傅 里 叶 变 
换 也 不 是 严格 互 易 的 .因此 ， 


ка м 
N [IN TD fe ee Jese мз усә), 
а < 
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如 果 我 们 连续 应 用 两 次 DFT 变换 而 不 改变 i 的 符号 ,上 式 右边 将 是 N"'f( 一 r)。 另 一 种 表 
示 是 ,如 果 


f(D Ə FO), 
那么 ЕО) ƏN: fr). 
这 个 性 质 和 其 它 的 性 质 ,以 及 一 些 定理 将 不 进行 推导 ,但 是 通过 数值 实验 可 以 很 容易 地 验 


证 它们 。 取 而 代 之 ,我 们 把 重点 放 在 对 它们 的 解释 .举例 说 明 以 及 用 一 种 适合 参考 的 方式 表示 
它们 。 


奇偶 性 
由 定义 ,如 果 
fcc = fo), 
称 fO) 是 偶 的 .如 果 
УС 0) = 一 Fn， 


称 f(r) 是 奇 的 .图 11.5 给 出 了 如 下 16 元 的 奇 序列 和 偶 序列 ,其 中 r 取 0 一 15. 


r=0 т=0 
я 4 
图 11.5” 贺 周 表示 的 侦 序 列 和 奇 序列 
偶 ; {5432 1000 0 о 0 0 12 3 4}, 
#: (0876 5432 0 一 2 一 3 一 4 一 5 一 6 一 7 一 8}。 
在 这 些 例子 中 ,为 了 有 助 于 显示 它们 的 对 称 性 ,将 它们 分 为 每 四 个 一 组 。 四 元 的 偶 序 列 和 奇 序 
列 如 下 ， 
W: (labcb). 
奇 : {000—5}, 
很 明显 ,这 里 需要 把 r 的 取 值 范围 延 拓 到 负 整 数值 ,尤其 是 下 面 的 特殊 情况 
РС 0) = М-р). 
对 F(v) 有 一 个 类 似 的 关系 
Fv) = ЕМ), 


特殊 对 称 的 例子 
对 离散 传 里 叶 变 换 来 说 ,与 奇偶 性 有 关 的 对 称 规 则 与 第 2 章 连续 传 里 叶 变换 的 规则 具有 
相同 的 形式 。 
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实 序列 D hermitian 序列 
虚 序 列 D 反 hermitian 序列 
实 偶 序列 D 实 偶 序列 
实 奇 序列 о 虚 奇 序列 
虚 偶 序列 — 虚 偶 序列 
虚 奇 序列 D 实 奇 序列 
偶 序 列 — 偶 序列 
奇 序列 D 奇 序列 。 
下 面 的 例子 说 明了 这 些 结论 , 它 在 实际 计算 过 程 中 是 十 分 重要 的 。 


12302100 —2+й 一 2 2-20 
(2342400 一 2 一 2i 一 2 2-21) 
(1000) 101111) 
(010—100 44021020) 
10021200 139313) 
10010-1) 24020-2) 
+ оша 200 01+91 1+% 1+1 1+30 
{0 1+1 0 -1-00 140 2-2 0 2-21). 
Еа 
35 96 ft) PAG t 08 tF nt AE Л PF 91) 88 k 08 tE УУ 3 Hb a 52 Ji 09 ЗЕ Ж 


FDF С»). 
其 中 ,“ 取 反 ” 意 思 是 改变 其 自 变量 的 符号 。 


反 转 特性 
假如 + 的 符号 改变 ,也 就 是 说 ,将 f(r) WS = 0 反 折 , 那 么 v 的 符号 将 改变 : 


РС т) О ЕС у), 


值得 注意 的 是 , 当 将 f(r) 沿 直线 r 一 +N 反 折 时 ,也 能 得 到 相同 的 结果 。 


R)Ə e = 
f.) + fs) Ə F,G) +Е,0). 
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举例 : 
如 果 (2000) 102222} 


HB 10100) 2111—1-10 


那么 (2100) 0 1432—112+0). 


移 位 定理 
fee Т) Ое 219 Еу) 
例如 : 
110002401111) 
(010024101 =i Cit Cb 


(0010) 310 c Cb C jp 


> 


(000102401 CY Cit Cb, 


有 时 我 们 需要 在 频 域 中 进行 移 位 , 称 为 逆 移 位 定理 : 
eser (ту D Fu v). 


卷 积 定理 
两 个 序列 { 户 (r)} 和 { 户 (r)} 的 圆周 卷 积 定义 为 


ка 
f.) ж А0) = УЛСА — r), 
=< 


IBAE fo CO 应 被 理解 为 其 周期 延 拓 .为 了 强调 离散 求 和 与 连续 卷 积 积分 之 间 的 区 别 , 对 离散 卷 
积 我 们 使 用 术语 卷 积 和 , 但 是 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,我 们 可 以 简单 地 称 之 为 序列 {1} 和 
(f) 的 卷 积 .定理 为 : 

fi ж fal) D МЕ, СОЕ, б). 


假设 。 160310 1-і 0 1+0, 
RA (0100) + (1100) = 1210) 14421020, 


同样 。 01100) « (0022) = (2024) D48 4i0— 4i}. 
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乘积 定理 
上 面 的 卷 积 定理 的 逆 定 理 为 :在 + 域 进行 乘积 ,或 在 v 域 进行 卷 积 , 即 


a 
ЛЛ) о DF OF Ow). 


йш. 
Леле Лл = 0100040402 1-1 0 1+1, 
互相 关 
жа 
DR ft +) О МЕ OFS v). 
= 
自 相 关 
ка 
Улала +o ОМК) l, 
例如 ， 
(aloojwkü 166 = (2101) 01 (4202). 
序列 和 
ка 
Ef = МЕО). 
例如 ， 


11050 2(0.5—11.5—1). 
我 们 可 以 看 到 = 6,F(0) = 1.5,N = 4, B NF(0) = 6, 如 果 我 们 按照 习惯 用 法 ,在 FO) 
的 前 面 使 用 因子 N , 则 定理 的 意思 是 整个 序列 的 和 等 于 右边 起 始 花 括号 后 的 第 一 项 。 


首 值 
前 述 定理 的 逆 是 


ма 
fo) = D Fo). 
йш: 
fo)=1 和 УЕ=1.5-1+1.5-1=1. 


我 们 看 到 ,序列 的 平均 值 等 于 其 DFT 的 首 值 , 而 相反 地 ,序列 的 首 值 等 于 其 DFT 的 和 。 
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序列 的 平均 值 等 于 
其 DFT 的 第 一 个 值 A і 


(а) 


{ а... } э + 
L. 序列 的 第 一 个 信 o 等 $ 


于 DFT 序列 的 总 和 


广义 Parseval-Rayleigh 定理 


> | fe) l: = N2 IFO) |°, 


例如 ， 


(160240 1—1 0 1+i) 


пж) = 2,#8 МУЕ = 4х0.5 = 2, 


填补 定理 
填补 算 子 Packx 向 一 给 定 的 N 元 序列 f (т) 尾部 补 零 , 使 序列 的 元 素 个 数 增加 到 KN 。 
РасКк{/(т)} = {&(т)}, 
其 中 
f(t) 0<т<М—1 
чо = 
0 N<r<KN-1. 
这 样 Раск, (123 4) = {12340000}. 
这 个 定理 是 


Раскк{/(т)}) D Сб), 


ЖЕ GG) = ЕС,» = 0, K, 2K, =, KN К, 


这 个 关系 没有 给 出 G(v) 中 间 值 , 它 可 以 通过 在 已 知 值 之 间 使 用 sinc 函数 内 插 来 确定 [例如 , 当 
K = 2 时 ,通过 中 点 内 插 (177 页 )], 但 是 有 一 种 更 好 的 方法 ,参见 习题 11. 8。 


相似 性 定理 

为 了 得 到 类 似 于 连续 时 间 中 的 尺度 的 扩展 和 压缩 ,我 们 必须 给 序列 补充 足够 的 零 元 素 , 要 
么 在 序列 尾部 补 零 ,以 便 能 够 扩展 序列 ,要 么 在 元 素 之 间 插入 零 ,以 便 使 序列 能 有 压缩 的 空间 。 
在 元 素 间 插入 零 的 操作 使 序列 元 素 的 总 个 数 乘 了 一 个 因子 K ,我们 用 展 宽 算 子 Stretchx 表示 


k. 
Stretchx {f(r)} = (g(r)), 
其 中 
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f(r/K) т=0, К, 2К, ~, (N—DK 
йб) = 
0 其 它 。 


例如 ， 
Stretch: {1 2 3 4} = {102 0 3 04 0}, 
这 个 定理 是 ,如 果 {g} D (6), 


RF v=0,--,N—1 


КМ Fo 一 N v= N,=,2N—1 
ja 


ТЕО КЕТА v=(K—DN Nl 
如 此 ,在 r+ 域内 展 宽 K 倍 将 导致 "域内 F(v) 的 K 倍 重复 ;频率 的 尺度 没有 被 因子 K 压缩 。 


使 用 MATLAB 的 例子 

DFT 很 容易 用 MATLAB? 来 计算 , 它 是 一 种 高 级 语言 ,能 直接 对 从 键盘 输入 的 数组 进行 
操作 ,因此 , 它 特 别 适合 用 来 显示 像 一 个 序列 的 DFT 这 样 的 复 序列 的 数值 结果 .例如 ,为 了 得 
到 序列 {1 1 1 10 0 0 0} 的 DFT, RERA 

fft([11110000])， 

然后 按 回 车 ,就 得 到 如 下 的 显示 ， 

4.0000 1.0000 一 2.4142i 0 1.0000 一 0.4142i 0 1.0000+0. 41421 0 
1.0000 + 2. 41421 

MATLAB 中 的 函数 ftt О 的 定义 中 不 包括 除 以 N, 所 以 ,所 得 到 的 首 值 4. 0000 表示 的 是 
输入 序列 的 和 ,而 不 是 它们 的 平均 .而 正如 早已 建立 的 傅 里 叶 级 数 的 首 项 系数 a, 一 样 ,本 章 中 
DFT 的 定义 中 包括 了 除 以 N, 这 保证 了 DFT 序列 的 首 值 是 输入 序列 的 平均 值 .进一步 地 ,从 定 
义 能 看 出 与 DFT 之 间 的 细小 差异 。 设 输入 序列 为 x(n),1 < n< N, 计 算出 的 离散 傅 里 叶 变换 
的 值 由 下 式 定义 : 


хө = Sawe ыас, 
而 可 以 得 到 原 т\л) 的 求 着 和 式 , 有 些 稍微 的 不 同 ， 


К 
zm = Д) Хере, 


ГЕ 


其 中 抑制 因子 9 太 METERME RENAR ifft O 完成 。 


O 实际 上 的 计算 不 同 于 先前 所 述 与 数学 上 的 定义 一 致 的 计算 过 程 ,将 因子 1/N 放 入 DFT 和 反 DFT 变换 的 等 式 中 ,都 
是 一 种 对 资源 的 浪费 .在 变换 之 后 进行 的 一 个 步 对 通常 都 是 给 它 另外 附加 一 种 乘法 运算 ,以 便 使 它 归 一 化 为 单位 面积 或 者 
在 原点 处 的 值 为 1 或 者 调整 图 形 输出 的 大 小 .众多 的 数学 因子 在 最 后 的 步骤 中 能 化 为 1 个 简单 的 乘法 运算 . 
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变量 ”是 输入 样本 的 序号 .例如 ,对 一 个 N 元 的 时 间 序 列 进行 编号 ,使 得 其 首 值 位 于 ?一 
1, 而 终 值 位 于 n= N. 而 变量 与 频率 之 间 的 关系 如 下 :如 果 n 的 单位 是 1 s, 那 么 当 k < N/2 


十 1 时 ， 频率 为 《元 1Hz. 这 和 数字 信号 处 理 中 的 标准 0 用 法 不 同 ,在 数字 信号 处 理 中 ,对 过 
N/2, “awa nawi, 尽管 如 此 ,所 显示 的 人 最 左边 的 值 也 对 应 着 零 频率 分 量 , 这 和 我 
们 的 习惯 是 一 样 的 。 


从 连续 变量 理论 中 ,我 们 知道 对 一 个 函数 f(z) 连续 进行 两 次 傅 里 叶 变 换 将 得 到 7С 0), 
即 原 函 数 的 反 转 .为 了 测试 MATLAB 是 否 如 预料 的 一 样 ,键入 
fft(fft([11110000])) 


得 到 

8.0000 0.0000 十 0.0000i 0 十 0.0000i —0. 0000 + 0. 00001, 

о 8.0000—0.0000i 8.0000 — 0.00001 8. 0000 — 0. 00001 
为 了 便于 观察 ,我 们 可 以 将 上 式 重 写 为 

8{10000111}。 
除了 从 定义 中 提出 来 的 因子 8 以 外 ,在 与 DFT( 见 图 11. 3b) 使 用 同样 规则 的 情况 下 ,这 实际 上 
就 是 原 序列 的 正确 的 反 转 。f(1) 的 个 离散 采样 点 中 最 左边 的 元 素 对 应 于 上 = 0, 紧 接着 其 右 
边 的 元 素 对 应 于 上 = At, 而 最 右边 的 元 素 则 对 应 于 上 = 一 At。 
一 个 关于 上 对 称 的 函数 jz), 如 II[(t/5), 用 间隔 At = 1 进行 采样 ,将 得 到 {11100011)。 
因为 给 定 的 序列 是 关于 n= 1 对 称 的 ,所 以 DFT 应 该 是 纯 实 的 。 键 人 
fftt([11100011]) 


得 到 
{5 2.4142 一 1 一 0.4142 一 1 2.4142}, 
我 们 可 以 看 到 ,结果 是 纯 实数 ,这 与 对 称 实 输 入 函数 的 预期 结果 是 一 致 的 。 
练习 a. 偶 函 数 的 表示 法 1 的 一 个 偶 函数 具有 性 质 /( 一 1) = fay ,但 是 对 于 一 个 离散 采 


样 集合 zn) ,其 中 nn 取 1 — 8, 不 允许 有 负 下 标 ;因此 我 们 不 能 说 当 zx( 一 n) = хол) 时 ,采样 集 
合 x(n) 是 偶 的 。 然 而 ,请 相信 你 的 经 验 ,根据 它 的 离散 傅 里 叶 变换 是 纯 实数 这 一 点 来 说 ,可 以 
用 序列 {4 2100012) 来 表示 一 个 偶 函 数 的 采样 。 


练习 b。 零 或 负 下 标的 移 位 规则 WME n HERR H 2С п) 008 n) 的 移 位 规 
则 ,验证 用 序列 {4 3 2 10 1 2 3} 来 表示 偶 函 数 4A(t/4) 在 1 的 单位 间隔 上 的 采样 是 合适 的 。 验 
证 此 规则 也 说 明了 上 个 练习 的 结果 。 


练习 c. 运用 下 标 移 位 规则 考虑 一 个 序列 {1 2 3 44 3 2 1 0} , 它 是 由 函数 /2) 在 1s 间 
隔 上 的 采样 组 成 的 .注意 这 些 值 是 4. sa( T 4 和 全 5)( 它 不 是 偶 函 数 ) 在 :一 1， 2,…,9 上 的 采样 。 


首先 证 明 ,对 给 定 序列 使 用 ftt О 命令 ,得 到 一 建部 不 为 0 的 结果 ,因此 它 甚至 也 不 可 能 是 
A[L(1 一 4)/4] 的 伟 里 叶 变 换 的 粗略 近似 , 它 应 该 是 复 的 .那么 ,所 给 出 的 序列 对 应 的 1 的 偶 函 数 


四 “一 般 地 ,atcos2xkt 表示 第 上 个 谐 波 分 量 , 特 别 地 当 к= 0 时 表示 频率 为 零 的 直流 分 量 , 而 4 一 1 则 表示 第 一 个 谐 波 分 
性 ( 基 波 频率 ) .在 MATLAB 中 上 = 1 表示 直流 分 量 ,k = 2 表示 第 一 个 谐 波 分 其 
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应 该 是 什么 ? 


练习 d. FER ”通过 经 验 说 明 , 对 序列 {0 3 2 1 0 一 1 一 2 一 3} 进行 fft O 操作 得 到 一 个 
纯 虚 的 离散 变换 ， 从 而 验证 该 序列 表示 的 是 一 奇 函数 .检验 被 采样 的 函数 是 奇 函数 
4A(41/4)sgnt。 另 一 种 可 能 是 A(1/4)sgnt 十 sinxt 吗 ? 

练习 e. Ж ”序列 zm) = {1111},zs(mn)={11110000},xs(n)={11110 
00000000000) 都 是 对 函数 II[(1 一 2.5)/4] 以 At = 1 的 间隔 进行 采样 而 得 到 的 。 对 它们 
做 fft() 操作 .比较 三 个 结果 ,把 它们 与 傅 里 时 变换 F(s) = 4exp(— i3xs)sinc4s 对 应 起 来 。 


快速 傅 里 叶 变换 

在 1965 年 ,一 种 计算 离散 傅 里 叶 变 换 的 方法 突然 广 为 流 行 (Cookey and Tukey, 1965), 
使 许多 因为 繁重 的 计算 而 停滞 不 前 的 领域 发 生 了 革命 性 变化 ,有关 它 的 历史 信息 的 很 好 的 资 
料 是 IEEE Transaction on Audio and Electroacoustics，vol，AU - 2, June 1967 和 
Bergland(1969) 。 离 散 傅 里 叶 变换 这 个 名 字 是 由 Good(1951) 引入 的 。 

有 多 种 理解 快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 的 方法 .其 中 一 些 人 常用 的 一 种 方法 是 使 用 变换 矩阵 
的 因 式 分 解法 .按照 定义 ,我 们 可 以 把 DFT( 对 N = 8) 的 关系 写成 矩阵 的 乘积 形式 


F(0) "74 u oii Et CET OY 
FO) 1 W W W W W w w'|l|/a 
F(2) 1 W: w w w W" w" w"| jf 
ЕС) | Lw W° w Wu W" Ww w| |у(3) А @ 
FU) Lw w we w" у> ун w| |fa) 
F5) 1 W we W w»? WS уу» уу») |fe 
Е(6) 1 w We WE ун w" w" уут) |/(6) 
LE) 1 w W" w" W" уу” we we] |/(7) 


其 中 W = exp( 一 i2x/N)。 因 为 WN = exp( 一 i2x) = 1, 所 以 W 是 1 的 NN 次 根 . 它 可 以 看 作 是 
模 为 1, 相 位 按 一 1/N 变化 的 复数 。 


Fo) пооо 1 о о о 
F| отоо о w о о 
Fo| b o 10 о о W о 
FG)| boo 10 о о W 
ка| р ooo w o о o| 
FG5)| отоо o W о O 
Fó| b o 106 о о W о 
[к] боо: о о о w 
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1.0.9 0 оо 0 0 1 l - 0 4%, 0 40.0 
ото W оо о 0 ти Ж 00,0 0 д) 
1 9 W*- ооо о 0 0 0 1 оо о о 
01 0 W о о 0 0 ооти ооо о 
оо 0 о0о 101 0 о о 0 0 1 了 
0 0 0 0 01 0 W ооооти оо 
оо 0 отом о о о о о о о 1 1 
оо 0 о 01 0 W 0 0 0 0 0 1 w 
т ооо 0 о о Qro 

00001 о о о[у) 

00100 о о polo 

о о о о о о 1 о||у‹з› 

о 1 0 0 о о о olla А 
00000 1 0 0||f(5) 

000100 о 0|⁄6 

о о о о о о о 111707) 


这 种 因 式 分 解 使 得 矩阵 的 每 一 行 中 只 留 下 两 个 非 0 元 素 .在 式 (1) 中 ,需要 N: 次 乘法 运 
算 , 而 如 果 用 式 (2) 的 话 ,每 个 因子 中 只 需要 2N 次 乘法 运算 ,而 且 如 果 我 们 不 考虑 第 一 个 因子 
( 它 仅仅 是 对 数据 进行 重 排 ) ,那么 因子 的 个 数 M 由 2" = N 确定 .这样 ,总共 只 需要 2Nlog: N 
次 乘法 运算 .仔细 观察 这 些 因子 ,我 们 可 以 发 现 许多 乘法 运算 是 微不足道 的 ,因此 要 想 精 确 地 
计算 出 它 所 节省 的 时 间 就 需要 仔细 地 考虑 这 些 细节 。 进 而 ,我 们 有 了 因子 为 NMlog:N 量 级 的 
改善 ,这 在 N 很 大 的 时 候 非常 重要 ,例如 对 很 长 的 数据 序列 或 者 诸如 图 片 这 样 的 数字 化 二 维 
数据 ,NN 都 很 大 。 

下 面 是 另 一 种 理解 快速 傅 里 叶 变换 的 方法 .我 们 可 以 把 一 个 N 元 序列 的 偶数 序号 部 分 划 
为 一 组 ,奇数 序号 部 分 划 为 另 一 组 ,从 而 将 它 分 解 为 两 个 较 短 的 N/2 元 的 序列 .例如 ,将 {8 7 6 
54321) 分 解 为 {8 6 4 2》 和 {7 5 3 1) .这 两 个 序列 的 每 一 个 都 有 它 的 DFT。 如 何 从 这 两 个 较 
短 序列 的 DFT 获得 一 个 较 长 序列 的 DFT 呢 ? 把 它们 写成 下 式 我 们 就 得 到 了 答案 。 

(87654321) = {80604020} + (07050301). 

我 们 看 到 通过 使 用 展 宽 和 移 位 定理 就 可 以 得 到 所 求 的 DFT. 由 展 宽 定理 中 ,我 们 知道 如 

果 
{8642} D{ABC D}, 


那么 {80604020) > 21 АВСрАВСР). (3) 


这 个 现象 在 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 系数 中 很 常见 。 
同样 地 ,如 果 
{171531} D{PQR S}, 


那么 (70503010) 2 (РОКЅРОК 5). 


现在 ,我 们 应 用 移 位 定理 可 得 
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(07050301) 2 44P WQ МЕ W'S W'P WiQ W'R W'S}. (4) 


乘 以 W 意味 着 在 复 平面 上 旋转 了 一 周 的 1/N, 因 此 移 位 的 效果 就 是 给 序列 (PQRSPQR 
S) 提供 逐渐 增 大 的 相位 延迟 .将 式 (3) 与 式 (4) 相 加 就 得 到 了 长 序列 的 DFT.。 这 样 一 个 N = 8 
的 DFT 变换 就 被 分 成 了 两 个 N = 4 的 DFT 变换 ,根据 式 (1)DFT 所 需 的 乘法 运算 次 数 为 N?， 
故 它 相当 于 节省 了 一 半 的 运算 时 间 。 要 进一步 了 解 这 个 分 解 是 如 何 进行 的 ,我 们 可 以 参见 图 
11.6, 从 左边 的 给 定 序列 开始 ,我们 将 它 分 为 两 个 长 度 为 4 的 序列 {8 6 4 2) 和 {7 5 3 1} ,把 它 
们 分 别 作为 两 个 N = 4 的 变换 器 的 输入 ,相应 的 输出 为 {A B C D) 和 {PQR S}. 实 线 表示 将 
A,B,C,D 传 送 到 输出 节点 上 形成 {A B C D A B C D}. 虚 线 上 标 有 相应 的 因子 ,它们 将 式 (4) 
Ф PWO WER 等 分 别传 送 到 相应 的 输出 节点 上 ,在 输出 节点 上 进行 相 加 操作 .图 11.7 展示 
了 进一步 将 每 个 四 元 的 DFT 变换 分 解 为 两 个 二 元 的 DFT 变换 ,而 图 11. 8 则 图 示 了 完全 简化 
的 相 乘 和 相 加 过 程 。 


voo 
A+P 

B+ wQ 
C+ W2R 
D+w'S 
A+ МР 
B+w'Q 


f(r) 
bo 


7 


C+ WR 
D+ W'S 


aaua unm ojs 
vaunua шю = oje 


6 
s 
4 
3 
2 
1 


811.6 ATH DFT 简化 为 两 个 四 元 的 DFT 


图 11.7 简化 为 四 个 二 元 的 DFT 


最 后 ,步骤 可 以 总 结 如 下 。 首 先 ,我 们 把 给 定 序列 重 排 为 (8 4 6 2 7 3 5 1} ,与 之 相对 应 的 操 
作 是 乘 以 等 式 (2) 中 的 第 一 个 方 阵 ,有 时 不 太 严格 地 称 之 为 “位 反 ”。 用 各 对 重 排 数 据 的 线性 组 
合计 算 这 8 个 新 数据 ,就 像 等 式 (2) 中 的 第 二 个 方 阵 所 显示 的 那样 ,这些 数据 就 是 图 11. 8 ЖЛ: 
边 的 加 法 器 的 输出 .还 有 两 个 类 似 的 步骤 ,总 共 构成 了 3 次 这 样 的 操作 (或 者 一 般 地 ,M 次 ,其 
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中 2М = N)。 当 然 ,并 不 是 这 48 个 乘法 都 有 意义 .其 中 有 32 个 是 与 1 相 乘 ,7 个 是 与 W: ШЖ. 
它 只 是 简单 的 符号 取 反 .另外 ,W? MW 的 运算 也 相当 简单 


图 11.8 八 位 的 DFT 变换 分 解 为 3 x 16 个 乘法 运算 ,3 X 8 个 加 法 
运算 .在 前 述 的 三 个 图 形 中 , 实 线 表示 的 是 乘 1 运算 ,虚线 
则 表示 乘 以 线 上 所 标的 因子 (改编 自 Cochran 等 ,1967) 


这 样 ,我 们 看 到 图 11.8 是 等 式 (2) 中 的 四 个 矩阵 乘法 的 详细 表示 ,获得 图 11. 8 所 示 结 构 
的 考虑 过 程 可 以 作为 不 用 推导 而 逐步 得 到 等 式 (2) 中 的 各 因子 的 基础 。 

假如 元 素 的 个 数 不 能 无 限 地 二 分 ( 即 N 不 能 表达 为 2) ,仍然 有 定制 的 合适 的 快速 算法 。 例 

如 ,如 果 N 可 以 被 3 整除 ,那么 最 终 的 简化 可 以 由 三 元 变换 器 组 成 .这 样 的 算法 就 不 是 十 分 快 了 。 


实际 考虑 

实现 快速 传 里 叶 变换 的 程序 里 已 经 考虑 到 了 许多 实际 问题 .对 某 些 应 用 ,速度 是 首要 的 考 
虑 ;对 另 一 些 应 用 ,方便 是 主要 的 如果 N 不 是 2 的 宕 ,为 了 方便 说 的 是 我 们 可 以 对 数据 补 0; 要 
求 速度 说 的 是 需要 选择 一 个 改进 的 程序 以 获得 利用 这 个 因子 所 具有 的 特点 。 一 些 用 户 从 不 要 
求 复 的 输出 ; 另 一 些 用 户 则 需要 复 输出 ,但 不 是 实 部 和 虚 部 的 形式 ,一 部 分 用 户 可 能 需要 处 理 
二 维和 三 维 的 数据 ,一 些 用 户 通常 不 得 不 将 数据 进行 分 段 处 理 , 因 为 N 超过 了 他 们 的 计算 机 
容量 ,上 述 这 类 问题 ,虽然 很 重要 ,但 是 都 能 通过 上 面 所 给 出 的 一 些 原始 文献 或 通过 对 已 有 程 
序 的 分 析 来 研究 .对 一 些 文档 的 研究 也 尤其 重要 ,因为 一 些 软件 包 虽然 根本 不 能 完成 DFT 操 
作 , 但 是 经 过 一 些 修改 可 能 会 或 多 或 少 带 来 一 些 方便 。 

现在 我 们 来 看 一 个 常见 的 例子 ,用 一 个 可 以 对 长 度 N 为 64,128 或 2 的 其 它 整 数 寡 的 序列 
进行 操作 的 通用 程序 ,对 一 个 长 度 为 60 的 序列 进行 FFT。 给 序列 填 加 4 个 零 可 以 使 它 满足 程 
序 . 但 是 ,把 零 加 到 序列 的 后 面 . 前 面 ,或 者 两 个 加 在 前 面 两 个 加 在 后 面 ,所 得 的 结果 是 否 会 有 
区 别 ?由 图 11. 4 再 想到 移 位 定理 ,我 们 知道 | FO) | 将 不 受 影响 ,但 原点 的 有 效 移 位 将 会 引入 
相位 变化 .如 果 相位 很 重要 ,就 像 它 应 该 是 的 那样 ,如 果 数 据 序列 本 来 就 有 个 自然 的 零点 ,那么 
移 位 定理 将 能 提供 一 个 适当 的 相位 修正 因子 。 

如 果 在 尾部 添上 68 个 0, 并且 使 用 N = 128 的 程序 ,结果 会 有 不 同 吗 ? 令 一 些 人 惊 呀 的 是 , 答 
案 是 肯定 的 为 了 理解 这 一 点 ,考虑 延 拓 的 意义 ,其 中 f(r) 和 Fo) 被 看 作 是 周期 的 且 周期 为 N。 

设 u(t) 是 连续 变量 :的 函数 , 它 在 0 ~ N 一 1 的 上 的 整数 值 上 ,与 fO) 一 致 ,在 此 之 外 为 
0. 如 图 11. 9a 所 示 。o(DIIIC 是 一 串 冲 激 (图 11. 9c), 它 和 7) 包含 相同 的 信息 ,但 是 不 具有 
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vle) 


(a) 


эшо) {тШ ()]* N HI (ZN) 


(e) (d) 


图 11.9 (а) 和 由 它 所 得 到 的 周期 离散 样本 (b);(c) 和 (d) 表示 两 个 冲 激 波 
形 , 和 连续 时 间 函 数 相同 ,它们 和 离散 表示 是 等 价 的 


周期 为 N 的 重复 特性 .然而 ,周期 特性 可 以 用 下 式 表示 , 即 
pG) = [VOMA] N G/N), 


EM fer) 严格 一 致 .因为 我 们 习惯 用 箭头 来 代表 冲 激 , 线 段 的 长 度 等 于 冲 激 的 强度 ,如 果 我 们 
把 横 坐 标 标 为 r, 把 箭头 变 为 圆 点 的 话 ,图 11. 9d 将 是 fO) 的 精确 表达 。 

如 果 ог) 的 仿 里 叶 变 换 为 5(/) ,我 们 利用 卷 积 定理 和 shah 函数 ШС.) 的 变换 是 它 本 身 
的 特性 ,可 以 得 到 


P(f) =[SCP*IICP]IICONF。 


假如 f fü 之 间 的 关系 为 了 一 六, 那么 上 面 的 表达 式 就 对 应 于 DFT FO), f(r) 对 应 于 р). 


此 处 已 经 考虑 到 了 式 (3) 中 的 因子 N APER 10 章 的 相当 简单 的 代数 推导 就 把 最 初 似乎 是 
被 排除 在 积分 变换 范围 外 的 离散 情况 作为 特例 包括 进来 了 。 

如 果 将 ONO 进行 周期 为 2N 的 周期 延 拓 ,我 们 将 得 到 [v(DII(D] * (2N) 'HIG/2N), 
它 的 变换 将 变 为 


ESP + Шм). 


与 上 面 不 同 的 是 这 相当 于 对 SAO * ШОР 进行 了 比 上 面 高 一 倍 的 采样 .然而 ,提高 采样 频率 
怎么 会 导致 两 者 差异 呢 ? 答 案 是 S(f) 可 能 是 振荡 的 ,而 且 通 常 的 确 是 这 样 的 ,除非 序列 fO) 
没有 那些 经 常 出 现在 数据 串 的 开始 和 结尾 部 分 的 大 的 跳 路 .当然 ,由 于 f(r) 的 周期 性 ,如 果 终 
值 fCN 一 1) 近似 等 于 初 值 (0) 的 话 ,一 个 大 的 初 值 /(0) 将 不 被 看 作 一 个 大 的 跳跃 .但 是 如 果 
一 个 64 元 的 数据 序列 ,通过 在 尾部 补 0 延 拓 到 128 个 元 素 , 那 么 这 就 是 跳跃 ,F(y) 中 就 会 出 现 
不 光滑 的 结构 .同样 地 ,如 果 把 相对 平滑 的 64 元 数据 序列 中 的 4 个 连续 元 率 置 为 0,F(v) 中 将 
会 出 现 振荡 .这 表明 通过 对 数据 序列 补 零 将 其 扩充 到 64 个 元 素 并 不 一 定 总 是 最 好 的 方法 。 通 
过 补充 比 零 更 合理 的 哑 元 数据 ,可 以 得 到 与 期 望 的 结果 更 加 一 致 的 结果 。 


傅 里 叶 变换 及 其 应 用 


离散 傅 里 时 变换 正确 吗 ? 

当 计算 傅 里 叶 变 换 时 ,DFT 理论 是 准确 的 ,独立 自主 ( 自 一 致 ) 的 , 它 确切 描述 了 对 实际 数 
据 样本 的 操作 , 剩 下 的 问题 是 依赖 于 数据 采样 点 的 DFT 在 多 大 程度 上 近似 于 函数 的 传 里 叶 变 
换 呢 ?很 明显 ,DFT 只 能 是 一 个 近似 值 ,因为 它 仅 提供 了 一 组 有 限 的 离散 频率 点 的 值 .但 是 这 
些 离散 值 本 身 正确 吗 ? 我 们 可 以 很 容易 举 出 他 们 是 不 正确 的 简单 例子 .这 个 问题 的 讨论 是 基于 
采样 定理 和 混合 现象 的 。 如 果 初 始 的 采样 间隔 不 是 足够 小 ,以 致 不 足以 表示 原 函 数 中 的 高 频 分 
量 ,那么 DFT 的 值 和 通过 它们 的 光滑 曲线 都 会 因为 混合 而 发 生 错误 ,如果 原 函 数 是 已 知 的 , 那 
么 与 一 个 给 定 的 采样 间隔 相关 的 误差 是 可 以 计算 的 .从 实际 操作 来 看 ,我 们 往往 只 知道 采样 序 
列 ,那么 误差 的 避免 就 只 能 依靠 一 些 经 验 因素 , 即 先 验 知识 或 经 验 . 例 如 ,在 同样 的 时 间 内 采样 
两 倍 的 点 就 能 确定 是 否 存在 高 频 分 量 。 

DFT 中 的 另 一 个 重要 的 误差 源 是 数据 串 的 截断 .当然 ,对 函数 的 截断 处 理 不 可 避免 地 导 
致 了 一 个 不 正确 的 传 里 叶 变换 (所 得 结果 是 正确 的 传 里 叶 变 换 和 某 个 sinc 函数 的 卷 积 ) ,因此 
截断 误差 并 不 是 DFT 所 具有 的 .然而 所 犯 的 错误 是 不 同 的 ,为 了 说 明 这 一 点 ,假设 采样 间隔 选 
得 足够 精细 使 得 它 能 处 理 数据 中 的 高 频 分 量 而 且 没有 混 得 误差 现在 对 数据 进行 截断 处 理 。 对 
DFT 的 影响 是 把 它 和 一 个 sinc 函数 的 采样 进行 卷 积 ,与 这 个 sinc 函数 对 应 的 矩形 函数 的 宽度 
描述 了 对 信号 的 截断 .但 是 现在 我 们 把 它 与 图 11. 1 ОС /) 这 样 的 实体 进行 卷 积 , 这 样 除了 使 
输出 平滑 以 外 ,我 们 还 可 能 有 左右 两 端 频谱 向 中 间 频 谱 的 泄漏 因此 ,截断 不 仅 引 起 了 平滑 误 
差 ,或 DFT 中 细节 的 减少 ,而 且 还 引起 了 泄漏 误差 .通过 使 用 两 端 逐 新 变 小 的 截断 函数 代替 抑 
形 截断 函数 可 以 减 小 泄漏 误差 ,但 这 是 以 增加 平滑 误差 为 代价 的 最 好 的 折衷 方法 必须 视 情况 
而 定 :泄漏 误差 影响 高 频 分 量 ( 取 值 在 N/2 左右 的 v) ,而 平滑 误差 的 分 布 是 不 同 的 。 


FFT 的 应 用 

在 一 些 学 科 中 ,如 工 射线 的 衍射 以 及 无 线 电 干 涉 中 ,要 对 观测 数据 作 传 里 叶 变换 使 它们 表 
现 为 常用 的 形式 ,如 分 子 形状 、 晶 体 结构 或 天 空 辐射 源 的 亮度 分 布 图 等 .在 这 些 领 域 中 ,FFT 
的 引入 只 是 加 快 了 已 有 的 做 法 。 

在 另外 一 些 应 用 中 ,我 们 取 传 里 叶 变 换 是 为 了 对 它 执行 某 些 操作 然后 再 作 反 变 换 。 例 如 ， 
照片 放大 后 会 明显 旦 颗粒 状 (在 照相 乳剂 中 的 粒状 结构 会 导致 其 旦 斑点 状 ) , 我们 可 以 将 照片 
通过 一 个 二 维 的 低 通 滤波 器 .首先 ,我 们 先 将 其 数字 化 为 二 维 数据 数组 ,虽然 有 时 它 本 身 就 是 
数字 化 的 形式 (例如 ,通过 无 线 遥 感 从 航天 探测 器 中 收 到 的 数据 )。 然 后 ,我 们 对 它 进行 二 维 
DFT 变换 ,并 且 通 过 乘 以 一 个 合适 的 低 通 滤波 器 传输 函数 去 掉 或 减少 高 的 空间 频率 ,最 后 再 
EZ: DFT 变换 。 当 然 , 这 等 价 于 数字 化 的 图 片 数据 与 合适 的 冲 激 (点 源 ) 响应 (传输 函数 的 北 
DFT 变换 ) 的 卷 积 。 对 台式 计算 来 说 ,一 次 卷 积 运算 要 比 两 个 DFT 变换 和 一 组 乘法 运算 更 有 
吸引 力 一 些 。 但 一 张 图 片 往往 包含 大 量 的 数据 ,需要 用 大 型 的 计算 机 对 它 进行 处 理 ,这 时 就 会 
发 现 如 果 使 用 FFT 的 话 , 使 用 DFT 的 方法 更 快 一 些 .其 原因 是 如 果 数 据 阵列 中 有 N 个 元 素 ， 
那么 所 需 的 乘法 运算 的 次 数 是 N* 数量 级 的 ,而 正如 我 们 所 看 到 的 , 当 N 很 大 时 ,FFT 所 需 的 
乘法 运算 次 数 要 少 很 多 。 

这 样 ,一 般 情况 下 , 卷 积 ,包括 自 相关 和 互相 关 , 都 是 通过 进行 两 个 DFT, 乘 法 和 逆 DFT 的 
方法 来 实现 的 .此 时 ,需要 一 些 特殊 的 考虑 .其 一 ,图 11. 10 中 两 个 要 卷 积 的 序列 了 和 & 有 相同 
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数量 的 元 素 , 就 像 自 相 关 一 样 . 输 出 序列 
的 元 素 个 数 是 输入 序列 的 两 倍 .因此 如 
果 我 们 将 下 和 G 简单 地 逐 项 相 乘 ,然后 
再 作 反 变换 ,那么 输出 序列 的 长 度 就 只 
有 正确 输出 长 度 的 一 半 , 就 像 图 11. 4 中 
所 示 的 自 相关 的 例子 一 样 .所 出 现 的 情 
况 是 ,输出 序列 绕 着 圆周 和 自己 产生 重 图 11.10 Ж 
着. 很 明显 ,如 图 中 所 示 ,通过 给 序列 补 

充足 够 的 0 直至 达到 原 序列 长 度 的 两 

倍 ,就 可 以 避免 这 种 情况 .图 11. 11 图 示 | 
了 这 个 实际 的 过 程 , 在 某 种 程度 上 图 
11.9 掩盖 了 这 一 点 。 


时 间 测 定 图 

许多 研究 快速 算法 的 文献 都 依赖 于 
对 计算 复杂 度 的 数值 计算 ,通常 使 用 对 
乘法 和 加 法 运算 次 数 的 计数 ,通过 在 程 
序 中 每 一 个 需要 计数 的 地 方 插入 一 行使 
计数 器 加 一 的 程序 可 以 很 容易 地 得 到 这 
个 总 数 。 经 常会 看 到 发 表 的 这 种 数据 ,在 
传 里 叶 变换 情况 下 是 N 的 函数 ,并 将 它 ] 
们 与 先前 的 程序 进行 比较 .然后 就 说 那 А д. 

些 成 功 减少 了 运算 次 数 的 程序 运行 得 更 图 11.11 用 DFT 实现 两 个 四 元 序列 的 卷 积 

快 。 然 而 ,时 间 测定 是 衡量 速度 的 一 个 基 

本 标准 ,并 且 已 经 被 证 明 是 研究 如 图 12. 5 中 所 示 的 诸如 置换 操作 ,正弦 和 余弦 的 预 建 表 ,和 其 
它 步骤 等 费时 操作 的 一 个 方便 的 工具 。 

MATLAB 通过 插入 tic 启动 一 个 定时 器 并 在 需要 计算 时 间 的 地 方 插入 toc 就 可 以 给 出 
已 经 过 去 的 时 间 , 所 以 可 以 很 方便 地 测定 程序 段 的 运行 时 间 。 使 用 这 个 工具 可 以 把 程序 的 整个 
运行 时 间 分 成 多 个 阶段 测量 ,从 而 发 现 哪个 步 又 比较 耗 时 .过 去 ,用 户 之 间 的 时 间 共 享 会 干扰 
中 心计 算 机 用 户 的 时 间 测 定 , 即 使 在 单独 的 计算 机 上 ,后 来 也 能 找到 方法 在 表面 上 执行 用 户 的 
程序 的 同时 执行 清除 任务 .如 果 存 在 这 样 的 干扰 时 间 测 定 的 问题 ,通过 重新 运行 程序 并 注意 到 
所 耗费 的 时 间 的 不 同 就 可 以 揭 韦 这 一 点 .一 些 严谨 的 程序 员 会 尝试 通过 面 出 所 耗费 时 间 与 菜 
些 参数 (如 N) 的 关系 曲线 来 研究 这 个 有 害 的 行为 ,这 些 曲线 理想 情况 下 应 该 是 光滑 的 。 增 加 
重新 运行 次 数 有 助 于 辨别 对 所 用 时 间 的 错误 影响 。 


当 N 不 是 2 的 整数 宕 时 

一 个 具有 N = 365 个 元 素 的 数据 序列 ,不 能 连续 进行 二 分 操作 ,但 由 于 365 = 5X73, 理 论 上 
仍然 有 可 以 分 解 的 有 利 条 件 。 实 际 上 ,特殊 的 基于 3 基于 5、 基于 7 基于 11 和 基于 13 的 情况 都 有 
现成 可 利用 的 算法 (参见 Nussbaumer，1982， 以 及 Elliott 和 Rao, 1982, 至 于 算法 应 归于 S. 
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Winograd 算 法 请 见 S. Winograd) ,但 没有 基于 73 的 算法 .对 365 个 数据 值 ,一 种 简单 而 直接 的 方法 
是 通过 补 零 把 长 度 增加 到 512。 当 然 , 所 得 到 的 512 个 变换 值 将 不 能 表示 一 年 一 个 周期 的 各 种 谐 
波 的 频率 。 然 而 ,如 果 需 要 的 话 , 可 以 用 MATLAB 中 的 fft() 操作 来 求 出 这 365 个 复数 值 。 


二 维 数据 
让 我 们 比较 一 下 二 维 傅 里 叶 变换 的 标准 形式 (第 13 Ж) 


F(u,v) =f | fez,y)ye 79 ахау 


和 二 维 离散 傅 里 叶 变换 


Mi Ml 


Едо) = MIN? УУ алено, 
ЖЛЕ о Mr 与 (z,y) 平面 的 关系 如 下 .如 果 采 样 间隔 分 别 是 X 和 Y, 所 考虑 的 z ЖП у 的 最 
小 值 分 别 是 zw 和 уы, 2, 


r= 


也 二 Ута 
Y ° 


因为 。 和 + 的 最 大 值 分 别 为 M 一 1 和 N 一 1, 由 此 可 得 


2 = r, +(M—1)X 
Ум = Уз» + (N— DY. 


空间 频率 整数 和 ，* 是 这 样 的 ,w/N 和 
v/M JH) z fl у 的 每 采样 间隔 的 周期 
数 度量 的 空间 频率 ,而 A/NX 和 ww/NY 
是 用 每 单位 z+ 和 y 的 周期 数 度量 的 空 
间 频 率 。 这 个 讨论 把 or) 看 作 在 它 
的 离散 采样 点 之 间 有 值 但 假设 这 些 值 
不 可 用 的 函数 。 这 就 是 这 里 建立 它 和 
积分 变换 之 间 的 联系 的 原因 .但 是 我 
们 也 理解 ,不 必要 只 把 for) 看 作 是 
整 型 变量 对 的 函数 ,而 且 py 和 v 也 不 一 
定 要 理解 为 频率 .实际 上 ,正如 前 面 一 
维 情况 中 提 到 的 那样 ,在 把 y 和 + 解释 


为 频率 时 必须 很 谨慎 。 图 11.12 (a) fry) 在 (ovr) 平面 上 被 分 割 为 如 图 所 示 的 

尽管 积分 变换 覆盖 了 (z,y) 平面 几 部 分 ,可 用 M > N 维 的 数据 矩阵 来 表示 ,矩阵 
上 的 正 的 和 负 的 区 域 ,但 离散 变换 则 的 序号 为 从 0 开始 的 正 整数 ; (b) 表示 在 (x,y) 
不 需要 ¿fr 取 负 值 的 情况 .因此 ,如 平面 上 ,包围 在 函数 周围 的 零 域 ,变换 到 (ovr) P 


图 11 12a 所 示 的 (zx,y) 平面 中 的 一 面 上 时 不 再 包围 在 函数 的 四 周 
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个 简单 的 对 象 , 当 通过 原点 移 位 转化 到 (c,r) 平面 时 ,图 形 将 会 用 一 种 奇怪 的 方法 被 切割 成 好 
几 块 。 当 处 理 二 维 数据 时 ,这 种 图 形 的 拓扑 思想 很 有 帮助 .例如 ,围绕 对 象 的 用 零 组 成 的 保护 
ЯР Е Соот) 平面 上 显示 为 交叉 的 阴影 ,(z,y) 平面 上 一 个 很 小 的 移动 不 是 要 求 对 已 有 数据 的 
重 排 , 而 是 要 求 (o,r) 上 和 矩阵 的 相当 复杂 的 调度 ,如 图 11. 12b 所 示 。 

如 果 由 于 朴 忽 或 者 特意 设计 ,co 和 上 的 坐标 轴 和 标 称 的 z,y 的 坐标 轴 不 一 致 ,那么 所 得 到 
的 变换 将 会 受到 影响 .例如 ,一 个 关于 r fl 轴 对 称 的 函数 的 变换 应 该 是 实 的 ,但 是 如 果 和 
坐标 轴 被 移 位 ,那么 结果 将 会 产生 复数 值 .如 果 没 有 认识 到 这 一 点 ,我 们 只 是 读 出 实 的 变换 值 ， 
那么 它们 将 是 错误 的 。 然 而 ,如 果 我 们 读 出 复数 值 ,它们 与 标 称 的 变换 仅 有 -~- 些 很 小 的 不 同 . 这 
些 复数 值 的 模 是 正确 的 ,根据 移 位 定理 的 控制 ,它们 的 相位 将 随 o 和 + 线性 增 大 。 


功率 谱 

在 许多 情况 下 变换 的 相位 是 不 重要 或 者 不 可 知 的 ,此 时 我 们 可 以 研究 | РО) | ,但 是 往往 
我 们 是 对 | FO) |° 进行 研究 ,这 其 实 是 等 价 的 ,并 且 我 们 把 | Fo) |: 称 为 功率 谱 , 在 一 些 应 用 
中 | FO) | 的 值 可 能 真正 代表 瓦特 的 数量 .但 是 ,即使 在 物理 意义 不 是 功率 谱 或 者 根本 没有 物 
理 意义 的 情况 下 ,通常 还 是 使 用 “功率 谱 ” 这 个 术语 ,这 个 术语 也 用 在 与 连续 时 间 函 数 的 傅 氏 
变换 S(/) 有 关 的 场合 (96 页 ,97 页 ) ,但 是 他 们 是 有 区 别 的 ,功率 谱 | SC f) |? 不 是 简单 的 瓦特 ， 
而 是 用 瓦特 / 赫兹 或 一 些 更 加 复杂 的 单位 (比如 在 162 页 的 瑞 利 定理 中 提 到 的 欧姆 -瓦特 / Ж 
效 ) 来 衡量 的 。 

乍 一 看 ,功率 谱 的 计算 似乎 没有 特别 要 注意 的 地 方 ,毕竟 功率 谱 是 包含 在 ( 复 ) 傅 氏 变换 
这 个 更 广 的 概念 中 的 .但 事实 上 关于 功率 谱 的 内 容 已 经 讨论 了 很 多 ,而 这 里 的 功率 谱 本 身 并 不 
是 实质 所 在 ,参考 文献 可 能 以 随机 时 间 函 数 的 频谱 作为 标题 .使 用 这 种 术语 的 原因 是 随机 函数 
或 噪声 代表 了 一 种 重要 情况 ,在 此 情况 下 相位 失去 意义 而 功率 谱 变 成 了 自然 的 研究 实体 。 

虽然 功率 谱 不 只 是 应 用 于 随机 过 程 或 来 自 随 机 信号 源 的 确定 性 信号 ,但 是 这 些 应 用 却 是 
比较 重要 的 随机 过 程 的 功率 谱 常 常 被 定义 成 随机 过 程 的 自 协 方差 函数 的 傅 里 叶 变换 ( 自 协 方 
差 函 数 是 在 自 相关 运算 之 前 除去 直流 分 量 后 的 结果 .但 是 它们 在 术语 上 的 区 别 通常 是 不 易 发 
现 的 ,因为 通常 的 理解 是 在 计算 自 相关 之 前 要 减 去 非 零 均值 ,否则 计算 将 是 不 可 能 的 。) 

根据 自 相关 (或 者 自 协 方差 ) 定义 的 功率 谱 对 于 很 多 学 生来 说 可 能 不 太 容易 理解 ,但 是 它 
却 提出 了 解决 涉及 随机 过 程 (在 时 域 要 用 概率 描述 ) 问题 的 方法 。 然 而 在 计算 时 ,我 们 处 理 的 
决 不 是 随机 过 程 而 是 实际 的 数据 串 ,来 自 于 某 种 意义 上 的 随机 信号 源 ( 此 外 ,也 可 能 存在 一 些 
测量 的 随机 误差 ) 。 

使 功率 谱 计算 如 此 吸引 人 的 原因 如 下 .假设 我 们 求 一 个 N 元 序列 的 DFT。 具体 的 , 设 这 N 
个 数据 是 某 一 点 海平 面 每 隔 10 s 的 高 度 。 自 然 地 ,F.(v) 的 值 应 该 表示 海浪 能 量 所 在 的 频率 
段 , 但 是 它 的 精确 度 和 它 的 分 辩 率 却 是 有 限 的 ,这 是 因为 数据 的 长 度 N 是 有 限 的 ,Fx(v) 的 相 
位 虽然 非 零 ,但 是 几乎 不 包含 我 们 感 兴趣 的 任何 信息 ,而 且 如 果 把 它们 丢弃 ，| Fro) |° WE 
成 了 我 们 对 海浪 功率 谱 的 测量 .如 果 海 的 状态 变化 的 话 , 正 如 它 经 常 变化 一 样 , 那 么 这 些 测量 
只 能 作为 那个 时 期 的 海浪 功率 谱 的 记录 。 但 是 由 于 N 的 值 是 有 限 的 ,这 种 测量 在 一 定 程度 上 
是 不 完美 的 ,使 得 从 ”的 一 个 值 到 下 一 个 值 的 变化 呈现 明显 的 无 规律 性 .为 了 得 到 一 个 较 好 的 
测量 ,我 们 可 以 将 采样 数据 的 长 度 增加 到 4 倍 ,但 是 我 们 如 何 知道 在 这 段 观 察 期 间 海 的 能 谱 没 
有 发 生变 化 呢 ? 仅 有 的 方法 是 我 们 将 数据 串 分 割 成 若干 段 , 然 后 再 作 判 断 。 因 为 讨论 中 心 是 基 
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于 海浪 的 ,因此 讨论 N 一 “时 的 极限 是 不 合适 的 ,但 是 几乎 所 有 数据 都 存在 这 种 情况 .虽然 我 
们 能 够 想象 诸如 由 x 的 连续 数位 构成 的 数据 串 的 功率 谱 测定 的 异常 ,但 是 在 实际 中 ,如 果 观 察 
时 间 太 长 的 话 , 情 况 可 能 会 发 生变 化 -但 是 经 验 告诉 我 们 , 取 四 们 的 N 值 , 虽 然 远 没有 达到 无 
穷 ,但 它 却 会 使 精确 度 提 高 一 倍 或 者 接近 一 倍 ( 即 , 无 规律 的 变换 可 能 被 减 半 ) .但 是 令 人 奇怪 
的 是 随 着 N 的 增加 ,精确 度 却 完全 没有 增加 .因此 ,即使 是 在 理论 上 , 当 N -> со 时 定义 功率 谱 
的 思想 仍然 不 适合 随机 原点 信号 源 的 数据 。 

人 们 可 能 会 想 ,如 果 用 正确 的 方式 看 待 这 种 问题 那么 矛盾 可 能 会 消失 。 下 面 是 对 这 种 现象 
的 一 个 解释 。 在 我 们 事先 选择 的 任意 频率 段 , 随 着 N 的 增加 功率 测量 的 精度 的 确 会 增加 。 如 果 
将 N 增 加 4 售 , 那 么 其 DFT 在 固定 的 频率 段 上 将 提供 4 个 值 ,而 先前 的 情况 却 只 包含 一 个 值 。 
即使 这 4 个 值 都 不 比 先前 的 那个 值 准确 ,但 是 这 4 个 值 的 和 (代表 了 该 频率 段 的 一 个 新 的 测量 
值 ) 将 会 有 更 高 的 准确 性 。 

这 种 正确 的 观点 说 明了 计算 实数 据 功 率 谱 的 步骤 .计算 出 的 | Fn C) |* 将 随 v 在 总 体 的 变 
化 趋势 上 上 下 波动 ,通过 对 邻近 的 几 个 值 取 平 均值 ,我 们 可 以 减 小 这 种 波动 .如 果 通过 对 大 量 
的 连续 值 取 平 均值 而 获得 较 高 的 精度 ,那么 这 种 精度 的 获得 是 以 降低 频率 的 分 辩 率 为 代价 的 ， 
所 以 我 们 往往 基于 数据 的 特点 根据 经 验 在 这 两 方面 作出 一 个 折衷 没有 哪 一 种 理论 为 它 提供 
-种 独特 的 方法 ,这 就 是 为 什么 在 参考 文献 中 能 发 现 各 种 各 样 的 处 理 方法 ,无 论 如 何 ,通过 对 
一 定数 量 的 值 取 平 均值 , 或 者 说 通过 功率 谱 与 加 权 序列 的 离散 卷 积 , 我 们 可 以 平滑 序列 
| FO) |. 

自然 地 ,这 可 能 会 有 好 几 个 平滑 的 序列 ,但 是 娜 一 个 是 最 优 的 呢 ?答案 取决 于 数据 的 特点 
和 分 析 的 目的 。 虽 然 平滑 能 够 增加 精度 ,但 是 它 也 会 带 来 许多 负面 影响 ,例如 ,如 果 有 一 个 感 兴 
趣 的 窗 带 频谱 特性 ,那么 对 它 进行 过 度 平滑 可 能 会 导致 它 中 间 强 度 得 到 一 个 错误 的 较 低 的 值 ， 
而 它 的 宽度 则 会 得 到 一 个 错误 的 较 大 的 值 ,还 可 能 在 每 边 引入 一 个 旁 瓣 .在 一 些 情 况 下 ,绝对 
强度 的 测量 是 很 重要 的 ,比如 在 波谱 学 中 利用 傅 里 叶 变换 进行 化 学 谱 分 析 ; 而 在 其 它 一 些 情况 
下 ,分 离 靠近 的 频谱 是 比较 重要 的 ;还 有 一 些 情况 对 微弱 特征 的 错误 检测 将 会 产生 严重 的 后 
果 , 在 后 一 种 情况 下 ,我 们 可 以 通过 加 宽频 谱 特 征 来 抑止 可 能 被 认为 是 真实 信号 的 旁 辨 ,但 要 
接受 随 之 而 来 的 分 辩 率 的 降低 .在 另外 一 种 情况 下 ,我 们 为 了 得 到 频谱 峰值 处 的 一 个 更 好 的 测 
量 值 , 可 能 会 接受 这 种 旁 瓣 结构 .即使 这 种 代价 和 利益 能 相互 平衡 使 用 户 满意 ,但 是 这 种 结果 
对 新 的 一 批 数据 并 不 一 定 是 最 优 的 。 很 明显 ,这 种 平滑 序列 的 选择 涉及 到 经 验 和 判断 , 它 超出 
了 数学 分 析 的 范畴 。 

原则 上 ,在 功率 谱 域 的 平滑 可 以 通过 对 自 相关 函数 乘 以 一 个 锥 形 因子 来 实现 .这 种 作用 于 
自 相 关 函 数 的 因子 ,术语 称 为 迟滞 窗 滑动 窗 , 它 是 由 Blackmann 和 Tukey(1958) 提出 来 的 。 
(频谱 窗 是 迟 灌 窗 滑动 窗 的 仿 里 叶 变换 ) .然而 , 当 涉及 到 大 量 的 数据 时 ,首先 通过 FFT, 然 后 
形成 功率 谱 并 用 逆 FFT 的 方法 来 计算 自 相关 是 比较 方便 的 。 一 旦 得 到 了 功率 谱 , 我 们 也 可 以 
直接 做 平滑 处 理 ,尤其 是 当 加 权 序 列 较 短 的 情况 下 。 

在 前 面 的 章节 中 ,我 们 知道 采样 后 函数 的 DFT 不 一 定 和 函数 本 身 的 侍 里 叶 变换 完全 一 
致 ,特别 是 函数 的 突 跳 会 导致 高 频 分 量 . 从 一 个 数据 流 中 截取 的 一 段 有 限 的 数据 具有 导致 这 种 
不 一 致 的 陡峭 的 起 始 和 结尾 。 因 此 ,一 些 专业 人 士 对 数据 应 用 锥 形 因 子 进行 处 理 , 从 而 消除 或 
者 减 小 两 端的 断 点 .这 跟 迟 滞 窗 滑动 窗 是 有 区 别 的 ,但 是 大 体 的 结果 都 将 是 平滑 的 功率 谱 。 通 
常 ,这 种 方法 的 结果 不 能 表示 为 原来 的 功率 谱 和 一 个 加 权 序列 的 卷 积 ,因此 它们 不 能 严格 地 表 
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示 频 带 内 的 能 量 .这 种 方法 所 付出 的 代价 是 否 比 直接 补 零 的 代价 小 要 视 具 体 情况 而 定 。 

很 明显 ,FFT 的 作用 要 比 一 个 程序 包 所 完成 的 功能 多 好 多 .因为 情况 是 变化 的 ,用 户 的 需 
求 也 不 同 ,因此 FET 的 使 用 是 相当 巧妙 的 。 随 着 程序 变 得 越 来 越 快 、 越 来 越 方便 ,对 那些 商业 
程序 而 言 ,为 了 得 到 相关 的 经 验 ,用 我 们 自己 的 数据 进行 检验 将 变 成 一 个 非常 重要 的 环节 。 
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傅 里 叶 变 拉 及 其 应 用 


习题 


І. 离散 表示 ”为 了 做 离散 傅 里 叶 变换 的 计算 机 实验 ,函数 (1 e) ПОЛО) 要 用 N = 
16 的 采样 点 离散 表示 .给 下 表 填 人 合适 的 值 。 
r0123456789101112131415 


fw 


2. 圆周 卷 积 求 下 列 圆 周 卷 积 和 : 
{1200}*{2300},{1111}*{0110}, 和 {1001}*{0100}, 
3. 离散 变换 — 求 下 列 序列 的 DFT, 并 通过 “序列 和 ”和 “ 首 值 ”规则 检验 所 得 结果 。 


4. BRER 


5. 二 维 卷 积 


6. 二 维 DFT 


0 0 
1 0 


1 1 
rit 


= 


U 


U 


U 


э 


{1234} 和 {12340000} 
求 下 列 圆周 卷 积 ,并 用 卷 积 定理 验证 结果 。 
(0100) х {0010} #1 {1100} * (0011) 
求 下 列 二 维 圆周 卷 积 的 和 ,并 用 二 维 卷 积 定理 验证 结果 是 正确 的 。 
0 0 0 0 1 0 0 1 
1 °|* "| 中 ú l ateh o) 


验证 下 列 四 对 二 维 DFT 变换 对 ,并 证 明 第 5 对 是 它们 相 加 的 结果 。 


| 
11 Е 


әј 


aj 

фу з 
== 
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ГЕ 
I 
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| 一 
和 
1 = 
u 
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ШШ 
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4 0 


阐明 二 维 的 序列 和 以 及 首 值 定理 。 使 变换 中 的 负 号 形式 与 二 维 移 位 定理 所 要 求 的 形式 一 致 。 用 
上 面 的 例子 验证 二 维 Rayleigh-Parseval 定理 。 


7. 中 点 内 揪 


一 个 DFT X FO) 的 16 点 序列 ,通过 在 其 尾部 补 0 变 成 32 点 序列 .新 序列 


的 DFT X GO) ,那么 通过 填补 定理 我 们 能 立即 获得 一 半 СО) 的 值 ;例如 GO) = 0.5F(0), 
G(2) = 0.5Е(1), ++ GBO) = 0.5F(15)。 证 明 ,G(y) 的 中 间 值 可 以 通过 已 知 值 与 中 点 内 插 序 
列 (177 页 ) 的 圆周 卷 积 得 到 ,也 就 是 说 


Сб) = 0.5 У! F(v/2 — k — 1/2)sinc(k + 1/2) ,一 1,3，…31。 


— 
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8. 填补 定理 补遗 ”上 题 为 了 求 得 G(v) 的 中 间 值 要 对 无 穷 多 项 求 和 ,证 明 , 如 果 把 内 插 系 
数 改 为 如 下 形式 ,那么 可 以 简化 为 有 限 项 的 求 和 


Go) = 0.5T Fo/2—k—1/2) ”sin[x(e 十 1/2)] = жай» 
v > Cv/ 1d aN a ID], “一 1220-1 


其 中 N 为 补 零 前 原 序列 的 元 素 个 数 。 
9. 二 维 自 相关 
(a) 计算 如 下 数据 矩阵 ( 非 周期 的 ) 的 二 维 自 相关 : 


(b) 描述 结果 的 对 称 性 。 

(c) 计算 如 下 一 维 序列 的 自 相关 {1 1 1 2},{1 10 1 2},{1 10012)。 你 能 寻找 一 种 通过 
只 计算 一 维 自 相关 来 求 得 二 维 自 相关 的 方法 吗 ? 

10. ОЕТ 和 FT 的 比较 ”一 离散 变量 r 的 函数 定义 为 f(r) = exp( 一 +/4), 对 1< r< 31， 
当 +t=0 时 /(0) = 0.5。, 计 算 其 DFT 并 将 其 与 v(1) = ехр(— 1/4) НО) 的 侍 里 叶 变换 V(7) tt: 
#. 

11， 用 cosine-bell taper FH ” 如 果 函 数 g(x) ЖПК С/Х) ,然后 再 通过 乘 以 0.5 
十 0.5cos(2xz/X) 使 其 两 边 逐 渐 减 小 ,那么 它 的 傅 里 叶 变 换 G(s) 将 会 被 平滑 ,就 像 与 

XsincXs[1/48(s + X !) 十 1/28(s) + 1/4005 — X ')J 


进行 卷 积 一 样 。 如 果 N 元 序列 f(r) 类 似 于 锥 形 , 开 始 时 (r= 0) 从 0 点 上 升 ,到 最 后 (rz 一 N) 又 
降 到 0 点 ,证 明 通过 与 N 元 序列 {1/2 一 1/4 0 … 0 一 1/4} 卷 积 , 它 的 离散 传 里 叶 变 换 


FO) 将 得 到 改善 .这 种 操作 的 结果 实际 上 是 把 任何 FO) WAA- РО D + Fo) 一 


TFo+D 代替 。 从 习题 3. 1f(38 页 ) 中 我 们 知道 与 (1/4 1⁄2 1/4) 作 序 列 积 将 使 序列 变 得 光 


滑 。 但 与 序列 { 一 1/4 1⁄2 一 1/4} 卷 积 不 会 使 序列 变 得 尖锐 吗 ? 
12. MATLAB 中 下 标的 反 转行 向 量 {1 2 3 4 5 6 7} 通过 翻转 形成 一 个 新 的 行 向 量 >(z) 
= {1765432}。 说 明 如 何 用 MATLAB 来 实现 这 种 反 转 操作 。 
13. 离散 Hartley 变换 的 M 文件 
(a) 我 们 打算 用 一 个 名 为 dht 的 MATLAB 函数 ,对 8 位 长 的 序列 (例如 {12 3 4567 8}) 
进行 运算 ,并 得 到 已 知 的 离散 Hartley 变换 : 
{4.5000 — 1.7071 — 1.0000 — 1.7071 — 0.5000 — 0.2929 0.0000}. 
所 期 望 的 函数 程序 有 如 下 形式 : 
f =[12345678]; 
н = 8; 


230 ITERAR ÈA 


Dht(f,N) 

编写 出 函数 dht 的 M -文件 ,其 第 一 行 应 为 function y = dht(f,N). 

(b) 利用 已 编写 好 的 函数 dht, 将 离散 Hartley 变换 的 结果 与 第 11 章 中 所 给 出 的 一 些 离散 
傅 里 叶 变 换 进 行 比较 .为 了 检查 可 以 执行 dht(dht(f,M)) ,并且 编写 实现 逆 Hartley 变换 的 M- 
文件 idht。 

14. 离散 傅 里 叶 变换 对 期 望 

(a) 验证 序列 {1 2 3 4 5 4 3 2 1) 是 对 连续 的 三 角 窗 函数 5A(z/5)( 其 傅 里 叶 变 换 为 
25sinc*5s) 进行 单位 间隔 采样 得 到 的 。 

(b) 用 DFT 定义 的 求 和 式 或 者 用 内 嵌 的 可 用 程序 ,如 MATLAB 中 的 函数 fft( ), 求 下 列 
序列 的 DFT : 


{123454321}, 
{00001234543210000}, 
{54321000000000001234}, 


如 果 有 的 话 , 那 么 所 求 得 的 DFT 中 哪 一 个 会 与 期 望 的 25sinc*5s 一 致 

15. 二 项 式 系数 的 DFT W1 4 6 4 1} 作为 二 项 式 系数 Binz) = n!/(n—z)!z!h n 
4 的 例子 , 它 满足 正 态 分 布 Aexp( 一 zt*/20) „(о х 与 它 的 (平均 值 之 差 的 均 方 根 ) 方差 相 匹 
配 ( 即 o = 1) ,通过 使 正 态 曲 线 下 的 面积 与 二 项 式 系数 之 和 相等 来 确定 A 的 值 . 求 {6 4 10 0 0 
0000000014) @ DFT У Aexp(— z°/20) 的 傅 里 叶 变 换 作 比较 。 

16. 四 周 卷 积 和 ”给 定 两 个 序列 {1 7 21 35 35 2171) 和 {1595 一 5 一 9 一 5 一 1)， 
它们 以 12 为 周期 的 圆周 卷 积 是 什么 ? 

17. 时 间 测 定 实验 ”使 用 T4( 四 次 乘法 的 标 称 时 间 ) 的 定义 ,看 当 取 多 于 或 少 于 1 000 次 
的 平均 时 ,所 花费 的 时 间 是 否 会 发 生变 化 .如果 可 能 的 话 , 试 着 用 不 同 的 计算 机 或 不 同 的 语言 
来 实验 。 在 这 种 时 间 测 定 实验 中 能 得 到 什么 ? 

18.sinc 内 插 % 10 章 中 所 描述 的 中 点 内 插 是 指 与 一 系列 sinc 函数 的 采样 点 作 卷 积 , 通 
过 对 {/} 进行 N 点 截断 ,然后 对 {了 f) 作 DFT 变换 能 得 到 {F} ,其 中 {F} 为 N 个 复数 值 ,这 能 得 
到 与 中 点 内 插 相同 的 结果 .现在 构造 一 个 序列 {G} , 它 保留 了 原来 的 N 个 值 ,另外 在 尾部 附加 
N 个 零 值 使 得 序列 的 长 度 达到 了 2N, 这 些 零 值 会 使 变换 扩展 到 更 高 的 频率 ,对 这 2N 个 值 作 
逆 变 换 , 那 么 共有 2N 个 值 , 它 们 中 有 一 半 与 {f} 一 致 ,而 另 一 半 则 为 中 点 内 插值 。 

(a) 写 出 一 个 较 短 的 程序 来 阐明 这 种 方法 。 

(b) 为 了 补偿 N 变化 所 带 来 的 后 果 ,我 们 需要 对 什么 进行 调整 ? 

(с) 当 在 所 给 的 { f) 值 中 内 插 3 个 值 时 ,应 该 怎么 做 ? 

(d) 与 sinc 函数 内 插 的 其 它 方法 做 比较 。 


第 ]2 * 
离散 哈 特 利 变换 " 


一 种 严格 互 易 的 实 变换 
给 定 一 个 实 的 波形 信号 V(O , 若 下 面 的 积分 存在 ,我 们 就 可 以 定义 积分 变换 


тош) = (m) 1 |” VO созат + sinode, а› 


该 波形 信号 可 以 是 复 信号 ,但 在 下 文中 把 它 取 为 实 的 ,也 可 以 包含 诸如 ó 函数 及 其 导数 等 广义 
函数 ,显而易见 , 炎 (w) 是 双边 正弦 变换 和 双边 余弦 变换 的 和 ,从 它们 的 互 易 性 质 我 们 可 以 很 
容易 地 推出 更 (w) 的 反 变换 为 


уш = (2m | са Ccoswt + sino) do, (2) 


上 述 关系 (157 页 ) 是 由 哈 特 利 (Hartley,1942) 提出 的 , 曾 出 现在 一 些 专业 文献 中 ,但 并 不 
广为人知 ,这 种 变换 的 正 变换 与 反 变换 形式 上 完全 一 致 ,而 且 当 给 定 信号 Ус) 为 实 信号 时 ， 
Pow) 也 是 实 的 。 

HTH Vo) 与 V(t) 的 傅 里 叶 变换 S(w) 联系 起 来 ,我 们 使 用 下 面 的 傅 里 叶 变换 定义 比较 
方便 : 


500) = Фк | voe ЫСТА 
其 反 变换 为 


уш) = OHS Stw dw, 


Ф 经 过 许可 ,重印 自 J. Ор. Soc. Ат. , vol. 73, no. 12, December 1983, рр. 1832-1835 
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S Pw) = elw) 十 olw), 其 中 elw) 和 olw) 分 别 为 更 (w) 的 奇 部 和 偶 部 。 则 
«ш = WG) +С оку +7 Vodeoswtd 
ош) = “© EA — (2n) + V(Dsinotdr, 
对 于 给 定 的 Pow) RIIT AHE elw) 一 io(w) ,以 获得 Ус) 的 傅 里 叶 变换 Slow): 
S(w) = elw) 一 io(o) = ЫШ VOD (совае — ївїпө!)Ф„ (3) 


В ,我 们 看 到 仅 通过 简单 的 反射 与 登 加 运算 ,就 可 以 从 更 (w) 容易 地 得 到 V(+) 的 傅 里 叶 变 
换 。 


反之 , 若 给 定 了 Sw) ,我 们 也 可 以 获得 Pw): 
Pw) = Re[S(e)] — Im[ S(o)J, (4) 
将 S(w) 的 实 部 减 去 虚 部 , 即 可 得 到 Pw) o 


符号 与 示例 
作为 一 个 例子 , 取 
v = [PPD 120 
0 1<0. 
则 
21-і 
Sw = үр? 
_ Qm) #(1+ш› 
үү 


图 12. 1 的 左边 是 V(z) ,右边 是 它 的 傅 里 叶 变 换 S(w) ,其 中 虚线 表示 So) 的 实 部 ,点 线 表 
示 S(w) 的 虚 部 .图 中 虚 部 的 符号 已 经 取 反 了 。 实 线 表 示 哈 特 利 变换 ,该 变换 为 S(w) 的 实 部 与 
虚 部 符号 取 反 的 简单 求 和 。 它 是 实 的 而 且 明显 是 非 对 称 的 。 反 过 来 ,利用 WC) 的 奇 部 和 偶 部 
可 以 恢复 出 复 值 傅 里 叶 变 换 S(w) 的 实 部 和 虚 部 。 


уо) 


Р(®)/%Ф(0) 


elw) / P0) —2 N olw) / Y0 
Ë ) ) 


ES 


2 


图 12.1 V(D( 左 图 ) 及 其 传 里 叶 变 换 S(w) 的 实 部 ( 右 图 虚线 ) ,符号 取 反 后 的 Sw) 
的 虚 部 ( 右 图 点 线 ) ,以 及 它 的 Hartley 变换 ( 右 图 实 线 ) 
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为 了 沿袭 历史 ,我 们 保留 了 哈 特 利 所 使 用 的 因子 (2x) .但 在 下 文中 我 们 将 省 略 这 些 因 
子 , 转 而 使 用 一 种 更 熟悉 的 符号 记 法 ,其 中 2x 仅 出 现在 (2x X 频率 ) 这 种 组 合 中 。 


离散 哈 特 利 变换 
考虑 一 个 类 似 于 时 间 的 离散 变量 r, 但 可 以 假设 为 仅 有 从 0 一 N 一 1 的 六 个 整数 值 .给 定 
一 个 函数 /(r) ,我 们 可 以 把 它 看 作 一 个 波形 信号 ,定义 它 的 离散 哈 特 利 变换 (DHT) 为 


Но = № Yireoea (28), (5) 
其 中 cas = cosb 十 sinb, 是 哈 特 利 使 用 的 缩写 .作为 比较 ,其 离散 傅 里 叶 变 换 РО) 为 
FO) = N So- т), 


f(r) 的 逆 ОНТ 关系 式 为 


f(D = S Hoas(2), (6) 
为 了 导出 上 式 结果 ,我 们 利用 正 交 关系 
Ў) (8) [N r=. 
将 (5) 式 代 入 (6) 式 的 等 号 右边 ,可 得 
У\ноәев(®ә®)- 5 E cas 
= №! Уле Уеа (22 


= 


N = 


= м' уух 位 
= fo, 


这 样 就 验证 了 式 (6) 。 

可 以 看 出 ,除了 一 个 在 DFT 常见 的 因子 N ' 以 外 ,DHT 是 对 称 的 ,而 且 也 是 实 的 。 

如 果 将 DHT 定义 中 的 因子 N 换 成 N ,再 给 其 反 变换 乘 以 一 个 因子 N ,就 可 以 得 
到 一 个 严格 对 称 的 变换 。 哈 特 利 就 是 利用 这 种 方法 保证 了 他 的 原始 积分 关系 的 对 称 性 ,然而 ， 
不 乘 常数 因子 经 常会 很 方便 ,为 做 到 这 一 点 ,我 们 可 以 将 常数 因子 吸收 进 归 一 化 因子 或 后 面 将 
要 引入 的 作 图 比例 因子 .为 了 明确 指出 这 种 相对 良性 的 非 对 称 ,我 们 可 以 说 DHT 是 准 对 称 
的 。 

为 了 从 DHT 得 到 DFT, 可 将 DHT 分 为 奇 部 和 偶 部 。 


Но) = ЕО) +00), 
其 中 
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En = HW + HN 


aaa но) HN 


那么 DFT 可 由 下 式 给 出 
FO) = EG) — i00). 


相反 地 ,HC(v) = ЯУ.) Яа] 

BER x fh DE B JE Нр ОАА Муй, T SD tE 05 ИК ЛЕ BR 09 38 ЕН, E Rk t E i 19 Ж. 
V.L. 哈 特 利 (Ralph V. L. Hartley) + 1942 年 提出 的 ,那么 这 个 变换 也 就 适合 以 他 的 名 字 命 
名 。 哈 特 利 是 无 线 电工 程 师 协会 的 会 员 ,而 且 还 负责 贝尔 实验 室 的 电话 线路 研究 工作 (1918 ~ 
1929) .对 电气 工程 师 的 一 代 人 来 说 ,是 通过 哈 特 利 振荡 器 而 熟知 他 名 字 的 ,这 种 振荡 器 曾经 是 
教材 中 的 电子 正弦 波源 的 标准 例子 ,一 个 简单 的 系统 包含 一 个 带 反 馈 (由 带 抽 头 的 电感 产生 ) 
的 三 极 管 放大 器 .有 关 参 考 文献 及 论文 请 参见 Proc. IEEE 1994 年 3 月 的 特刊 ,其 中 一 节 专 门 
介绍 了 哈 特 利 变换 (由 K. J. Olejniczak 和 G. Т. Herdt 编辑 ) .其 后 的 有 关 文 章 可 用 科技 引文 索 
B| (Science Citation Index) Ж. 


DHT 的 例子 
为 了 与 图 12. 1 比较 ,考虑 


fe) = 0.5 т= 0 
О lexpC—#/2) r= 1,2,15, 


f(r) 是 对 连续 函数 VO) 的 前 面部 分 进行 等 间隔 采样 , 共 采 样 N = 16 оН УО) 在 0 时 刻 
不 连续 ,把 fer) 在 с = 0 时 的 值 取 为 [VC0 十 ) +V(0 一 )]/2 = 0.5. 12.2 为 f(r) 及 其 离散 
哈 特 利 变换 HO) ,其 结果 类 似 于 对 图 12. 1 中 的 变换 以 间隔 Aw/2x = 1/16 进行 采样 。 


1.0 1.0 


9) H(») 


0 15 0 15 


图 12.2 ”图 12. 1 中 使 用 的 截断 指数 波形 的 16 点 表达 ( 左 ) 及 其 离散 哈 特 利 变换 ( 右 ) 
两 个 图 的 差异 较 小 ,部 分 是 由 于 截断 指数 波形 而 引起 的 ,部 分 是 由 于 像 DFT 一 样 的 混合 


造成 的 . 举 最 后 一 个 例子 ,用 二 项 式 序列 1,6,15,20,15,6,1 表示 对 光滑 脉冲 信号 的 采样 为 了 
获得 最 简单 的 结果 将 峰值 取 在 + = 0 处 .这 样 
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t» =0 1 2 3 4 5 6 7891 п 1 1 14 15 
Ја) =20 15 6 1 0 0 о 0000 о о 1 6 5, 
НО) = 4 3.56 2.49 1.32 0 0.12 0.01 0 0 0 0 0.12 0.5 1.32 2.49 3.56, 
结果 见 图 12. 3, 这 正 是 所 预期 的 峰值 在 v = 0 处 的 光滑 脉冲 信和 号。 

20 20 


f H(v) 


0 т 15 0 ñ 15 


图 12.3 ”二 项 式 序列 ( 左 ) 和 它 的 DHT 变换 ( 右 ) 


为 了 进行 数值 校 验 , 知道 下 面 的 事实 非常 有 用 , 和 离散 传 里 叶 变 换 一 样 ,DHT 的 和 
Уно) 等 于 /(0); 反 之 ,数据 值 的 和 》) fO) 等 于 NFO). 


讨论 

初 一 看 ,DHT 的 N 个 实数 值 就 能 取代 DFT 的 N 个 复数 值 , 即 2N 个 实数 。 但 是 我 们 可 以 
这 样 理解 :DFT 的 Hermitian 性 质 意味 着 2 倍 的 元 余 。 由 于 对 称 的 原因 ,N/2 个 实数 足以 确定 
余弦 变换 ,另外 N/2 个 实数 确定 正弦 变换 ,二 者 结合 构成 了 N 个 离散 哈 特 利 变换 系数 且 不 损 
失 任何 信息 。 

函数 cas0, 可 以 看 作 一 个 有 45° 相 移 的 正弦 波 , 它 对 余弦 和 正弦 分 量 的 响应 相等 ,一 般 地 ， 
如 果 我 们 使 用 2+sin(9 十 a) 作为 内 核 ( 基 ) 函数 ,其 中 a 表示 任意 的 相 移 ,此 时 对 正 、 余 弦 的 响应 
不 相等 但 并 不 损失 任何 信息 ,除非 a = 0, x/2,…。 相 应 地 ,我 们 希望 它 是 可 北 的 , 逆 变 换 的 内 
核 ( 基 ) 函数 是 cottusing + tant acos0, 


一 维和 二 维 的 卷 积 运算 
DHT 服从 的 卷 积 定理 如 下 :如果 f(r) 是 f. (r) 和 f, Сс) 的 卷 积 , 即 


ка 
FD = fi) x б) = Лала), 


那么 
HO) = Hio) Ha) + H,C— v) Halv), 


其 中 HO, HO 和 Ho) 分 别 为 fr) Р Со) 和 У.С) 的 离散 输 特 利 变换 。 且 Н.О) = 
Hx G) 十 Heo) , 即 其 奇 部 与 偶 部 的 和 。 
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计算 卷 积 的 常用 方法 是 , 先 分 别 取 两 个 序列 的 离散 傅 里 叶 变换 ,然后 在 频 域 上 逐 点 进行 复 
数 乘法 ,这 样 每 个 点 需要 进行 四 次 实数 乘法 运算 .然后 再 取 傅 里 叶 反 变 换 , 要 记 住 改变 i 的 符 
号 ,类 似 地 ,如 果 利用 哈 特 利 变换 进行 卷 积 ,每 个 点 只 需 进行 两 次 实 的 乘法 运算 。 

不 过 ,经 常 出 现 其 中 一 个 卷 积 函数 ,如 f(r) ,是 偶 对 称 的 情况 ,尤其 是 在 图 像 处 理 或 一 般 
的 数字 滤波 中 .这 种 情况 下 ,了 :.(y) 为 零 ,因此 卷 积 定理 简化 为 H(v) = Hi(v)H;(v)。 对 于 定 
理 的 这 种 简化 形式 ,只 需要 分 别 求 出 两 个 序列 的 离散 哈 特 利 变换 , 然后 对 两 个 实 序列 逐 项 相 
乘 , 再 取 反 变换 .每 一 点 只 需 进 行 一 次 实 的 乘法 运算 .该 过 程 可 描述 为 


Дх) ж о) = DHT[DHT( f) X DHT( f;)J, 


在 进行 DHT 变换 之 前 ,为 了 给 卷 积 留 出 空间 ,可 以 通过 补 零 将 一 个 给 定 序列 的 长 度 扩 展 为 原 
长 度 的 两 倍 。 零 点 可 以 加 在 序列 的 前 边 ,后边 或 两 边 。 当 进行 卷 积 的 两 个 序列 长 度 不 相等 但 相 
当时 ,就 可 以 使 用 先 补 零 再 对 变换 相 乘 的 方法 ;但 是 如 果 一 个 序列 的 长 度 比 另 一 个 序列 短 很 
多 ,就 像 数字 滤波 中 常见 的 一 样 , 则 建议 使 用 直接 卷 积 的 方法 (参见 第 3 章 的 简单 代码 )。 

对 于 二 维 的 图 像 处 理 , 也 可 以 使 用 同样 的 方法 ,而 且 其 避免 复数 运算 以 及 非 互 易 子 程序 的 
优点 更 加 明显 。 


二 维 DHT 
二 维 图 像 的 处 理 也 可 以 从 实 变换 中 受益 。 一 个 用 MX N 矩阵 表示 的 图 像 (т ,rs ) 的 确 具 


有 二 维 离散 哈 特 利 变换 (:DHT) НО ,m), 且 变换 本 身 是 一 个 M X N ЗЕЕ DHT 正 变 换 
与 反 变换 表示 如 下 ; 


м м 
Ноги) = МУМ" D D (rnvr)cas[2x(mr 十 wr)]， 


е] 


faon) = > УНО w )cas[2w(viri +w rÜ) J, 

正如 Bracewell 88 A (1986) 解释 的 一 样 ,二 维 哈 特 利 变换 可 以 分 解 为 N 个 一 维 的 变换 , 它 
还 可 以 更 有 效 地 完成 (Meher,1992;Yang,1989) 。 

二 维 哈 特 利 变换 的 优点 之 一 是 , 仅 需 要 一 张 图 就 可 以 表示 一 幅 图 像 的 谱 分 析 ; 而 一 幅 图 像 
的 傅 里 叶 变 换 则 需要 两 张 图 ,或 者 分 别 表示 实 部 和 虚 部 ,或 者 分 别 表示 幅度 和 相位 ,因此 几乎 
从 未 使 用 过 。Bracewell 和 Villasenor (1990) 给 出 了 这 种 表达 在 光学 方面 应 用 的 例子 。J. 
Villasenor 提出 了 螺旋 缝隙 的 哈 特 利 变换 的 一 个 引 人 注目 的 例子 ,出 现在 Proc. IEEE 1994 年 
3 月 的 封面 上 ;而 Bracewell (1995b) 的 第 587 和 588 页 中 ,把 二 维 对 象 的 复 的 傅 里 叶 变换 和 包 
含 对 象 完全 的 幅度 和 相位 信息 的 实 的 哈 特 利 变换 图 进行 了 比较 .把 一 个 二 维 变换 存储 为 单个 
的 实数 组 和 存储 成 图 形 表示 (二 维 ) 都 一 样 的 方便 。 当 表达 中 不 包含 相位 信息 时 ,DHT 和 DFT 
两 种 变换 具有 相同 的 二 维 功率 谱 。 

对 三 维 的 情况 ,参见 Hao 和 Bracewell (1987) ;对 四 维 的 情况 ,参见 Buneman (1987). 


Cas-Cas 变换 
在 二 维 变换 中 ,我 们 可 以 用 cas2xviricas2xvzrs 代 蔡 变换 的 内 核 ( 基 ) 函数 саз[2лбит 十 
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wtz)j, 它 的 显著 特点 是 可 分 离 性 (Perkins，1987)。 这 种 Cas-Cas 变换 是 互 易 的 (Bracewell， 
1983) ,同样 地 , 它 和 标准 的 二 维 哈 特 利 变换 有 关 。 所 不 同 的 是 ,当选 择 cos[2x(wn 十 vr)] JÉ 
Жї Жн н], (лл) 平面 上 的 波纹 表示 它 具 有 平行 的 零点 轨迹 ; 而 若 选 择 
соѕ2лу ri cos2mv r: 作 基 函 数 ,其 零点 轨迹 具有 直角 交叉 的 形式 .Millane (1994) 也 讨论 过 内 核 
GE 函数 的 选择 , 他 给 出 了 另外 的 参考 可 分 离 性 并 未 被 证 明 是 一 个 基 的 优先 选择 , 因此 
соз[2х(ит + wr) J Æ ОНТ 的 标准 基 函 数 。 


定理 
对 于 每 一 个 适用 于 傅 里 叶 变换 的 定理 ,都 有 相应 的 哈 特 利 变换 的 定理 .其 中 一 些 定理 完全 
对 应 ,如 Hy) = f(0) 和 》 fe) = NH(0)。 同 样 ,正如 前 面 提 到 的 那样 ,在 大 多 数 情 况 下 ， 


卷 积 的 哈 特 利 变 换 等 于 哈 特 利 变换 的 乘积 .当然 它们 之 间 也 有 一 些 区 别 , 如 在 实现 快速 哈 特 利 
算法 时 要 用 到 的 移 位 定理 是 


DHT[LF(r 十 o] = ноәсоз({ #2) — H si (28), 


对 于 哈 特 利 变换 ,存在 平方 积分 (quadratic content) 定理 


pI = Уно. 
КАЕ, RELEE E SE Ж PRA, RAKGER. 
根据 反 转 定理 ,/( 一 7) 的 DHT 变换 为 H(— v) ,这 种 反 转 是 以 NN 为 模 的 , 即 当 r 落 在 0 到 
N 一 1 之 外 时 ,需要 加 上 或 减 去 所 需 的 N 的 整数 倍 将 其 映射 到 0 一 N 一 1 上 。 
一 阶 差分 定理 是 指 f(r 十 1) 一 fr) 的 DHT 变换 为 


[cos(2xwN) — 1]H(v) — sin(2rv/N)H(N — v), 


离散 正弦 和 离散 余弦 变换 

f(x) 的 积分 余弦 变换 被 定义 为 ?| /CzDeoszxsrdz, 可 以 直接 通过 在 伟 里 叶 变 换 图 示 集 
的 每 一 列 查找 纯 偶 对 称 的 图 形 得 到 积分 余弦 变换 的 许多 例子 .另外 ,还 可 以 通过 用 代数 的 扩展 
函数 方法 得 到 余弦 变换 。 给 定 一 个 工 三 0 的 原 函 数 ,补充 左边 的 部 分 使 得 生成 一 个 新 的 偶 函 
数 ,然后 使 用 各 种 技术 获取 它 的 傅 里 叶 变换 ,这 样 就 可 以 获得 余弦 变换 。 即 使 它 不 是 高 等 数学 
中 已 存在 函数 的 伟 里 叶 正六 和 余弦 变换 表 的 扩展 (著名 的 Erdelyi 的 积分 变换 表 ) ,这些 变换 也 
只 能 看 作 是 信里 叶 变 换 的 特例 。 

余弦 变换 的 离散 形式 为 了) ”' fCr)cos(2xvr/ N) (正弦 变换 亦 类 似 ) .但 是 这 种 变换 无 法 通 
过 反 变换 恢复 出 f(r) ,这 是 因为 形 如 sin(xvr/N) 的 f(z) 的 分 量 不 可 积 且 没有 意义 。 若 规定 当 
x HREN f(x) 为 零 , 则 正弦 .余弦 变换 都 是 可 递 的 ; 当 Сс) 是 偶 对 称 时 ( 即 对 r 一 1 到 N 一 
LIO = CN 一 z)), 我 们 说 离散 余弦 变换 是 可 逆 的 。 


边界 值 问题 。 如 果 我 们 用 0, 去 /N,，1/N,， 1 于 LN, 取代 上 面 的 频率 点 0, 1/N, 2/N， 
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3/N，…, 可 以 得 到 有 用 的 可 逆 的 离散 正弦 和 离散 余弦 变换 .此 时 , 基 频 为 1/2N, 基 本 周期 为 
2N。 考 虑 下 面 的 离散 和 


жа 
FnDsin(xvr/N)。 


在 上 述 操作 中 ,注意 到 r 的 取 值 范围 为 1 ~ N 一 1. 即 使 是 计算 》 ”的 和 ,给 /(0) 赋值 
也 是 没有 意义 的 ,这 是 因为 基 函 数 sin(xwr/N) 在 т = 0 处 始终 为 零 .连续 进行 两 次 这 样 的 运 


算 , 可 以 得 到 记 N/(7). 故 可 以 定义 离散 正弦 变换 为 


Na 


fD ѕіпСлут/ N), 
1 


F,(v) = 


21% 


其 反 变 换 为 


жа 
fe) = 27F,G)sin(zvr / N), 
а 


相应 的 离散 余弦 变换 FO) 为 
Fo) = 2 У feyeostavr/N), 
< 


然而 , 若 给 定 F.(v) ,要 想 恢复 出 f(r) ,在 代数 上 是 很 复杂 的 .Press 等 人 (1986) 提出 了 一 种 基 
于 FFT 的 快速 算法 COSFT。 该 书 的 第 二 版 (1992) 介绍 了 一 种 修订 的 定义 ,这 种 定义 基于 N + 
1 个 数据 且 是 严格 对 称 的 ， 


нл 
БО) = [| о +оо E FoDeos(xmvr/N) |, 


另 一 种 有 关 的 DCT(Rao 和 Yip,1990) 没有 使 用 上 面 使 用 的 光滑 余弦 基 函 数 , 例 如 , 当 余 
弦 的 自 变量 为 零 时 ,用 1/ V2 代替 1。 这 样 ， 


1R o) = , /2k kJ(recos(mwr/N)， v=0~ N. 
N то 


下 标 为 0 或 N 时 ,系数 k, fü k, 的 值 为 1/ /2 ,其 余 情况 下 它们 的 值 均 为 1。 
然而 ,迄今 为 止 N 是 组 成 f(r) 的 元 素 个 数 ,而 这 里 N 是 元 素 个 数 减 1( 共 有 N+ 1 个 元 
素 ) .这 个 变换 是 严格 对 称 的 : 


fe = Ne D KIF Weos mr/N), v=0~N, 


上 式 被 称 为 DCT1。 

一 些 不 涉及 复 伟 里 叶 分 析 的 差分 方程 的 求解 知识 ,对 于 离散 正弦 和 离散 余弦 变换 很 重要 。 
举 一 个 简单 的 例子 ,如 果 我 们 要 研究 在 非 中 点 处 拉 一 根 长 为 L 的 小 提琴 的 弦 所 产生 的 结果 , 没 
有 必要 对 弦 的 形状 y(z) 进行 完全 的 仿 里 叶 分 析 。 局 限 在 级 数 sin(zz/L),sin(2xz/L), 
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sin(3xx/L) ,等 上 面 的 分 量 足以 合成 弦 的 形状 ,因为 边界 条 件 >(0) = 0 fl y(L) = 0 使 得 不 再 
需要 余弦 项 了 .在 另 一 种 情况 下 , 当 边 界 条 件 变 为 [dy/dr],-。. 等 于 零 时 , 仅 用 余弦 变换 就 足 
以 得 出 结果 .利用 边界 值 处 理 傅 里 时 变换 也 是 可 行 的 ,但 并 不 常见 .一 般 地 , 傅 里 叶 分 析 法 需要 
同时 分 析 正 弦 、 余 弦 两 分 量 ,而 不 是 单独 分 析 其 中 的 一 种 .这 样 取 工 = 1, 且 


2r 0<х<а 
Ха) =+{1—х a<r<1 
0 其 他 


其 复 的 傅 里 叶 变 换 为 


fe) = 二 sincs 一 ү азїпсаз жі паля pinnas 


反 过 来 ,f(z) аиа Feet ds Даи. 
但 是 对 0 < оо 的 范围 ,我 们 也 能 写 出 更 简单 的 关系 


f(x) = 下 эїпдяз 一 3Sin2ras sin2xsrds。 


4 
其 中 ,被 积 函数 是 实 的 , 仅 由 不 同 幅 度 和 频率 的 正弦 波 组 合 而 成 。 
无 论 在 释放 时 刻 弦 的 初始 形状 有 多 复杂 ,或 是 否 存在 对 称 或 反对 称 关 系 , 引 人 注目 的 是 弦 
的 形状 总 能 只 分 解 成 正弦 分 量 . 在 末端 闭合 的 管道 中 的 波形 可 以 只 分 解 成 余弦 分 量 。 
物理 学 领域 所 涉及 的 波动 方程 拉 普 拉 斯 方程 .扩散 方程 以 及 其 它 基 本 的 二 三 、 四 维 微分 
方程 ,为 使 用 离散 正弦 和 余弦 变换 的 数值 分 析 提 供 了 广阔 的 应 用 范围 。 


数据 压缩 应 用 。” 当 不 得 不 用 数字 方式 传输 图 像 时 , 因 计算 机 通常 不 够 快 而 无 法 保证 图 片 
质量 ,更 成 功 的 努力 就 是 能 在 减少 传送 比特 量 的 同时 使 接收 图 像 的 失真 减 到 最 小 如果 一 幅 图 
像 由 -- 百 万 个 像素 组 成 ,每 个 像素 量化 为 256 级 ,对 某 些 应 用 来 说 这 样 的 位 数 太 多 了 。 若 将 每 2 
x 2 个 像素 用 一 个 像素 代替 ,并 赋 以 四 个 像素 的 平均 值 , 则 该 图 像 的 位 数 就 减少 为 原来 的 四 分 
之 一 ,图像 的 失真 主要 由 可 描述 为 卷 积 的 模糊 以 及 较 粗 的 采样 构成 .如 果 这 幅 图 像 按 典 型 的 报 
纸 质 量 输 出 到 一 页 信纸 大 小 的 面积 上 ,眼睛 看 上 去 就 会 明显 感到 模糊 .因为 新 闻 纸 只 提供 8 个 
灰 度 等 级 ,所 以 表示 图 像 的 位 数 缩减 了 32 倍 .但 对 很 多 应 用 来 说 ,如 识别 一 张 脸 ,这 样 的 图 像 
失真 是 可 以 接受 的 .显然 ,图 像 失真 的 可 接受 的 准则 除了 与 数字 化 过 程 有 关外 ,还 与 人 眼 的 视 
觉 感受 以 及 图 像 的 特点 有 关 。 

经 验 研究 表明 , 当 对 图 像 进行 空间 谐 波 分 析 时 ,很 多 图 像 在 高 的 空间 频率 内 的 信息 很 少 。 
这 提示 我 们 可 以 传送 图 像 的 傅 里 叶 变 换 , 不 过 要 抑制 或 不 强调 高 频 ( 如 减少 量化 级 数 ) .在 接收 
端 , 取 反 变换 可 以 得 到 失真 程度 可 以 接受 的 图 像 . 这 一 过 程 被 称 为 变换 编码 .不 论 数据 压缩 在 
图 像 域 实现 还 是 在 变换 域 实现 ,图 像 的 各 个 部 分 都 被 等 同 对 待 ;但 是 显然 ,一 张 图 像 的 不 同 区 
域 可 接受 的 模糊 程度 是 不 同 的 ,例如 一 页 文本 .因此 ,使 用 像 行 程 编码 .TIFF 编码 和 delta-row 
编码 这 样 的 一 维 数据 操作 编码 可 以 获得 更 多 的 编码 增益 .把 图 像 分 割 成 由 均匀 的 空间 统计 特 
性 部 分 (可 大 可 小 ) 所 组 成 ,这 样 提供 了 更 多 的 (提高 编码 增益 ) 机 会 。 

当 考 虑 图 像 的 统计 特性 时 ,数据 压缩 的 优点 可 由 连续 进行 变换 来 代表 。 这 样 一 个 首选 的 变 
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换 及 其 反 变换 定义 如 下 : 
жа 
"FO) = Et 1] 
ка 
fe) = De"FoWeos [2r+ Dy], 


其 中 除了 a(0) = 1/V2 Ца) = 1。 变 换 FO) Jë iñ Ahmed, Natarajan 和 Rao(1974) 等 人 作 
为 “a DCT” 引入 的 。 这 个 有 影响 力 的 文字 最 终 导致 了 在 Pennebaker 和 Mitchell(1993) 所 描述 
的 国际 标准 中 提 到 了 这 种 DCT 变换 , 它 被 称 为 DCT2(Rao 和 Yip, 1990)。 


BJ DCTI 一 样 ,DCT2 也 是 分 解 成 频率 0， +N. 1/N, 1 去/N,…, 但 是 采样 点 时 移 了 半 


个 单位 , 且 其 基 函 数 不 是 严格 意义 上 的 余弦 函数 .此 时 余弦 因子 在 c = 0 处 不 是 1 而 是 一 个 变 
Ж cos(xv/2N) 。 然 而 , 基 向 量 是 正 交 的 .DCT2 变换 不 是 严格 可 逆 的 ,也 就 是 说 ,连续 进行 两 次 
该 变换 ,并 不 能 恢复 原始 信号 .在 DET 和 哈 特 利 变换 中 熟悉 的 定理 ,例如 移 位 和 卷 积 定理 ,对 
DCT2 来 说 就 没有 那么 明确 了 .通过 重 排 数 据 使 得 可 以 使 用 FFT 使 计算 更 方便 ,Press 等 人 和 
MATLAB( 提 供 了 一 个 操作 dct(f)) 都 证 明了 这 一 点 作为 一 种 选择 ,一 些 作者 曾 发 表 了 利用 
哈 特 利 变换 得 到 DCT2 的 代码 (Rao 和 Yip,1990, 第 65 页 ).DCT2 最 显著 的 优势 是 , 它 能 够 有 
效 地 判断 出 统计 特性 近似 于 一 阶 Markov 的 图 像 , 并 有 良好 的 性 能 ,对 于 文本 图 像 以 及 像 
ASCI1 码 .蜂窝 电 话 或 数字 化 语音 及 音乐 等 的 时 间 信号 ,数据 压缩 并 不 能 明显 提高 其 传输 效 
率 。 


计算 

离散 哈 特 利 变换 的 性 质 使 得 它 适合 于 数值 分 析 应 用 。 当 运算 速度 是 主要 的 要 求 时 ,我 们 可 
以 使 用 后 面 将 要 提 到 的 “快速 哈 特 利 变换 "(FHT) .很 多 用 户 用 快速 哈 特 利 变换 编制 的 程序 比 
用 FET 编制 的 程序 运行 明显 地 快 ;就 个 人 计算 机 来 说 , 哈 特 利 变换 的 简单 性 也 是 一 个 优势 ,在 
引信 了 这 种 直接 对 实数 操作 的 手段 后 ,原来 的 用 实数 据 构造 为 复数 使 之 适合 用 储 里 叶 变换 计 
算 的 方法 的 就 很 少 使 用 了 (Buneman,1986)。 

傅 里 叶 变 换 的 复 基 函 数 是 线性 时 不 变 算 子 的 特征 函数 ,这 使 得 傅 里 叶 变换 在 理论 上 比较 
方便 这 种 代数 特性 在 实际 计算 中 没有 多 大 意义 ,正弦 ,余弦 或 cas 函数 都 没有 特征 函数 。 


对 数值 变换 的 感性 认识 

伟 里 叶 变换 图 形 集中 用 图 形 表示 传 里 叶 积 分 变换 ,使 得 对 频率 分 析 的 解释 有 了 感性 认识 ; 
我 们 可 以 很 容易 地 把 这 个 经 验 应 用 于 相应 的 数值 变换 。 当 然 , 从 早期 程序 员 继承 来 的 避免 使 用 
负 指 标的 习惯 与 数学 分 析 中 的 负 频 率 的 概念 不 一 致 , 例 如 ， 


= 1с le 
созш! = -7 БЫ; Уай 


余弦 函数 分 解 为 两 个 频率 ,一 正 一 负 , 每 个 频率 的 幅度 为 1/2, 我 们 熟悉 的 图 6.1 可 以 加 深 这 种 
理解 , 它 的 左边 是 余弦 函数 , 右边 是 两 个 幅度 为 1/2 的 冲 激 。 如果 对 周期 为 4 的 余弦 函数 
cos(2rt/4) 在 上 的 单位 间隔 上 离散 化 ,并 把 变换 对 数值 化 地 表示 为 ， 
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r=0 y 一 一 2 ,一 十 2 
0 —1 0 10 —1 0 0 ++ 000 ++ 00 
波形 频谱 
那么 我 们 就 可 以 把 图 形 和 离散 形式 联系 起 来 .对 于 sin(2xt/4) 同样 有 
r=0 v=0 
二 人 1 =й 
1 0 -1010 -1 оо ++ 900 -700 


波形 频谱 
车 再 加 上 一 些 强度 为 2 的 直流 ,图 形 表述 形式 为 


сок) э 8((+-р)+ 280) + (0). 


也 就 是 下 面 的 对 应 关系 
r=0 v=0 
2123212. ~oo ++ 020 +оо 
波形 频谱 
时 间 原 点 (r = 0) 和 频率 原点 (v = 0) 都 用 粗 体 标 出 。 
然而 ,对 上 述 三 个 例子 可 以 用 习惯 的 下 标 表示 如 下 : 
r=0 | v6 
и o -1 ото -1 02000 ооо +оо 
01 o —101 о -02too0 + ооо + о} 
1 1 
32 1 2 32 1 2512 0 #900 + O 


v 值 的 1,2,3,4,5,6,7 分 别 表示 频率 1/8,2/8,3/8,4/8, — 3/8, 一 2/8, 一 1/8。 

我 们 应 记 住 , 对 非 负 的 频率 (0 < , < N) ,wv/N 直接 给 出 了 频率 ; 而 对 一 个 负 频 率 如 
一 0.25, 如 果 人 允许 使 用 负 指标 的 话 应 落 在 "一 一 2 处 ,在 此 放 在 一 2 模 8 的 地 方 , 即 v = 6。 当 我 
们 看 一 个 数值 谱 时 ,第 一 个 元 素 给 出 直流 的 值 (就 像 前 面 的 傅 里 叶 级 数 系数 a, 一 样 ), 而 一 个 
频率 S Ev =+ Nf 对 N 取 模 的 两 个 位 置 表示 .余弦 分 量 在 这 两 个 位 置 上 有 相等 的 值 ,而 正弦 
分 量 的 绝对 值 相 等 ,符号 相反 。 

所 有 上 面 的 例子 都 适用 于 离散 传 里 叶 变换 和 离散 哈 特 利 变换 .对 于 其 它 的 实 变换 要 说 的 
更 多 。 为 了 比较 ,下 面 给 出 上 面 三 个 变换 的 DCT1( 中 ) 和 DCT2( 右 )。 


fO) DCTI DCT2 
(10—10 1 0—1 0) (H .47 .32 1.31 1.31—.32 .41—.11) 40 .53 0 1.09 1.41 一 .73 0. — 11) 
{010—1010—1}) 40 1 0 —1 0 1 о —1} {5.66 .53 01.09 1.4) —73 0 一 1 


13212321 2} 549 .41 .12 1.31 1.75 —.32 .85 —.11) (0 .53 0 1.09—1.41 0 一 .73 一 .1 
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复 哈 特 利 变换 

由 于 天 线 的 辐射 方向 图 可 以 表示 为 电磁 场 的 孔径 分 布 的 传 里 叶 变换 ,而 且 由 于 透镜 可 以 
将 一 个 光学 孔径 分 布 转换 为 另 一 种 可 以 相似 表达 的 分 布 , 如 此 看 来 哈 特 利 变换 也 许 是 一 个 没 
有 物理 意义 的 数学 构造 .然而 ,这 两 种 变换 之 间 有 密切 的 关系 ,一 种 变换 具有 什么 样 的 性 质 , 另 
一 种 变换 也 有 相应 的 性 质 .这 种 关系 可 以 通过 图 2. 10 的 帮助 来 解释 ,其 中 傅 里 叶 变换 FC) 的 
实 部 和 虚 部 被 绘 成 R = ImF x$ S = ReF 的 复 平面 上 的 点 的 轨迹 ,轨迹 上 的 每 一 点 对 应 s 的 一 
个 值 .通过 把 R 轴 和 S 轴 旋 转 一 45" 得 到 一 个 新 的 坐标 系 R' 一 S',R' 方向 上 的 分 量 可 以 看 作 是 
s 的 函数 ,其 结果 即 为 哈 特 利 变换 。 另 一 方面 ,如 果 是 对 一 个 实 函数 f(z) 进行 变换 , 则 S' 方向 
的 分 量 不 包含 信息 .变换 


R's) +il (5) = [RG(s) + i1(s)] X e 


描述 了 两 个 变换 间 的 密切 关系 。 由 R(s) 和 I) 可 以 重建 复 平面 上 的 点 ,但 缺少 了 与 R(s) 和 
1(s) 的 对 称 性 有 关 的 元 余 , 使 得 仅 用 R 方向 的 分 量 , 或 者 除 仅 用 R 和 5 方向 之 外 的 任何 方向 ， 
就 可 以 恢复 出 实 的 УС). 

对 表示 复数 据 的 函数 /(x), 则 S 方向 包含 有 附加 信息 ,此 时 传统 定义 的 哈 特 利 变换 将 得 
到 复 的 结果 .Millane (1994) 给 出 了 一 种 复 哈 特 利 变 换 的 扩展 处 理 方法 。 


哈 特 利 变换 的 物理 特性 

从 这 种 复 平面 的 观点 ,可 以 得 到 物理 空间 中 的 哈 特 利 变换 结构 (Bracewell，1989) ,第 一 个 
证 明 从 一 个 实 的 电磁 场 分 布 中 可 以 恢复 相位 信息 的 仪器 利用 了 一 个 光学 分 光 镜 (Bracewell 等 
A, 1985; Bracewell, 1986; Villasenor 和 Bracewell, 1987; Villasenor, 1989) 和 Michelson 干 
涉 仪 .后 来 , 通过 替换 合适 的 微波 元 件 扩 展 了 可 用 的 波长 范围 (Villasenor 和 Bracewell, 
1988) 。 

在 哈 特 利平 面 上 ,相位 信息 包含 在 幅度 信息 中 .事实 上 ,只 要 器 械 调节 合适 ,除了 哈 特 利 变 
换 为 负 时 相位 变 反 , 哈 特 利平 面 是 等 相位 的 ,通过 测量 幅度 或 强度 来 获得 电磁 波 相位 信息 具有 
很 重要 的 技术 意义 ,因为 对 紫外 线 和 Х 射线 ,它们 的 相位 很 重要 但 很 难 测量 ,已 经 有 人 讨论 过 
F X 射线 来 实现 ,但 由 于 技术 上 有 困难 ,所 以 仍 需要 更 进一步 的 研究 。 


快速 哈 特 利 变换 

长 度 为 N 的 实 序列 的 离散 哈 特 利 变换 (DHT) 也 是 一 个 长 度 为 N 的 实 序列 对 变换 后 的 
序列 再 进行 一 次 同样 的 变换 即 可 恢复 原 序列 .由 于 DHT 不 需要 像 传 里 叶 变 换 那样 处 理 实 部 
和 虚 部 ( 传 里 叶 变换 或 者 用 分 开 的 两 个 数组 ,或 者 在 一 个 两 倍 长 的 数组 中 交叉 存 取 , 或 者 用 各 
种 伟 里 叶 变换 实现 中 采用 的 其 它 具 有 创造 性 的 方法 来 处 理 实 部 和 虚 部 ), 所 以 人 们 考虑 将 其 应 
用 于 数值 谱 分 析 以 及 卷 积 当中 。DHT 无 需 考虑 逆 变 换 的 不 同 ,这 也 是 很 有 帮助 的 。 

对 某 些 应 用 来 说 ,DHT 是 一 个 离散 传 里 叶 变换 (DFT) 的 合适 代替 者 .如 果 明 确 要 求 DFT 
的 实 部 或 虚 部 时 ,可 以 直接 由 DHT 的 奇 部 和 偶 部 得 到 ;如 果 要 计算 功率 谱 , 可 以 直接 从 DHT 
求 得 ,而 不 用 像 通常 计算 功率 谱 那 样 首先 计算 DFT 的 实 部 和 虚 部 。 

人 们 已 经 研究 出 一 种 计算 DHT 的 快速 算法 ,与 快速 传 里 叶 变 换 类 似 ,我 们 称 其 为 快速 哈 
特 利 变换 (FHT) 。 在 Bracewell (1986) 中 解释 哈 特 利 变换 时 就 有 一 段 名 为 FHTSUB 的 子 程 
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序 .本 章 末尾 提供 了 一 段 基 为 4 的 代码 .为 了 提高 其 可 读 性 ,这 里 采用 的 是 不 带 有 任何 特有 风 
格 的 伪 码 ,并 能 很 方便 地 将 其 移植 为 任何 通用 的 计算 机 语言 。 

除了 以 上 优点 外 ,FHT 在 下 面 讨论 的 情况 中 也 比 复 的 FFT 算法 效率 高 . 当 仅 处 理 实数 据 
并 且 通 过 省 略 计算 那些 是 其 它 系数 复 共 印 的 系数 来 节省 时 间 时 ,存在 一 个 与 FFT 相关 的 单 向 
程序 .然而 , 当 输入 实 信号 时 ,FFT 的 输出 为 复 信 号 ;对 复 的 输出 求 逆 变换 需要 另 一 个 适合 接 
收复 数据 的 单 向 程序 , 它 通过 不 对 虚 部 进行 计算 来 节省 时 间 。 通 过 比较 ,FHT 是 实数 运算 且 是 
双向 的 ,更 简单 且 更 优美 .没有 一 种 (FFT 的 ) 快速 单 向 程序 能 接受 自己 的 输出 ,后 来 的 研究 参 
见 Guo 等 的 文献 (1998) 。 

自 1984 年 快速 哈 特 利 变换 问世 以 来 ,通过 与 熟悉 的 傅 里 叶 变 换 比 较 , 有 不 少 人 曾 对 其 速 
度 .真实 性 及 可 逆 性 产生 了 怀疑 .然而 出 现 了 数 百 篇 文章 (Olejniczak 和 Heydt, 1994) ,制造 出 
了 芯片 并 应 用 于 商业 仪器 ,并 且 在 实验 室 中 用 微波 和 可 见 光 证 明了 哈 特 利 变换 的 物理 意义 。 有 
人 批评 哈 特 利 变换 不 像 传 里 叶 变 换 是 一 种 自然 的 性 质 ,因为 复数 是 一 种 智力 的 结构 ,所 以 很 难 
对 这 种 批评 进行 辩护 ,然而 工程 应 用 回应 了 这 个 批评 .很 快 这 两 种 变换 就 被 证 明 有 着 密切 的 联 
系 ,两 者 基本 上 完全 等 价 。 


现在 回忆 对 实 函 数 f(r),r = 0,1,… ,NN 一 1, 其 离散 哈 特 利 变换 Но) 定义 为 
Но = N ' 电 roes( 忠 5)， v=0, 1,，…,N 一 1。 
反 变 换 为 
fe) = S Hoas (28), к= 01 N= 1 


整数 r 可 以 看 作 时 间 的 助 记 符 , 而 v/N, 其 中 v < N/2, 表 示 用 单位 时 间 周 期 数 度量 的 频率 。 


快速 算法 

如 果 按照 定义 计算 DHT, 则 运算 时 间 同 DFT 相同 ,它们 对 长 度 为 N 的 数据 序列 都 需要 与 
N? 成 正比 的 时 间 .。 这 是 由 于 每 计算 一 个 v, 要 进行 N 次 乘法 运算 f Ce)cas(2xvr / N) ,总 共 要 计 
算 N 个 y 的 值 . 令 N 取 2 的 P 次 方 , 即 N = 2", 则 同 FFT 一 样 ,运算 次 数 将 被 碱 为 Nlog:N 或 
NP 阶 。 

图 12. 4 的 流程 图 给 出 了 N = 8, P = 3 时 的 一 种 处 理 过 程 . 标 记 为 “置换 ”的 操作 对 数据 
序列 进行 重 排 ,后 面 有 一 节 将 更 深入 地 讨论 置换 操作 .第 i 个 数 被 放 在 第 j 个 位 置 ,其 中 j 可 以 
通过 下 面 的 运算 从 i 中 得 到 : 

R = 1 

y=0 

FORK = 1ТОР 
S = RDIV2 
J=J+J+R-S-S 
R=S 
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置换 的 目的 同 FFT 一 样 , 即 逐 步 把 数据 分 为 两 半 直 到 最 后 得 到 数据 对 。 由 定义 , 当 六 一 2 
时 ， 


ют 1 
{a b} Ftatb a—b} 


这 很 简单 .要 对 所 有 的 两 元 变换 进行 琶 加 ,需要 一 个 分 解 公式 , 它 可 以 用 两 个 半 长 序列 的 DHT 
表示 给 定 序列 的 DHT. 例 如 ,这 个 公式 可 以 用 两 个 交替 的 两 元 序列 {a， b) 和 {a b) 的 
DHT 表示 一 个 四 元 序列 {a， a b, b; ) 的 DHT 变换 .为 了 推导 分 解 公式 ,我 们 需要 两 个 定 
理 : 移 位 定理 和 相似 性 定理 。 移 位 定理 表述 为 ,如 果 f(r) 的 离散 哈 特 利 变 换 为 HO) , 则 


fee a) Heos | 282 хе) нем узт (20), 


DHT 的 相似 性 定理 与 DFT 的 相同 ,可 以 表述 为 如 果 一 个 序列 /(r) 通过 在 每 一 元 素 后 插入 零 
元 素 使 其 长 度 扩展 到 原来 的 两 倍 ,那么 原 DHT 的 元 素 将 被 重复 一 次 .例如 ， 
(1234) 9902,5 —1 —0.5 0}, 
{10203040} кы 一 1 一 0.5 0 2.5 一 1 一 0.5 0}, 


这 两 个 定理 都 可 以 通过 DHT 的 定义 进行 证 明 。 假 设 ,{a а; bi 6. ci с …} 的 DHT 变换 为 
Но ,其 中 序列 及 其 变换 都 有 NATER. H a, 序列 (al b; c, …} 的 DHT 变换 为 fw у"), 
аз 序列 (as b: cz …} 的 DHT 变换 为 {as & у: …} .我 们 有 : 

Но) = DHT[(a, 0 和 0c0… 门 +DHT[to az 0 b: 0 c =) J 
= (а Ву а Ву") + DHT[ (0 1) J * (а bs cz =°) 


= (а B а ВУ + far воз (25 F) Tecos(2 2)... 


= pÚ [286N22 + 5] ricos EL + DJ е. 


+ |o nsin[ N2 =D] p, sin [2N = D]o = 


n sin[ CA 十 D] въ [2800 +3) 1 : 


则 分 解 公式 一 般 表 示 为 


HO) = Н.о) +H, ‚ Gos (2 У) н. N- vsin(4), 


其 中 H, O 和 H., O) 分 别 表示 二 ta B yi a йуз} B Ca Be Va о: B Va 7) AEE 


中 ,我 们 令 移 位 性 质 中 a 一 一 н 12. 4 左边 紧 接 置换 操作 的 前 两 次 操作 中 ,正弦 、 余 弦 因 子 
的 值 只 能 取 0,1 和 一 1. 因 此 流程 图 用 两 种 线形 来 表示 : 实 线 表示 保持 原 值 不 变 ,虚线 对 原 值 取 
反 .在 稍 后 的 步 又 中 ,有 三 分 之 二 的 流程 线 与 正弦 和 余弦 因子 有 关 , 当 然 ,这 些 因子 大 多 仍然 取 
0,1 和 一 1. 对 N = 16 的 情况, 表 12.1 总 结 了 用 流程 图 表示 的 等 式 , 表 中 与 分 级 有 关 的 缩写 C。 
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和 S, 分 别 表示 Sin(2xn/2 ) ,其 中 工 为 所 在 阶段 的 级 数 。 表 12.2 显示 了 当 用 特殊 值 0,1, 一 1 和 


"三 2“ 代替 C, 和 S, 时 ,等 式 是 如 何 被 简化 的 .在 算法 的 最 后 几 步 ,( 图 12.4) 所 有 连接 的 三 分 
之 一 是 交叉 连接 。 包 含 这 些 连 接 的 方 框 用 来 完成 移 位 定理 中 的 НОМ — v) 所 要 求 的 符号 取 反 
( 当 v 二 0 时 ,H(N) 将 被 赋值 为 H(0))。 


f(r) folt) file) fale) NH(v)=f3(7) 


图 12.4 离散 哈 特 利 变换 流程 图 (CN = 8, Р = 3) ;虚线 代表 传输 系数 为 一 1, 实 线 代 表 传 
输 系 数 为 1. 交叉 的 方 框 完成 移 位 定理 所 要 求 的 符号 变 反 功能 


Ж 12. 3 的 一 个 例子 说 明了 有 关 的 步骤 正如 所 看 到 的 那样 ,对 N = 8 的 情况 ,可 以 很 容易 
地 通过 手 算 进行 .为 了 说 明 , 令 给 定 序列 为 fr) = {1 2 3 4 5 6 7 8} .需要 进行 P 一 1 步 的 置换 
操作 .第 一 步 将 数据 分 为 两 个 四 元 序列 {1 3 5 7 ) 和 {2 4 6 8}, 见 图 12.4 第 三 列 , 列 首 为 x。 第 
二 步 将 每 个 四 元 序列 再 分 成 两 个 两 元 序列 ,分 别 为 {1 5} ,{3 7},{2 6} 和 {4 8}. 当 已 = 3 时 ,第 
二 步 也 就 是 置换 的 最 后 一 步 。 

重 排 后 的 序列 for) 为 {1 5 3 7 2 6 4 8) 。 对 每 个 两 元 序列 {a b) 进行 变换 ,这 样 {1 5) 将 变 


为 去 {6 — 4) ,但 我 们 可 以 把 因子 去 放 到 最 后 进行 处 理 .将 这 些 简单 的 二 元 变换 连接 起 来 得 到 


第 一 次 变换 的 结果 fiC) = (6—4 10 一 4 8 一 4 12 一 4)。 由 于 表 12.1 所 呈现 的 简化 性 ,/; Сг) 
的 计算 也 非常 简单 .如 此 16 = 6 十 10, 一 8 = 一 4 一 4, 一 4 = 6 一 10,0 = 一 4 十 4 等 等 .为 了 便 
于 前 后 对 照 , 表 12. 3 中 绘 出 了 图 12. 4 中 的 部 分 流程 线 . 在 最 后 一 步 中 ,f,(r) 的 计算 涉及 圆周 
八 等 分 (x/4 * n) 的 正弦 和 余弦 的 计算 .在 “合并 ”操作 中 ,输入 为 三 组 八 元 序列 组 成 ,输出 为 一 
个 八 元 序列 .其 中 ,输出 的 第 一 个 元 素 是 三 个 输入 组 第 一 个 元 素 的 和 ,其 它 输 出 元 素 也 与 此 类 
似 。 
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“её + aolred + ЮЗ = (STPI кг + ASTOA + (00004 = (SÀI stsrDd + 6104 + (EVD = (6104 (STO) 一 (ro = (61104 
ns(ored + "ЖЕ + (gd = (игу 95091204 + °9(ytU2)4 + (01704 = (GT IUDA -TDA + (0070 = OTD (STO) + (TO = (9704 


8S(ITE + оет) + (ӨЗ = (ET 了 
s(t + 'O(zU6)4 + (ye) = (ъз 


"slered + "veda + (Єз = (IEP)I 
“s(yU8)4 + "AOUE) + (ZE) = (оэ) 
$s(ST'E)4 + *O(é'e)4 + (VE) = (68 
*s(g'ç)4 + *Ə(g'€)4 + (0'e)a = (#%)4 


“9(6'0)4 + “Astea + (Z'e)4 = (29)4 
*s(0Ue)4 + *°O(yte)4 + (9'Е)4 = (9%) 
(14 + 5D(ETE + (ЮЧ = (64 
*s(zU'e)4 + ATE + (Юз = (9)4 


(ETE + ‘irela + (FE) = (EP 
ts(yt'e)4 + HOLE + (СЮЗ = (C'HA 
istered + HEC) + (TE) = (TP 

(gO + °O(g'e)4 + (0) = (OP 


*s(sU2)4 + *O(eU0)4 + (é'2)4 = (gt'e)4 
*s(zU2)4 + 'Ə(zU0)4 + (8Z) 了 = (ZTE) 了 


(erzjd + SGSTZJ 了 + (ITZ) = ©з 
(9Tz)d + нг) + (OTZ)d = (OUE) 了 
1624 + IETZ)d + (624 = (6©4 
es(zTZ) + *O(zU0)4 + (87)d = (©з 


з + HET) + (CI = LE 
IIFA + "APT + (T23 = (FE 
9020) + AST) + (703 = (SE 
?VO + AY + (OZ) = (YE 


*S(s'z)4 + ALDA + (©з = (FE) 
(924 + tO(9'2)4 + (20) = (CE) 
"©з + HST) + (03 = (VO) 
*s(yz)4 + (ZJ 了 + (004 = (0'e)4 


ебет) я + 'Ə(SUUd + (erna = (€rO)4 
*s(YUD4 + OKIDA + (UDA = (2703 


(п) + KDa + (EDI = (з 
ts(oU a + {2001703 + (g#'Ü4 = (0TZ) 
и) + її) + (6703 = (6'2)4 
S(OUD)4 + Xoria + (871) = (#24 


SSUDA + HALEDI + (6103 = (LT 
tsia + HAD + (4 = (@'2)4 
SEDI + 1007103 + (FDI = (60) 
(91) + %09'1)3 + (VD = (YO)4 


ssena + HED + (VDI = (ET 
г + HAD + OD = (zz 
(EDI + 'Ə(€Ú4 + (Va = (TO 
ебет) + HTD + (0103 = (0003 


(erojd – (210) = (g) 
(eroja + (zvod = (21704 


(troa - (ovoda = (109 
(uroda + (ого) = (о1'1)4 
(6'0)4 - @0)4 = (61)4 
(6'0)4 + @0)4 = (#1)4 


woa - (90)4 = (CD 了 
(ио)а + (9'0)4 = (9102 
(sojd – (voa = (SD4 
(S04 + (VO) = (14 


(єФ)з - (20) = (109 
(eoa + (z'oa = (ZDDH 
(то) - (oold = (009 
(t0)4 + (0'0)4 = (01)3 


(604 = (8103 
(Z0)a = (roa 
(rola = (ro) 
(god = (ZION 


(eroa = (їт'04 
о) = (o'0)4 
(604 = (6'04 
(roa = @04 


өто) = (20) 
(90)4 = (9'0)4 
(or'o)a = (04 
(z0)a = (OF 


(ар'о)з = (C0)4 
(ко) = (TO) 
(gold = (1'04 
(010) = (0'0)4 


(eroa 
(Proa 
(eroa 
(roa 


аточ 
ого) 
(604 
(goa 


woa 
(90)4 
(60) 
(voa 


(eoa 
(roa 
(roja 
(00)4 


Інахэт 


FEK 


«= 


#—-% 


БТ 


X%W%WH4S на тог 
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(erda — (61244 + (124 = (SU€)4 
(VLZ)4 — (ora = r'e) 
(srz) + (gU2)42 — (624 = (ELE) 了 

(атга) - (g'2)4 = (ZTE) 了 


(erdd + (STZ)34 一 (IIZ) 了 = (10) 

@ Юз + (or2)4 = (OT'E)4 

(SU2)44 + (gU)42 + (6Z) 了 = (6'E)4 
@г©з + (8Z) 了 = (ge)4 


(ST — (odi + (ED) = (ZE) 
(924 一 (со) = (9€)4 
(Z2)44 - (6044 — (г) = (6) 

(ҝаз – (024 = (YE)4 


(SDH + WOH – (ET = (Є) 
(9')3 + (со) = (ZE)3 
@©з + (©з! + (©з = (VE) 

@ Әз + (02)3 = (0'e)4 


(sUD4 – (erta = (624 
(вре) — UDa = (PIT 
(ск) + (erna = (ETZj 了 
(вез + ria = (zU2)4 


(1\4 - (6103 = (п 
(от1)4 - (8102 = (oU2)4 
(iroa + (6103 = (6Z) 了 
(ovna + (8D = (g2)4 


(203 – (SDI = (203 
(9) – (VD4 = (93 
(DJ + (6103 = (SZ) 了 
(91) + (VT)4 = ('2)4 


(epa — (roa = (O) 
(za – (071) = (ZZ) 了 
(€04 + (1709 = (24 
(ст)з + (0103 = (02 


(сто) – (TO 了 = (SUDI 
(6104 + (LO = (TD 了 
(eT'0)4 ~ (zro) = (ETTD 了 
(er'o)a + (zrod = (Crd 


(rrojd ~ (oU0)4 = (TITTD 了 
(104 + (OT'0)4 = (oU) 
(6'0)4 — (g0)4 = (61)7 
(é'0)4 + (g'0)4 = (#'Ü4 


(Z0)4 — (9'0)4 = (CD 了 
(го) + (90) 了 = (91)4 
(so 了 — @0)4 = (SD4 
(SO)4 + (VO)4 = (4 


(eoa — (Tod = (єї)4 
(є0)4 + (TO = (TDI 
(ro 了 - (00)4 = (TU 了 
(rod + (0'0)4 = (07037 


(sroda = (604 
Wo) = (PIO) 
(ETo)d = (er0) 了 
(ео) = (21'0)4 


(er'o)a = ((U0)4 
(s'o) = (ot'0)4 
(60)4 = (6'04 
(roa = (804 


(pI'0)4 = 04 
(90)3 = (90) 了 
(ог'0)4 = (S0) 了 
(Z0)4 = @04 


(Crojd = (Є0)4 
(@0)4 = (04 
(@'0)4 = (LO)J 
(o'oa = (0'0)4 


(sU0)4 
то) 
(єт'0)4 
@г0)4 


(ITO) 了 
(oro) 
(60)4 
(goa 


(coa 
(90)4 
(s'o)a 
(vo) 


(eoa 
(ZO 
(04 
(0'0)4 


FEK 


#=#% 


4—% 


X78466 IHI ШШШ йш O B +E ST їй 


MOD jH 


WW 
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表 12.3 N=8, P=3 Е FHT HERA 


r fe x ^0) fi fho hO Ho) » 
0 1 1 1 6 16 36 4.5 0 
1 2 3 5 >< 一 4 一 8 -13.6 ”一 1.7 1 
2 3 5 3 10 一 4 一 8 一 ! 2 
3 4 7 7 一 4 0 一 5.6 —0.7 3 
4 5 2 2 8 20 =$ 一 0.5 4 
5 6 4 6 шы 一 8 一 2.4 —0.3 5 
6 7 6 4 12 一 4 0 0 6 
T 8 8 8 一 4 0 5.6 0.7 7 


由 于 在 运算 过 程 中 省 略 了 P 次 去 因子 ,所 以 结果 需要 除 以 8, 这样 得 到 


DHT 
{12345678} {4.5 一 1.7 一 1 一 0.7 一 0.5 一 0.3 0 0.7), 


作为 检验 ,我 们 注意 到 数据 的 和 等 于 DHT 变换 后 第 一 个 元 素 的 8 А. Ноо (1987) 设计 了 另 一 
种 方便 用 VLSI 实现 的 流程 图 。 

如 果 还 想 继续 以 得 到 DFT RO) HXO ,我 们 还 需 进 行 如 下 运算 .DFT HRR КО) 等 于 
DHT 的 偶 部 ,DFT 的 虚 部 XO) 等 于 负 的 DHT 的 奇 部 , 若 要 进一步 求 功率 谱 Z = R + X°, 
我 们 不 必用 复数 量 尺 十 jX 计算 ,可 以 直接 由 下 式 得 到 


z Нор +LHC YT 
2 . 


运行 时 间 
现在 我 们 来 关注 ЕНТ 和 FFT 在 运行 速度 上 的 比较 .运行 时 间 的 比 与 好 几 个 因素 有 关 , 其 

中 包括 所 用 的 编程 语言 及 硬件 设施 等 因素 ;下 面 的 结论 是 在 HP - 85 个 人 电脑 ( 它 可 以 提供 可 
重复 的 运行 时 间 ) 上 得 到 的 经 验 .为 了 对 结果 进行 归 一 化 ,我 们 引入 如 下 的 品质 因数 了 .FFT 的 
核心 运算 是 一 个 复数 乘法 , 它 可 以 用 4 个 实数 乘法 实现 ,虽然 Buneman (1973) 发 明了 一 种 只 
用 三 个 乘法 的 聪明 的 方法 .可 以 用 下 面 的 随机 但 明确 的 命令 确定 4 次 实数 乘法 运算 所 需要 的 
时 间 Т,: 

A = RND; B = RND; C = RND; D = RND 

TO = TIME 

FOR I = 1 TO 1000; R = A*C- Bx D; X = BxC+AxD; NEXT I 

T4 = (TIME - TO)/1000; PRINT T4; END 


那么 ,对 一 个 长 为 N = 27 的 序列 进行 FHT 所 需要 的 时 间 可 以 表示 为 
Tem = TNPT.. 


为 了 更 规范 地 比较 ,我 把 一 段 有 名 的 快速 传 里 叶 变换 程序 移植 到 我 的 计算 机 上 (参见 后 
面 的 章节 )。 当 1 二 P 二 11 时 ,了 的 范围 是 3.1 ~ 5. 8。 如 果 用 快速 哈 特 利 变换 求 傅 里 叶 变 换 , 
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近似 为 1.3。 要 和 其 它 的 程序 进行 比较 ,需要 在 同一 台 机 器 上 且 使 用 相同 的 编程 语言 (包括 汇 
编 语言 ) 进行 实验 .编程 风格 不 同 也 会 导致 实验 结果 不 一 致 , 故 必须 统一 编程 风格 .一 个 有 趣 
的 事实 是 ,T 的 值 和 序列 长 度 N 有 关 , 这 不 仅仅 是 由 内 部 循环 次 数 的 增加 而 导致 的 ,下 面 将 分 
析 这 个 问题 。 


通过 条 纹 图 记 时 

使 用 下 面 给 出 的 程序 来 研究 运行 时 间 与 序列 长 度 N 的 关系 .为 了 使 程序 尽 可 能 清楚 , 采 
用 了 一 些 简化 .例如 ,给 每 一 个 连续 的 阶段 分 配 一 个 单独 的 数组 F(L,D ,其 中 工 是 级 数 或 段 
数 ,1 的 范围 从 0 ~ N 一 1.。 在 迄今 为 止 所 用 的 符号 中 F(L,D 二 f(D), 不 过 ,F(0,7) 首先 用 于 
数据 序列 Со) 然后 又 用 于 置换 序列 Уо Ce) .第 一 和 第 二 阶段 可 以 直接 通过 表 12. 2 的 短 等 式 计 
算 , 不 需要 求助 于 正弦 和 余弦 函数 . 接 下 来 是 一 个 迭代 循环 , 当 每 一 步 计算 完成 时 跳 回 循环 的 
开始 处 。 

通过 改变 N 的 值 , 可 以 观察 了 在 图 12. 5 的 “条 纹 图 ”中 的 变化 情况 .图 中 有 三 种 情况 需要 
注意 ,首先 ,系统 存在 一 些 与 N 关系 不 大 的 额外 开销 , 当 纵 坐标 用 NP 归 一 化 时 ,这 些 额外 开销 将 
迅速 地 趋 近 于 零 ; 第 二 ,有 一 些 预 处 理 操作 ,比如 需要 预先 计算 一 个 周期 内 1/N 的 整数 倍 处 的 正 
弦 \ 余 弦 值 , 它 所 需要 的 时 间 与 N 成 正比 (最 好 是 预先 计算 这 些 因子 ,否则 它们 需要 重复 计算 很 多 
次 ) ,因此 ,在 除 以 NP 以 后 ,预先 计算 量 对 运行 时 间 的 贡献 以 P ' 逐渐 趋 于 零 , 就 像 图 中 标 有 “C& 
5” 条纹 的 垂直 厚度 减 小 一 样 。 第 二 个 例子 是 第 三 步 操作 对 运行 时 间 的 影响 : 随 着 N 的 增 大 ,第 三 
步 操作 所 需要 的 时 间 与 N 成 正比 .因此 ,图 中 标 有 “3” 的 线 也 以 P 的 速度 衰减 .但 是 ,这 种 条 纹 
的 数量 随 着 P 的 增 大 而 增 大 。 加 粗 实 线 内 的 区 域 保持 近似 恒定 的 垂直 厚度 。 


1024x1024 


а 
x x 
z 


4 $ $ 10 P=log N 20 


图 12.5 条 纹 图 显示 了 下 面 的 FHT 程序 的 品质 因数 了 随 P 的 变化 情况 (上 面 的 
粗 线 ) 以 及 额外 开销 ,插值 ,2 的 守 . 正 弦 . 余 弦 的 预计 算 , 置 换 和 各 种 有 
限 步 又 的 贡献 .最 上 面条 纹 为 计算 离散 传 里 叶 变换 的 实 部 和 虚 部 时 所 
需 的 额外 时 间 .左边 的 纵 坐 标 为 运行 时 间 除 以 NP, 它 对 作者 的 个 人 计 
算 机 来 说 是 精确 的 。 
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第 三 个 需要 注意 的 是 序列 置换 的 贡献 .序列 置换 需要 对 N 个 数据 重 排 , 且 要 重复 P 次 , 因 
此 ,所 用 的 时 间 正 比 于 NP ,所 有 表示 置换 的 条 纹 不 会 衰减 到 零 .因此 ,任何 改进 置换 操作 的 努 
力 都 是 有 意义 的 .简单 地 用 0. 5 * J 代替 J/2, 或 者 用 了 十 了 代替 2 * 了 最 终 都 会 有 明显 的 改善 。 

我 们 合并 了 算法 的 第 一 步 和 第 二 步 以 达到 条 纹 图 的 目的 (计时 )。 显 然 , 标 有 “1&2” 的 条 
纹 和 标 有 “3” 的 条 纹 几 乎 具有 同样 的 宽度 .第 一 步 和 第 二 步 是 用 相似 的 公式 计算 的 ,而 第 三 步 
具有 可 以 用 计时 来 量化 的 速度 损失 并 比较 显著 这 就 是 使 用 表 12. 2 中 的 短 等 式 的 正当 理由 。 
进一步 地 延迟 迭代 可 以 获得 更 大 的 (但 逐渐 缩小 的 ) 增益 。 

如 果 最 后 一 步 采用 DFT 变换 ,就 要 在 上 面 加 上 一 个 最 终 可 以 忽略 的 第 二 种 情况 下 的 罕 训 
减 带 。 

条 纹 图 中 用 粗 线 显示 的 区 域 是 非 衰减 的 区 域 ,其 厚度 为 0. 038s。 这 意味 着 , 当 P AFEN 
大 时 ,运行 时 间 将 趋 近 于 0. 038NP .在 P = 10 附近 ,运行 时 间 大 约 比 这 个 时 间 要 多 三 分 之 一 。 
通过 特殊 的 窍门 ,我 们 希望 能 减 小 这 三 分 之 一 的 时 间 ,。 其 最 宽 的 分 量 来 自 于 为 内 嵌 正 弦 和 余弦 
函数 所 做 的 预 建 表 的 操作 ,事实 上 ,通过 Buneman(1986) 提出 的 算法 可 以 减 小 这 部 分 时 间 , 否 
则 ,如 他 所 说 ,就 需要 重复 运行 或 者 引入 专用 的 硬件 来 完全 消除 它 。 这 种 方法 忽略 了 额外 开销 
和 预先 计算 2 的 短 次 的 时 间 ,还 忽略 了 读 取 和 加 载 数据 的 时 间 ,置换 操作 也 尽 可 能 接近 理想 的 
极限 。 


矩阵 公式 
把 表 12. 1 中 的 等 式 用 矩阵 表示 ,可 以 得 到 另外 的 一 种 简明 的 哈 特 利 变 换 形式 。 即 ， 
H = N 'L.L,L,L. Pf , 


HP N THIERS MH 分 别 表示 数据 f (т) 及 其 哈 特 利 变换 НО) P HERE L, 为 矩阵 
算 子 , 它 把 操作 数列 矩阵 转换 为 第 ;级 的 列 和 矩阵。 本 例 中 ,N = 16,P 一 4,i 从 1 一 4。 同 样 ,后 面 
的 转换 成 离散 傅 里 时 变换 FO) 的 步骤 也 可 以 用 ( 复 ) 矩阵 乘法 来 表示 : 


Е = ФН. 
ӨЗ E 8093 8 ЖЫП ЯП ЭИС ВО — ТВО ЖЕК: 
F = N '@L,L=-, L Pf, 


和 矩阵 算 子 N OL, Leil Pf 是 DFT S: BE 3 + W 的 一 种 新 的 因 式 分 解 形式 ,其 中 ,F = Wf, 
W = exp(— i2x/N) 且 


wa Wisa WD 
‹м-э‹м-з› N-D? CNL2N-D 

А Lá W. 

waooo yono WD 
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HR 12.1 可 以 直接 得 到 各 个 因子 如 下 : 


1 
1 
1 
1 


P= 1 
1 
1 
1 
T 
1 
1 
1 
11 
-1 
1 1 
1-4 
11 
1-1 
11 
ч 1-1 
š 11 
1-1 
11 
tä 
11 
1-1 
11 
1-1 
11 
ri 
1 本 
1 a 
1779 
11 
1 1 
1 - 
1з = + 
? 11 
1 51 
коза 
y тїї 
1 1 
1 1 
1 -1 
过 


在 上 述 公式 中 ,C, 和 S, 分 别 为 与 级 数 有 关 的 中 SC2xn/2") 的 缩写 形式 , 且 K, = C, +S. 
矩阵 表示 法 提供 了 一 种 观察 快速 哈 特 利 变换 的 不 同方 法 。 例 如, 志 , 中 45" 方 向 上 的 元 素 为 


252 


傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


下 标 反 向 的 正弦 因子 ,L, 和 LL; 根本 没有 这 样 的 元 素 .我 们 还 注意 到 ,L fü L, 只 有 2N 个 非 零 元 
素 ,而 更 高 层 的 因子 在 极限 情况 下 具有 3N 个 非 零 元 素 .考虑 到 存 取 三 角 函数 值 的 时 间 ,我 们 


就 可 以 完全 理解 图 12. 2 的 经 验 计时 结果 。 
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卷 积 

在 大 量 的 图 像 处 理应 用 中 ,进行 卷 积 的 两 个 函数 中 有 一 个 是 对 称 的 。 因 为 可 以 将 图 像 信 号 
连续 地 延展 为 一 维 信号 (就 像 电 视 波 形 那样 ) ,使 得 对 一 个 图 形 的 二 维 卷 积 可 以 简化 为 一 维 的 
卷 积 ,所 以 这 里 用 一 维 的 情况 讨论 足够 了 .一 个 无 特殊 对 称 的 函数 / (т) 与 一 个 偶 对 称 的 函数 
f: Cr) 卷 积 ,DHT 的 卷 积 定理 可 以 表述 为 


DHT 
Fi) ж fa H, OH: w). 


也 就 是 说 ,这 种 形式 的 卷 积 的 DHT 是 两 个 函数 各 自 的 哈 特 利 变换 的 乘积 .因此 ,在 进行 卷 积 
时 ,我 们 分 别 求 两 个 函数 的 DHT, 再 把 它们 逐 项 相 乘 , 然 后 再 取 DHT。 这 一 过 程 比 先 取 两 个 函 
数 的 DFT, 再 进行 复数 相 乘 , 最 后 再 取道 的 过 程 更 好 ,因为 一 个 复数 乘法 (a 十 jb)(a 十 jd) = ac 
一 bd 十 j(ad + bc) 需要 四 次 实数 乘法 。 

对 f, C) 非 对 称 的 一 般 情 况 , 卷 积 定理 还 有 一 项 。 令 Ho) = Hao) + Н.о), Ж 
Ноо 和 Ha O) 分 别 为 Н.О) 的 偶 部 和 奇 部 。( 若 fa Сс) 是 偶 对 称 的 , 则 Н.О) 的 奇 部 Ha O) 
为 零 。) 一 般 的 卷 积 定理 如 下 : 


онт 
Дх) ж fi (r) 4 Н, O) Ha 0) + НС) На, о). 


从 DFT 的 卷 积 定理 可 以 立即 推出 这 个 定理 。 

如 果 用 变换 的 方法 进行 卷 积 ,那么 置换 阶段 所 用 的 时 间 就 可 以 忽略 ,这 是 因为 两 个 因子 在 
变换 域 中 的 失 序 是 一 致 的 .如 果 采 用 下 一 节 的 快速 置换 而 不 是 显 式 对 位 取 反 ,这 种 加 速 ( 不 用 
置换 ) 就 碱 小 了 。 对 使 用 内 置 (built-in) 变换 或 基于 变换 的 卷 积 子 程序 的 用 户 ,他 们 更 看 重 方便 
而 不 是 效率 ,这 种 改进 没有 多 少 实际 意义 。 

щ /10 与 О 的 长 度 不 相等 但 可 比较 时 ,为 了 用 变换 进行 卷 积 , 可 以 对 其 中 的 短 序列 补 
零 . 然 而 ,在 对 宛 长 的 数据 Л О 进行 数字 滤波 时 ,滤波 器 序列 f, O 通常 比 数据 序列 短 很 多 ,在 
这 种 情况 下 ,推荐 用 计算 机 直接 进行 卷 积 (参见 第 3 ж). 


置换 

给 定 一 个 八 元 序列 /(i) ,下 标 i 取 0,…，,7. 经 置换 操作 重 排 后 顺序 为 /(0),f(4)，,f(2)， 
fe), га), 65), 703) 7С) а 写 为 二 进 制 形式 i,, 我 们 可 以 看 出 对 i RAET) 
再 换 成 十 进 制 形式 即 为 置换 下 标 j。 


Press 等 (1990) 很 好 地 描述 了 这 一 步 是 如 何 实现 的 .置换 ,也 称 为 位 取 反 、 扰 乱 ,或 者 混 
组 ,一般 是 通过 重复 地 除 以 2 取 整 来 实现 ,然而 回顾 过 去 ,这 种 对 二 进 制 序列 的 反 向 排列 在 实 
际 中 显得 “很 自然 ”。 对 伟 里 叶 变换 来 说 ,置换 操作 占用 了 执行 时 间 的 一 大 部 分 ,如 图 12.6 的 
经 典 时 间 测 定 图 .在 上 述 例子 中 ,一 半 的 下 标 , 即 0, 2, 5, 和 7, 在 置换 后 位 置 保持 不 变 ,这 是 因 
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表 12.4 ”快速 哈 特 利 变换 的 伪 码 程序 段 LN 为 4 的 整数 次 方 ) 


T4 = ?IT+2) -It+3) 
PI) = Tl + 73 
FG(I+1) = H - 3 

E(I + 2) = T2 + 4 
?7(I+3) = 2 - 4 


= PF(L2) * C1 + F(L6) * 51 
= F(L3) н C2 + F(L7) * 82 
= PCIA) + C3 + F(L8) * 53 
= PC(L6) * СІ - #(12) * S1 
= (Л) » C2 - F(L3) » 52 


FAST HARTLEY TRANSFORM ТО RADIX 4 T2 = FG + ЕЗ) > R 
SUB “FHTradix4” (F(),P) ТЗ = P(J + 85) 
x= {Р T4 = FG + ET) * R 
N= н/4 FCI + El) = T+ T2 + 73 
R = SQR(2) FG + ЕЗ) = Tl - T3 + 4 
Permute to radix 4 FO + ES) = Ti- T2 + T3 
3=1 FO- E) = T1 - T3 - 74 
1=0 FORK = 1 ТО ЕІ - 1 
а: І= 1+1 Ll=J+K 
IFI>=J THEN 0070 b L2 = L1 + E2 
T= FG - 1) L3 = LI + 84 
2-1) = 1-1) 14 = Ш +86 
11-1) = T 15 = Ј+ ю-к 
b: K = м L6 = L5 + E2 
crIF3*K>= THN GOTO d LI = L5 + B4 
J=J-3*+K 18 = 15 + B6 
K = к/4 M = рік К/А 
9070 с Юз = м+м 
di = 75+ 
ІР I<N-1 THN 9070 a АЗ = А1+А2 
Get рт C1 = COS(A1) 
Stage 1 51 = SIAL) 
РОКІ = 0 TO NH-1 Sm 4 C2 = COS(A2) 
m= (D + (I+ 1) 52 = SIN(A2) 
тз к) - CI+ 1) єз = C0S(A3) 
тз = PL+2) + FI+ 3) 53 = SIN(A3) 
тз 
т 
т 
тз 
тэ 
NEXT І то = P(L8) + C3 - PCIA) * S3 
Stages 2 to P тї = 15) - T9 
FORL = 2 TOP T2 = F(L5) + 79 
Bi = 2(L+L- 3) тз =- T8 - T0 
E2 = Е + El M = 75-7 
ЕЗ = 了 2 + Rl кїз) = ті + 
и = Е + Е Рё) = Т2 + 73 
ES = Е + ЕІ рал) = т - 74 
R6 = Е5 + El раз) = 72-173 
ЕТ = Еб + El ті = (ы) + 76 
E8 = Е7 + El T2 = F(L1) - 16 
FORJ = O TON - 1 STEP ЕВ тз = T8- T0 
тї = РЈ) + PCI + R2) м = 中 + 下 
T2 = PCI) - FI + R2) кы) = т +74 
T3 = POJ + EA) + FCI + E6) 002) = f2 + 73 
T4 = CI + BA) - FCI + 86) каз) = т - 4 
Danen KIA) = Т2 - 73 
FG + Е) = T - 13 NEXT K 
FCJ + 84) = Т2 + 74 NEXT Ј 
FG + B6) = T2 - T4 NEXT L 


тї = F(J + El) SUBEND 
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为 它们 的 二 进 制 表示 是 对 称 的 ,通过 观察 可 知 , 跳 过 它们 可 以 节省 许多 时 间 . 为 了 寻求 进一步 
的 简化 ,笔者 绘制 了 j 对 i 的 散 点 图 ,而 且 发 现 所 有 的 图 分 解 为 两 种 基本 的 单元 (图 12.6). 


Z. Z= 


图 12.6 重 排 的 散 点 图 ,N = 4,8,16,… 时 的 下 标 j 对 下 标 i 的 散 点 
图 ,该 图 说 明 每 一 幅 图 都 像 一 个 由 包含 一 个 风筝 CN = 4) 或 
包含 一 个 青蛙 (N = 8) 复制 单元 形成 的 晶体 
第 一 种 基本 单元 要 求 通过 交换 下 标 对 ,1 一 2 进行 四 元 置换 ;而 第 二 种 基本 单元 涉及 上 面 
列表 的 八 元 的 例子 , 它 要 求 交换 两 对 1 一 4 和 3=6.。 在 所 有 的 单元 上 简单 重复 这 些 普通 的 交换 ， 
除 移 位 外 无 需 其它 操 作 。 如 需 程序 参见 Bracewell (1986) ,其 它 的 研究 方法 的 文章 参见 Evans 
(1987) 和 Walker (1990) 。 


快速 哈 特 利 变换 子 程序 

随 着 CPU 速度 的 逐年 提高 ,程序 在 速度 上 的 小 改善 所 带 来 的 好 处 就 减 小 了 .但 当 效率 比 
较 重要 时 ,可 以 推荐 一 种 底数 为 4 的 算法 , 它 可 以 将 运行 时 间 缩 短 25% 左右 .将 数据 长 度 限制 
5 4@Ж(16, 64, 256, 1 024, 4 096,…) ,如 果 需 要 的 话 可 以 给 数据 补 零 .下 列 伪 码 出 现在 
Bracewell (1995) 中 ,并 在 美国 物理 学 会 的 许可 下 出 版 。 

通过 把 底数 为 2 的 算法 与 底数 为 4 的 算法 结合 的 方法 ,可 以 获得 速度 的 提高 (Pei 和 Wu, 
1986;Bracewell, 1987). 对 很 长 的 数据 , 人 们 考虑 使 用 矢量 险 特 利 变换 的 并 行 处 理 算法 
(Villasenor 和 Bracewell, 1989) 并 且 发 现 与 相应 的 多 处 理 器 上 求 FFT 的 过 程 比较 ,并 行 哈 特 
利 算法 更 有 吸引 力 。 

本 书 中 其 它 地 方 出 现 的 短 代 码 段 是 为 了 说 明 原理 ,但 这 个 子 程序 是 作为 谱 分 析 的 工具 介 
绍 的 ,为 了 方便 读者 理解 , 伪 码 表达 写 在 左边 而 例子 写 在 右边 。 


FOR K = 0TON- 1 STEP 4 FORK = 1.4.Н 
NEXT K NEXT or ENDFOR or END 
K<N (K .LT. N) 


由 于 编译 器 会 把 结果 隐 含 的 转移 代码 (例如 上 面 例子 中 第 二 行 ) 变 成 类 似 于 高 级 GOTO 
的 转移 指令 ,所 以 当时 间 比 较 重要 时 ,围绕 GOTO 语 句 转圈 看 起 来 很 不 经 济 .C,FORTRAN 以 
及 PASCAL 语 言 中 有 GOTO 语 句 ,但 MATLAB 中 没有 .然而 ,对 于 一 个 下 标 从 1 ~ NN 的 序列 
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РО , 伪 码 子 程序 中 的 置换 眉 中 的 GOTO 语句 可 以 用 下 面 的 方法 去 除 (程序 由 John Е. Baron 
提供 )。 
з= 
1= 0; 
while (1 < N - 1), 
1=1+1 
if (I < J), 
T = FJ); 
F(J) = F(1); 
Е(1) = T; 
end; 
K = М4; 
while (3 + K < J), 
J=J-3*K; 
K = К/4; 
end; 
J=I+K; 
end; 


为 了 更 快 的 操作 ,可 以 把 伪 码 程序 重 写 为 C 语言 或 汇编 语言 的 程序 。 若 要 立即 得 到 哈 特 
利 变换 ,可 以 使 用 已 有 的 FET 包 ,只 用 所 得 复数 值 的 一 半 , 从 实 部 中 减 去 虚 部 就 可 以 得 到 哈 特 
利 变换 。 
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习题 
1. 求 以 下 各 序列 的 离散 哈 特 利 变换 :{1 2},{1 2 3 4},(12345678}。 
2. (a) 从 上 题 的 结果 中 ,推测 序列 {1 2 3 … 2") 的 ОНТ 变换 零 元 素 出 现 的 位 置 
(b) 验证 P = 4 时 ,推论 是 否 正确 ， 
(c) 用 代数 方法 证 明 序列 {1 2 3 … 2") 的 DHT 变换 中 总 有 一 项 为 零 。 
з. 求 以 下 各 序列 的 离散 哈 特 利 变换 :{2 1},(432 1},{87654321)。 
4. (а) 利用 (8 7 6 5 4 321) 的 DHT 求 其 DFT; 
(b) 通过 {8 7 6 5 4 3 2 1) 的 DHT 直接 求 其 功率 谱 。 
5. 求 序列 {2 3 456781) 和 {34567812) 的 DHT。 
6. (а) 利用 {3 4567812) 的 DHT 求 其 DFT; 
(b) 通过 {3 4 5 6 7 8 1 2) 的 DHT 直接 求 其 功率 谱 。 
7. 求 序列 {7 6543218) 和 {65432187) 的 DHT。 
8. 求 序列 (1234123412341234} 的 DHT。 
9. (a) 求 序列 {12121212) 和 {11211211}) 的 DHT; 
(b) 解释 峰值 落 在 所 处 位 置 的 原因 。 
10. (а) 求 序列 {一 2 2 一 2 2 一 2 2 一 2 2) 的 DHT 并 解释 其 结构 ; 
(b) 求 该 序列 的 功率 谱 并 分 析 其 结构 。 


11. Cas 函数 的 新 应 用 在 极 坐标 上 绘制 函数 -一 | cas{bmod Fa) J ооа. 
I. 镇 环 变换 证明 ,连续 进行 四 次 傅 里 叶 变 换 ,可 以 恢复 初始 信号 ;而 连续 进行 两 次 哈 
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特 利 变换 , 即 可 恢复 初始 信号 。 

13. 离散 余弦 变换 ЖМ = 8, 对 DCT1 和 DCT2 两 种 离散 变换 ,作出 当 "= 0, 1, 2, 3 以 
及 "= 7 时 基 函 数 对 r 的 图 形 , 选 择 一 对 基 函 数 ,检验 它们 乘积 的 和 是 否 为 零 。 

14. 插 零 ” 求 以 下 序列 的 DFT, 并 指出 它们 之 间 所 有 值得 注意 的 相互 关系 ,42718 2818 
0000 0000},{0000 2718 2818 0000},{2000 0000 0818 2817}. 

15. 整数 数据 。 在 什么 情况 下 ,一 个 由 8 个 整数 组 成 的 序列 ,其 DHT 变换 也 是 整数 ? 

16, 二 项 式 序列 。 解释 以 下 序列 的 DHT 变换 。 

{172135 352171},{3535217 11721),118285670 56 2881),170 56 28 
8 1182856), 

17. 随机 二 进 制 数据 ”一 个 序列 由 NN 个 随机 选择 的 1 或 一 1 组 成 .(a)H(0) 和 HCN/2) 的 
期 望 值 是 多 少 ?(b) 如 果 用 大 量 这 样 的 序列 进行 计算 , 问 H(0) 的 标准 差 应 为 多 少 ? 

18. 离散 变换 的 精度 ”通过 比较 序列 {8765 4321 0000 0000 0123 4567) 
ОНТ 和 (8/3)sinc:(vw/3) 的 24 个 等 间隔 的 值 , 获 得 一 些 数值 变换 的 直观 认识 。 

19. 两 个 角度 的 和 证 明 cas(A 十 B) = casAcasB + cas'AsinB, 

20. 微分 定理 MEVO 的 哈 特 利 变换 为 HIWA У С 的 哈 特 利 变换 是 什么 ? 

21. 哈 特 利 强度 一 个 移 位 的 冲 激 信号 83(zx 一 a,y 一 5) 的 哈 特 利 强度 为 [LH(u,v) 了 , 它 由 
从 WNW( 北 ,西北 ) 到 SSE( 南 ,东南 ) 的 平行 边缘 组 成 . 离 原 点 最 近 的 边缘 峰值 在 第 一 象限 且 
边缘 的 周期 为 d, 求 初始 冲 激 的 确切 位 置 (a,5)。 

22. 复 哈 特 利平 面 ”证 明 实 轴 为 HO) , 虚 轴 为 H v) 复 平面 与 复 的 传 里 叶 变 换 的 坐标 
旋转 一 45" 并 扩大 V2 倍 有 关 。 即 


НО) +iH(—v) = (Fwa БЕ.) Хуе", 


23. 传 里 叶 相 位 。 证 明 伟 里 叶 变 换 的 相位 二 агстап F imay /F mat) 可 直接 由 哈 特 利 变换 得 
到 ,根本 不 需要 涉及 复 的 储 里 叶 变 换 .$ = arctan[LH( 一 v)/H(v)] 一 x/4。 
24. 仿 射 定理 。 二 维 仿 射 变换 (Bracewell,1993) 可 以 表述 为 ,车 fay) D Huv) W 


2 — Н(а,8)со50 — НС а, — D)sin0 
flar + Ву + сах +ey + Р D агъа | 


ао „_ —bu +a , 26е — bf) /u + (af —cd)/u] 
其中 上 = enbat necid 0 ae ва š 


很 多 哈 特 利 变换 的 定理 都 是 它 的 特例 .证 明 旋转 定理 是 仿 射 定理 的 特例 。 
” “2s. 利用 DCT 进 行 卷 积 Hubert Smith( 医 学 博士) 和 Dy Jones( 科 学 硕士 ) 是 一 家 小 型 医 
学 仪器 公司 的 程序 员 。Smith 说 :“ 我 想 用 DCT 进 行 卷 积 ,但 是 我 太 忙 , 不 能 推导 公式 .我 知道 着 
积 的 DCT 为 各 函数 DCT 乘积 的 K 倍 , ВАА 3 2 1) 的 DCT 为 {5.0000 2.2304 0 0. 
1585) ,序列 {2 3 5 7) 的 DCT 为 {8.5000 一 3.8076 0.5000 一 0.0464}。 你 认为 我 能 得 到 K 的 
值 吗 ?” 

Jones 说 :“ 为 什么 你 不 用 序列 {1 2 3 4 0 0 0) 和 {2 3 5 7 0 0 0) 进行 运算 ,这样 不 就 能 避免 
ж T щт” 通过 上 面 两 种 方法 得 到 的 K 值 分 别 为 多 少 ?你 对 他 们 有 什么 建议 ? 
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26. DCT 的 数值 检验 ”离散 哈 特 利 变换 可 以 通过 验证 HO 是 否 等 于 序列 均值 (或 直流 ) 
进行 数值 检验 . 反 过 来 ,其 反 变换 的 数值 检验 可 以 通过 检查 (O 是 否 等 于 DHT 值 的 和 来 达 
到 。 若 考虑 复数 的 情况 ,DFT 也 有 相同 的 性 质 。 在 对 其 它 离散 变换 进行 数值 检验 时 ,我们 发 现 
序列 {1 2 3 4} 的 DCT2 为 {1.77 一 0.79 0 一 0.06},"F(0) 既 不 等 于 f(r) 各 元 素 的 和 ,也 不 
等 于 其 均值 . 求 检验 "F(0) 的 表达 式 ? 反 过 来 ,利用 "F(v) 的 何 种 属性 可 以 检验 700)? 

注意 序列 f(r) = {1 2 3 4} 0 ОСТІ 为 !F.(v) = (4.03 2.14 0.85 一 0.65}, 求 检验 
fe) Е, О) 首 元 素 的 表达 式 。 


# 13+ 
傅 里 叶 变 换 的 近亲 


许多 常用 的 线性 变换 都 和 传 里 叶 变 换 或 拉 普 拉 斯 变换 有 直接 联系 ,这 些 紧密 的 关系 包括 
把 傅 里 叶 变换 推广 到 二 维 或 更 高 维 , 在 对 称 情况 下 多 维 傅 里 叶 变 换 退 化 成 零 阶 或 高 阶 的 汉 克 
尔 (Hankel) 变换 。 拉 普 拉 斯 变换 的 早期 研究 阐明 了 梅林 (Mellin) 变换 ,梅林 变换 也 是 构建 傅 
里 叶 内 核 函 数 基本 理论 的 工具 。 希 尔 伯 特 变换 通过 傅 里 叶 变换 加 以 研究 时 ,其 简化 形式 给 人 留 
下 特别 深刻 的 印象 .最 后 是 Abel 变换 , 传 里 叶 变 换 和 汉 克 尔 变换 之 间 有 着 内 在 的 关系 , 即 对 一 
个 函数 相继 使 用 这 些 变 换 可 以 重新 生成 原来 的 函数 。 

Erdelyi 等 (1954) 在 两 本 书 中 把 所 有 这 些 变换 制 成 了 表格 .Radon 变换 (Deans，1983) 可 
以 看 作 是 Abel 变换 去 掉 圆周 对 称 后 的 推广 .Abel-Fourier-Hankel 循环 变换 可 以 推广 为 投影 - 
切片 定理 或 者 Radon 逆 变 换 ,投影 -切片 定理 是 从 投影 中 进行 重 构 的 重要 的 思考 工具 。 


二 维 傅 里 时 变换 

变量 z 代表 一 些 诸如 时 间或 频率 的 物理 量 , 它 本 质 上 是 一 维 的 ,或 者 它 可 以 等 同 于 一 个 一 
维 物理 系统 ,如 一 条 拉 长 的 弦 或 电力 传输 线 。 然 而 在 二 维 情况 下 一 一 如 天 线 和 天 线 阵 .透镜 和 
往 射 光栅 .电视 屏幕 上 的 图 像 等 等 一 一 就 需要 使 用 更 一 般 的 公式 。 

一 个 二 维 函数 f(x,y) 有 一 个 二 维 的 变换 F(u,v) ,它们 之 间 存 在 如 下 关系 : 


ч fo 
Еси,» = | f Jry)e 9 drdy 


fe, = |” Fever dudu 


这 些 等 式 说 明 二 维 函 数 f(z,y) 可 以 分 解 为 形 如 exp[i2x(ur + uy) ] 的 分 量 由 于 任何 这 
种 分 量 都 能 分 为 正弦 部 分 和 余弦 部 分 ,我 们 可 以 从 考虑 一 个 余弦 分 量 cos[ 2x(ur + uy) J 来 开 
始 我 们 的 研究 。 

作为 一 个 二 维 函 数 的 例子 ,考虑 在 地 理 点 (z,y) 处 的 地 面 高 度 ,例如 山脉 所 在 的 区 域 通常 
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用 图 13. 1 中 的 等 高 线 来 表示 .函数 cos[2x(ur + uy)] 代表 一 个 余弦 裙 皱 面 ,其 等 高 线 与 方程 
为 ur 十 vy = 常数 的 直线 重合 。 袜 皱 面 的 方向 和 工 轴 的 夹 角 为 arctan(z/u) ,它们 的 波长 为 (ws 
+w) 十。 如 果 通过 褐 皱 在 z 轴 方 向 做 一 个 截面 ,截面 将 会 以 每 单位 x 上 v 个 周期 的 频率 波动 。 
相似 地 ,v 可 以 解释 为 在 y 方向 上 每 单位 y 的 周期 数 。 

图 13. 1 中 显示 了 山脉 的 主要 傅 里 叶 分 量 . 在 变换 域 中 复 分 量 用 ww 平面 上 的 点 (wyv) 处 的 
波长 和 方向 以 及 幅度 Furv) 来 表示 .为 了 强调 u Fa o 作为 空间 频率 这 一 解释 ,我 们 相应 选 定 
u! 和 来 分 别 表示 截面 在 x 方向 和 y 方向 上 的 波长 ( 见 图 13. 1) .上 文 给 出 的 第 二 个 傅 里 叶 
变换 关系 表明 ,对 一 些 具有 恰当 波长 和 方向 的 袜 皱 取 合适 的 幅度 后 求 和 ,就 能 重 构 出 原来 的 山 
脉 , 正 弦 分 量 也 必须 包括 进来 , 它 考 虑 到 了 福 皱 有 时 必须 被 放 和 合适 的 空间 相位 这 种 可 能 性 。 


图 13.1 山脉 ( 左 图 ) 和 它 的 主要 伟 里 叶 分 量 ( 右 图 ) 


二 维 卷 积 
С Гоу) 和 g(x,y) 的 卷 积 积分 定义 为 
f. а оваа уату. 
这 样 ,通过 对 z 和 y 反 号 使 其 中 的 一 个 函数 关于 原点 旋转 180 度 ,然后 移 位 ,再 与 男 一 个 函数 相 
乘 ,最 后 对 乘积 进行 积分 就 获得 了 卷 积 积分 在 特定 位 移 处 的 值 。 
除了 不 用 反 号 以 外 ,二 维 自 相关 函数 用 相同 的 方法 定义 ;这 样 
few = | [Í rezaspa dady. 
能 够 领会 将 一 个 给 定 函 数 表示 为 卷 积 的 方法 常常 会 很 方便 。 例 如 ,二 维 函 数 


1 
ae ЖЕЛЕ ЕЕ 
0 其 他 
可 以 表示 为 乘积 或 者 卷 积 的 形式 
y) = ПО) ПС) = [H G)8(y)] * П OA]. 


图 13.2 说 明了 这 两 种 可 能 性 。 
有 关 一 维 传 里 叶 变换 的 定理 可 以 很 容易 地 推广 到 二 维 ,如 表 13.1 所 示 。 
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ШО. nG) 21(zx,y) 
y x Ч 
y y 
x Е 
> 
P > 
n(z)8() йб). 212.5) 
> 
› › 
z z 
图 13.2 ”二 维 函数 表示 为 乘积 和 卷 积 
表 13.1 二 维 傅 里 叶 变 换 的 定理 
定理 fer,y) F(u,u) 
相似 性 flax by) 
R mn fy) + g(z,y) F(u,u) + G(u,u) 
移 位 f(z—ary—b) Et Еси, 
调制 Fryy)cosar {Fut + Еи 20) 
卷 积 fixy) ж glay) F(u,u)G(u,u) 
自 相关 Syp ж fary) | F(u,o) |? 
瑞 利 JEJE тло tasa = |” f7 1 Peno ldudv 
能 量 [ео сову = [FOG Gowdudy 
М 
HER AA | fü, = У Dan ДФ Fano = У) Уа (Си – то 1 
+ 
微分 QG, (2xiu)"(2wiu)"F(u,u) 


fe, = Гу) 
ge = f(z) 
fan = Расо) 
Braw = f(y) 


aa e» = Ру) 


Кз 
DAEA 


GF ay 


)f(z,y) 


2xiuF (u,v) 
2xivF (u,v) 
= 4rw F(u, u) 
— 4 Flu) 
= 4muuF(u,u) 


= 4я* (и? +)F(u,o) 
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续 表 13.1 
定理 Fay) Еси, 
定 积分 | 三 rzvydrdy = Foo 
二 р = ` 
BE TF(r,y)dzdy = mF O 
(rcos0 + ysin0) f(x,y)drdy =— Эр сочЕ". (0,0) + sin0F”,(0,0)] 
k = _F.(0,0) _ _Е',00,0) 
яо € = CFO, ©» = CFO, 
=E “тї ут, уйду = F'n (0,0)/ — 4° 
Í” yfe,yydrdy = F'n 000007 — 4 
+ р 
G + y) fer, y)drdy =— ЙЕ -‹0,0› +Е„(0,0)] 
“rnardy 
等 效 宽度 J je = 9:0 
bi Г] ‚ Еси, диво 
有 限 差 分 * A,f(r,y) i2sinruF (u,v) 
Абу) 一 4sinrusinxuF (u,v) 
Д, f(r,y) = A(sinxu)! F(u,u) 
mara EIGI e, absincausincbuF (u,v) 
可 分 离 乘 积 — f(x)g(y) F(u)G(%) 
十 表 中 的 有 限 差 分 定义 如 下 : 


М/С,» = fatty -fa 


1 1 1 1 1 1 1 
Anfa = fat gyt pT f(z — z+ z f(iz+ rm p tfa- 2' 


=b 
y) 


дону) = flatly) —2f(z,y) + f(r— 1,5). 
二 维 变换 中 存在 的 一 些 定理 如 下 。 


旋转 定理 如 果 Стоу) 在 (+,y) 平面 上 旋转 一 个 角度 ,那么 其 变换 在 (u,v) 平面 上 也 旋 
转 同样 的 角度 ,在 此 意义 下 ,f(xcos0 一 ysin0, rsin0 十 ycosb) 的 二 维 傅 里 叶 变换 为 


下 (xcosb — vsing，xsing 十 vcosb) 。 


简单 剪 切 定理 WMR f(z,y) 进行 前 切 ,其 变换 将 在 正 交 方向 上 受到 相同 程度 的 剪 切 。 即 
f(z 十 by,y) 的 二 维 传 里 叶 变 换 是 F(u,u — bu). 
仿 射 定理 。 对 f(x,y) 在 其 坐标 平面 上 进行 仿 射 变换 , 变 为 f(ar + by + c, dz + ey + 
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们 (Bracewell 等 ,1993; Bracewell, 1994) ,那么 其 二 维 傅 里 叶 变换 为 
| ae —bd | 'expli2x(ae — bd) "(Сес —bf)u + (af — сдэъ]}Е{ Сеи — 4о)/ 
(ae—bd), (— bu +av)/lae — bd)]。 


图 13. 3 图 示 了 一 些 二 维 傅 里 叶 变换 。 


Plu- o) + ава) 


солт 2 
y 党 v u 
cos[2=( rcosb + ysin0)] 
y x Б в “ 
` 
eos2rrcos2ry t 


| E e Ч 


ш С) 
У т u 
III(y)5(z) 
alany) 

y т v u 
sinczsincy 2п(и, v) 
y = т u 
sinc? rsinc2 y Alu)Alv) 

v u 


图 13. 3 ”一 些 二 维 传 里 叶 变换 


266 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


expl — «(x2+ у2)] expl- alu? + ua)] 
y 工 v s 


sinc? rsincy 


Alu) v) 


v u 


5 


Aaexp[- "C А?и?* + a?v?)] 


2 у 
exp[ 2+ m 
y z Б 
205) alu) 
y A Ў “ 
nw) 

y = р * 
cosd (x) 


续 图 13. 3 ”一 些 二 维 傅 里 叶 变 换 


汉 克 尔 变换 

二 维系 统 常常 表现 出 圆周 对 称 性 ,例如 光学 系统 通常 由 本 身 就 是 圆周 对 称 的 元 件 组 成 .还 
有 ,出 于 自然 的 原因 ,从 一 个 能 量 源 发 出 的 在 二 维 空间 中 传播 的 波 都 皇 现 出 对 称 性 ,因为 用 一 个 
径 向 变量 完全 能 够 代替 两 个 独立 的 变量 和 y, 在 这 种 情况 下 ,我 们 希望 得 到 一 个 简化 的 结果 。 这 
个 问题 的 合适 的 表达 就 是 汉 克 尔 变换 , 它 是 一 个 用 贝 塞 耳 (Bessel) 函数 作 内 核 的 一 维 变换 。 

当 存在 圆周 对 称 时 , 即 当 


fay) = f, 
其 中 ， пету 
可 以 证 明 ,F(u,v) 也 是 圆周 对 称 的 , 即 

Flu,v) = Е). 


其 中 ， q =u +w. 
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为 了 证 明 这 一 点 ,把 变换 公式 变 为 极 坐标 形式 并 对 所 有 的 角 变 量 积分 ® 。 那么 两 个 一 维 变换 
F (q) 和 f(r) 之 间 的 关系 是 


FD) = 2x| fJ C2xqr)rdr 
4 


和 Je 2af 下 (Cg)Jo(2xgr)qgdg。 


我 们 把 FD 称 为 fer) 的 ( 零 阶 ) 汉 克 尔 变换 并 且 注 意 到 这 个 变换 是 严格 互 易 的 ,这 与 内 
核 函 数 是 sin 和 cos 时 的 情况 一 样 .从 与 互 易 变 换 有 联系 的 内 核 函 数 的 广义 范畴 讲 ,J 与 sin, 
cos 以 及 其 他 内 核 函 数 一 起 被 称 为 传 里 叶 内 核 函 数 。 

通过 适当 的 变量 重 定义 ,可 以 消去 上 面 公式 中 的 2x 因子 ,但 是 保留 它们 在 逻辑 上 遵从 了 
傅 里 叶 变 换 所 采用 的 形式 .在 物理 情形 下 ,括号 中 的 2r 是 由 每 单位 ~ 的 完整 周期 内 对 9 的 度量 
所 造成 的 .积分 号 前 的 2r 来 自 于 面积 分 量 2rrdr。 

在 图 13.4 中 把 许多 零 阶 汉 克 尔 变换 表示 为 二 维 传 里 叶 变 换 .为 便于 参考 , 表 13. 2 列 出 了 
多 种 汉 克 尔 变换 。 


1 
majo(2rar) 2*'+#-4) 
$ x = u 

ака) п) 


92а). 
(а? Е" 


Sin2xar 
r 


M(ar) aalt) 


图 13.4 一些 图 示 为 二 维 伟 里 叶 变换 的 零 阶 汉 克 尔 变换 


Ф mÍ ji Jrsy)erentmtmrdrdy 一 Í Ѓ f (De ame rdrdg 
= [потене 
= |, КЕТКЕН 


Дф іу леб, и іо = qey, 并 且 我 们 用 了 关系 式 ЉС) 一 з], dp 
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表 13.2 ”一 些 汉 克 尔 变换 
fo Fg) 
пә aJ 1 (2xag) 
q 
sin2zar П‹4/2а) 
А (аф) 
ar-a zaJ ó (2zaq) 
М(ағ)' а ACD) 
ет е 
1 етө 
(az т)? q 
二 2xe = 
ба +) а 
= 2кК,(2кад) 
2a? 
TETS hx:agK (2xag) 
' 
селе 4л? а@К ‚(2хад) + 4n*a’g: K, (2xaq) 


r 
a= DIG 


D e 
заа ó(r,y) 


ry 
И 
2а* 
= ЛЕ а 
= Соз 2a 2a 
— 4r r f(r) 
pe 
Jè 2=ar) 


Faj д 
а-о ШО 


aè J, (2zaq) 
тф 


1 
q 
2ra 
атф + aty 
2x 
Urg + att 
1 


2q 


F, 1 dF 
(5 二 十 二 宁 ) 一 V2F 
dg q dq 


dget 
x 


n’a’ a? — Ф) П 04/2) 
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续 表 13.2 
fo Fe) 
jincar = а/а? 
jinczar Heos 19 一 9 — g TE (q/2)J 
sinc’ar (mat) 'cosh ''(a/q) 
б.о) 


er 


2x(1—4x:g)" TI Cag) /2" Cn D! 


十 表 中 МО) = 2x[ > "сова 2760] 


W£ НЕА 09 E ЖЕЕ @ К BRI УЕА ТБО. # 13. 3 列 出 了 相应 的 傅 里 叶 


变换 定理 的 名 字 以 便 进行 比较 。 
表 13.3 汉 克 尔 变换 的 定理 
定理 fo Еа 
尺度 Jor) ағ) 
жй fo) 十 8Cr) ЕС) +609) 
移 位 移 位 破坏 了 圆周 对 称 
ГҮЛ [лов ar FDG) 


(R: = P +r? — 2rr' cosh) 


瑞 利 [лө = f? 1 Feo её 
功率 f ов Drar = Ë FDG" (adq 
微分 留 作 学 生 练习 

定 积分 эя forar = РО) 

=s 2af rezar 一 ко 

жк эя уст LFW 


7%) 2af. F(qqdg 


如 果 有 可 以 使 用 的 贝 塞 耳 函数 J。, 汉 克 尔 变换 的 数值 计算 就 可 以 直接 进行 . 另 一 种 可 选 
的 方法 是 :对 非 负 的 x 求 其 Abel 变 换 f Cr) ,通过 对 负 的 z 补 值 把 它 变 成 一 个 两 倍 长 度 的 侦 函 
数 ,然后 再 调用 快速 会 里 叶 变 换 。 

与 成 像 (imaging) 有 关 的 汉 克 尔 变换 和 二 维 伟 里 叶 变换 的 特性 参见 Bracewell(1995)。 
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MEAE 
设 两 个 函数 了 和 & 满足 下 面 的 核 为 的 积分 方程 ， 


кб) = [reyka ,az, 
并 且 设 所 选择 的 核 上 使 得 互 易 关系 也 成 立 ; 即 
fo) = [acka as ç 


我 们 知道 2cos2xax ,2sin2xar 和 2cas2xar 都 是 这 样 的 内 核 , 更 进一步 ,通过 由 汉 克 尔 确 
立 的 定理 可 以 得 到 一 个 完整 的 集合 , 即 Ç 


ва) = Гас, [7 асо сву, aoda, 
据 此 
бо) = [ebat adz; 
反 过 来 


вао = [TCO GDH, ads 


通过 从 GCs) 中 分 离 出 一 个 因子 十 ,从 к\т) 中 分 离 出 因子 z+ , 即 令 G(s) = st FG) 以 及 
g(z) = zt /(z) ,我们 就 获得 了 上 述 公式 的 另 一 种 表达 式 ， 


F) = [солса 
ою = Pads 
当 v = 0 时 的 情况 来 自 于 前 面 的 圆周 对 称 条 件 下 的 二 维 伟 里 叶 变换 。 
有 趣 的 是 , 取 ， = 土 寺 并 利用 关系 式 
лро = Сава, J40 = (Eeose, 


我 们 就 重新 得 到 了 已 知 的 内 核 函 数 2cos2xar 和 2sin2xaz ,这 也 证 明了 正弦 和 余弦 变换 公式 包 
含 在 汉 克 尔 定理 中 。 


三 维 傅 里 时 变换 
毋庸 置疑 ,存在 三 维 物理 系统 ,但 是 为 了 理论 上 方便 处 理 ,我 们 通常 寻求 简化 形式 .不 过 ， 
必须 面 对 三 维 伟 里 叶 分 析 的 典型 例子 是 XX 射线 通过 晶体 的 衍射 .公式 为 : 


o 当 7(z) 不 连续 时 ,等 式 左边 应 该 用 十 Lf(z 二 0) 十/(z 一 0)] 葵 换 
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Fi 一 [Efrem drdydz 


Faye) = EF f Рби моч) er mr дифои 。 


多 维 变换 ,如 果 碰 到 的 话 , 很 容易 识别 . 令 x 和 s 为 向 量 , 它 们 的 分 量 分 别 为 (rz sae) 和 
Свое) ,对 n 维 传 里 叶 变 换 , 我 们 有 如 下 方便 的 向 量 记 法 : 


F(s) = [ff swedar dads, 
在 柱 坐 标 r,g,z 中 ,有 r+iy= re 
三 维 伟 里 叶 变 换 可 以 用 变换 域 的 变量 sw 表示 ,其 中 
w+iv = se, 
ARX: 
булш) = grb se wee wardrdeds 


ково = | военен азада, 


这 个 结果 可 以 由 基本 公式 通过 下 面 的 替换 直接 得 到 : 


g(r,0,z) = f(z,y,z) 
和 Gls,$,w) = F(u,uste) , 


在 圆周 对 称 的 情况 下 , 即 f 50 无 关 (因此 下 与 $ 无 关 ) 时 ,由 


h(r,z) = f(x,y,z) 
和 H(s,w) = F(u,usto), 


我 们 发 现 


Ноу) = 2af | ADJ are erdrde 
в = IN н (ву) Jo (2rer emsdsdw. 
为 了 得 到 这 个 结果 ,我 们 使 用 了 前 面 推导 零 阶 汉 克 尔 变换 时 使 用 的 公式 。 
在 柱 对 称 情况 下 , 即 / 与 9 和 x 都 无 关 , 仅 是 7 的 函数 ,假定 f(z,y,z) = kr) H Fv, 
w) = K(s,w) ,那么 


K(s,w) = K(s)Ə(xo) 


其 中 
КО) 一 2r| КОЈ, тзг) ган. 
А 


在 球 坐标 r,g,g 中 ,相应 的 变换 域 变量 为 *,2,9, 我 们 有 
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r=rsingcos$ y=rsingsing = = rcos0 
и = ssinócosg v= ѕѕіпдзіпр w = scosy。 


记 (zy,z) = g(r,0,6) ,以 及 Fuyuyw) = С(з,д»›ф) RIRA 
GGs,0,9) = J: [кезбе Bariano przsingdrdgdg。 
Өр» 
#\т.б,ф) = | f [ Gis d ретине намаке e st зода дарь 
тА 


对 圆周 对 称 的 情况 , 即 当 f(z,y,z) 与 上 无 关 时 , 记 f(z,y,z) = h(r,0) 和 Flu,v,w) = 
H(s,0), ПЖ 


НО) = 2r| | һт,0)], C2asr sinósingye tr? пага, 
在 球 对 称 情况 下 , 记 f(x,y,z) = k(r) 和 Flu,v,w) = КС) ,我 们 有 
KG) = 4л], kmsine(2wymdr， 
к= 4z| KGosine(2w)eds 


表 13.4 给 出 了 几 个 三 维 传 里 叶 变换 的 例子 更 多 的 变换 可 以 通过 下 式 产生 
Ухуд Су)ћСа) D Fa)G(o) Нш), 


其 中 S) Еси) 是 一 维 傅 里 叶 变 换 对 ,其 它 两 对 也 一 样 。 通 过 把 /(x)g(y)h(z) 表示 成 下 面 的 
形式 ,然后 应 用 三 维 卷 积 定理 ,可 以 证 明 这 个 结果 。 


表 13.4 一 些 三 维 傅 里 叶 变换 ? 
2 
frysa) Fusus) 
Aaa, y—b, 2—0) ET og 
к /te AM aetta 
Пуна) 立方 体 sinc и sinc v sinc w 
Позу) 杆 sinc u sinc vô(w) 
Te Ж апсида) 
Сас + ал078) 
23} lett tunt 
MMO + 220+) 盘 sincu 2 tt 
r sin2xs — 2xscos2xs 
Пе) * 257 
г n 12 201 — соѕ2л5) 一 2rssin2rs 
a-r DI? 3 Gr 四 
r Bx [3 — (2а): Jsin2ns— 3(2xs)cos2ns 
-MI Cr) m” 
көк A 
+= ат 
с e 


VETTER 一 уна, б = а Бай. 
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Jr)6(y)6(z) * DCr)S(y)6(z) * 6(z)6(y)A(z) 
我 们 有 类 似 的 各 种 不 同情 况 
f(z)g(y)h(z) D F(u)G(o) HGzo) 
f(z)g(y) D F(u)G(u)8(ze) 
Убх) D F(u)0(u)ó(ze) 


k(r)h(z) D K(s) HGu) 
k(r) © КС5)д Сш) 。 


па - 
HFE n 维 对 称 时 ,所 得 到 的 一 维 变换 是 


эр = Ef fT Orrar , 
Ф) 


分 别 令 n = 1,2,3, 我 们 将 得 到 健 里 叶 变换 、 汉 克 尔 变换 和 前 面 所 述 的 球 对 称 的 情况 ( 记 住 
Jp) = (2/rz)tsinz 以 及 J yC) = (2/ял)? созт), 
梅林 变换 
对 复数 *, 用 下 式 定义 了 梅林 变换 
Fut) = [T fade 


通过 简单 的 变量 变换 可 以 证 明 它 和 拉 普 拉 斯 变换 (第 14 章 ) 是 等 价 的 。 令 


T= 
我 们 有 dz =- ed Man = cen, 
据 此 Fa = [ усе". 


如 图 13.5 所 示 ,z 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 和 > 函数 的 梅林 变换 是 相同 的 。 当 我 们 用 。 ”的 函数 
重 画 时 间 的 函数 时 ,我 们 就 把 所 有 正 的 时 间 压 缩 进 从 1 ~ 0 的 范围 。 


fle') G(z) 
U ee 


l z 
POLER AA ~ 
toer r=l x0 t=% t20 = 


图 13.5 拉 普 拉 斯 变换 和 梅林 变换 的 关系 
梅林 变换 的 递 变 换 公式 是 


де 
о) = | Ем as, 
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жж ая 
作为 一 种 特殊 情况 , 当 F, С) 的 非 零 部 分 集中 在 š 的 Жз 
虚 部 积分 值 上 时 , 拉 普 拉 斯 变换 趋 于 伟 里 叶 级 数 ,与 
此 类 似 ,梅林 变换 与 堵 级 数 有 关 。 
我 们 可 以 把 Fu(s) 看 作 f(x) 的 (s 一 1) 阶 矩 。 例 
如 ,如 果 f(x) = ПС D ,那么 Fw(s) = s B F< >l = 
;的 实 部 是 正 的 ). 这 个 梅林 变换 对 如 图 13.6 所 示 . 一 PC) 
般 地 ， 面积 
-pE 
f 的 面积 = Fu) =йж= 
f(z) 的 一 阶 矩 = Fu(2) 
fe) 的 二 阶 矩 = Fu(3) PE 
质心 的 横 座 标 ,(z) = ED 图 13.6 梅林 变换 对 
ма) 
_ [Fa G) 7+ 
инте Е [F] 
质心 的 二 阶 矩 = Fu(3) 一 
表 13.5 列 出 了 几 个 梅林 变换 。 
甫 13.5 一 些 梅林 变换 
fe) Fu(s) 收敛 条 件 
8(х—а) а" 
Hz 一 a) -2 
s 
Н‹а—х) = 
зна а) = 
a"Hla— х) = 
e аг) Кеа > 0, Res > 0 
et терә 
sinz Tsin +s -1< Res <1 
созт TGs 去 0< Ве <1 
тїт жеозесяз 
1 
= mcotxs 
1 rora- s) 
(+> CSS => 
Ў 1 
туг 二 wcosec Frs 
rere 


= де = 
= х) НА – х) TG Fa) Rea > 0 
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续 表 13.5 
КЕ Ем) 收敛 条 件 
(z 一 D“HCz 一 1) и 0< Кеа < 1 
+ х) 亚 coseers —1<Res<0 
去 "一 tan'r Fas sec +: 
22-р 
一 一 一 一 0 
Ar 一 D kam ég Res >—1 
22 з=0 
үү 
erfer Tt Res>0 
rs 
Six =1< Res <0 


Ж 13. 6 列 出 了 梅林 变换 定理 .这些 定 理 和 前 面 讨论 过 的 有 关 傅 里 叶 变换 的 定理 有 着 紧密 
的 关系 。 


表 13.6 梅林 变换 定理 


fO) Fu(s) 

flar) oFu(s)) a>0 
A+A Ем + Ем 

rfO) Fu(s 十 1) 

f(x) Fuls+a) 

ә Fuco 

fa) a Fu(E) a>0 
Пе) a Ful) a>0 
fm —G— DFeG— 0) 
—sFu(s) 

б) —G+a- ОРС +a”) 
е) Gs— Ds—2)Fu(s—2) 
f(x) ss + DFuCs) 

fu) (= 006 n) —1)Ем(а— n) 
(zx Drw Сим) 


би 


[reta 9 FuGu + D 


[ FE gdu Fu (а)бы (з) 


КОТЫ PA T FOGG- Dde 


一 一- 
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通过 对 下 面 的 每 个 等 式 分 别 取 梅 林 变 换 


яба) = [соко 
š 


# fe = | ghlan >da, 
可 以 发 现 两 个 梅林 变换 Ku(s) 和 Hu (s) 之 间 的 关系 是 
Кыны) = 1。 


这 个 关系 使 得 可 以 通过 解 内核 (ar ) 来 求解 含有 内 核 kCar) 的 积分 方程 ,而 且 当 hlar) = 
klax) 时 ,可 以 得 到 形 如 k Car ) 的 傅 里 叶 内 核 的 条 件 , 即 


Ku(s)Ku(1— 5) 一 1。 


ZER 


我 们 对 那些 用 等 时 间 间 隔 的 采样 值 构 成 其 全 部 可 用 信息 的 信号 很 感 兴趣 。 使 用 脉冲 调制 
且 多 个 信息 分 时 交替 的 通信 系统 就 产生 这 样 的 信号 , 另 一 个 感 兴趣 的 重要 领域 是 控制 系统 ,在 
控制 系统 中 要 把 反馈 加 到 一 些 受 控制 的 量 的 等 间隔 的 采样 点 上 .当然 ,还 能 想到 很 多 其 它 的 例 
子 , 包 括 涉及 概率 理论 和 空间 中 的 周期 结构 等 主题 的 例子 ,但 是 脉冲 调制 和 采样 数据 控制 系统 
是 常 引入 Z 变换 的 主要 领域 。 

通常 假设 采样 点 之 间 的 时 间 间 隔 为 T, 但 此 处 时 间 间 隔 取 为 单位 1. 如 果 必 须 处 理 其它 间 
隔 的 话 ,我 们 总 可 以 引入 相差 一 个 适当 因子 的 新 的 独立 变量 。 

若 我 们 已 知 函 数 /(4) 在 1 = 0,1,2,…,n 时 的 采样 值 , 即 


feo) fO) fD … fO), 
那么 多 项 式 
Еб) = f(O Hf Dr ! + f(2)z 2: + f(3)z 3 +++ Оп)" 


被 称 为 Го) 的 Z 变换 ,这 里 函数 fO) 是 实 函数 且 当 ! < 0 时 函数 值 取 为 0; 变 量 = 取 复 数 。 
冲 激 串 


фе) = 7000000) + 50080 D + f(2)8(t — 2) +++ + f(n)8(t — n) 


尽管 和 原始 函数 /(1) 的 书写 符号 十 分 不 同 ,但 正如 有 关 的 采样 定理 已 经 指出 的 那样 , 冲 激 串 
和 样本 的 集合 完全 等 价 。 实 际 上 ,直接 处 理 下 面 不 指明 信号 种 类 的 序列 通常 更 方便 一 些 : 


(fe) fO) fD … fo), 
如 果 这 样 的 信号 作为 输入 施加 于 一 个 冲 激 响应 为 
(АСО) hC1) h(2) … h(m)) 
的 系统 ,那么 系统 的 输出 可 以 用 下 面 的 序列 积 表示 
{fC0) fA) f2) … fD} ж (А00) АС) AC) … h(n)), 
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在 第 3 章 我 们 已 经 知道 了 用 于 序列 卷 积 的 序列 积 法 则 和 用 于 多 项 式 乘法 的 法 则 是 一 样 的 . 因 
此 输出 的 Z 变换 是 乘积 


F(z)H(z), 


其 中 H(z) 是 冲 激 响应 的 Z 变换 。 
例如 ,如 果 一 个 信号 {2 1) 作用 到 冲 激 响 应 为 {8 4 2 1) 的 系统 上 ,那么 


F(z) =2+<' 
H(z) 一 8 十 4z +2z +z? 


则 输出 的 Z 变换 为 


F(z)H(z) = (2 十 z )(8 十 4z H2r? +z?) 
= 一 16 十 16z :十 8z + 427° +r"). 


因此 输出 系列 为 {16 16841). 

相反 地 ,如 果 给 定 输入 和 输出 要 求 系统 的 冲 激 响应 ,我 们 可 以 简单 地 用 输出 的 Z 变换 除 以 
输入 的 Z 变换 并 将 结果 展开 为 <' 的 多 项 式 , 所 得 系数 即 为 所 求 的 冲 激 响应 。 

正如 第 3 章 介 绍 的 那样 ,序列 的 乘法 和 它 的 逆 构 成 了 这 种 数值 问题 理论 的 一 种 可 选择 的 
且 十 分 直接 的 方法 , 当 许多 Z 的 矫 可 以 忽略 时 ,2Z 变换 本 质 上 就 剩 下 简单 的 乘除 算术 运算 。 

涉及 乘积 或 商 的 多 项 式 因 式 分 解 的 可 能 性 使 Z 变换 在 理论 上 很 便于 讨论 ,也 允许 我 们 使 
用 我 们 熟悉 的 代数 操作 ,由 于 这 个 原因 ,有 一 张 可 用 于 参考 的 常用 冲 激 信 号 的 Z 变换 表 非 常 有 
用 ,如 果 信 号 是 用 一 个 数字 数据 序列 表示 的 ,很 容易 就 能 写 出 它 的 Z 变 换 . 这 里 ,我 们 考虑 连续 
冲 激 的 强度 由 一 个 简单 的 公式 而 不 是 由 实际 数据 给 出 的 情况 . 令 


$G) = AAD + ID — D + 702080 2) +++ + fa — n), 
取 $(4) 的 拉 普 拉 斯 变换 并 记 之 为 Fi(p) ,我 们 有 


вр = [коена = Dfe”. 
- Е 


这 是 一 个 exp( 一 р) 的 简单 多 项 式 。 令 


我 们 得 到 


FD = D fmz”, 


而 根据 定义 这 个 多 项 式 是 fO 的 Z 变换 。 

作为 一 个 例子 ,考虑 脉冲 序列 (2) 十 8(1 一 1) 十 8(1 一 2)…。 它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 1 十 e + 
ez 十 …, 它 的 Z 变 换 为 1+z-: 十 z “十 …, 因 此 可 以 直接 从 拉 普 拉 斯 变换 得 到 Z 变 换 .在 用 简 
单 的 公式 而 不 是 数据 描述 函数 的 情况 下 ,多 项 式 可 以 表示 为 有 限 形式 ， 


1 1 
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一 
且 它 构成 了 列 有 2 变换 的 表 13. 7 当中 一 个 简明 的 条 目 。 

对 f(n) 的 操作 和 对 Z 变换 的 操作 是 一 致 的 ; 表 13.8 列 出 了 这 样 的 操作 对 。 

把 这 个 表 和 梅林 变换 中 的 定理 进行 比较 可 以 发 现 它们 实际 上 是 一 致 的 ,这 是 因为 梅林 变 


换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 的 联系 方式 和 逆 Z 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 的 联系 方式 几乎 相同 。 因 
此 ,在 拉 普 拉 斯 积分 


[rosa 


中 ,我 们 令 z = exp( 一 2) 就 得 到 梅林 变换 ,而 令 = = exp(— p) 就 得 到 Z 变换 ,为 了 便于 参考 和 
比较 ,下 面 列 出 了 这 三 种 变换 和 它们 逆 变 换 : 


Fup = | poera o= у] Feras 


Iri. 
Fa = [| faz az го = [васат 
; Tril а 


ШЕН т а д 
оо = z. | Feoz 4 РО = [7 вота Уло, 


显然 ,除了 1 必须 是 实数 而 s 可 以 是 复数 ,z 是 实数 而 z 是 复数 以 外 ,2 变换 就 像 着 梅林 变 
换 一 样 ,< 平面 上 的 围 线 厂 可 理解 如 下 : 它 必须 包围 被 积 函 数 的 极点 ,如 果 把 逆 拉 普 拉 斯 变换 的 
积分 限 (c 一 ico BJ c+ ico) 选 在 所 有 极点 的 右边 ,那么 用 变换 z = exp(— p) 得 到 的 贺 就 包围 了 
所 有 极点 ,一 般 情况 下 , 取 c = 0 是 适合 的 (Fi(p) 的 所 有 极点 在 左 半 平面 ), 围 线 卫 就 变 成 了 加 
1zl= 1。 


囊 13.7 ”一 些 可 以 代数 描述 的 信号 的 Z 变换 


{f} fm F(z) 
(as ar az =e) а, astar’ Har? +e 
(11129 1 — 
O01112) — 
(01233 n т^» 
{0149} т чаж 
(01827 =) ” ыо T sau 
{резе е) БЫ н 
d-er 


{01e 1m e e) 1-6" UHI) 
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(fo) fm Fe) 
{0е* 2e se} пе" 
{0 e™ де...) пе" 


cosan 


sinhan 


coshan 


e" coswn 


e *"sinən 
+0 
fint?) 


wf(n) 


l1—z'2cos +z” 


z ' sinha 
1 一 z '2cosha + z ° 
1— z 'cosha 
1— z! 2cosha + z ° 


z le vsinw 
1— 2 2e *cose + e “r 


т 
2F(2)— f(0)z 
gF) — f(0)z' — /(1) 


一 z(d/dz)"F(Cz) 


fm 


表 13.8 Z 变换 定理 


F(z) 


f.) + f, 
fa- 
fin—a) 

nf Cn) 

= (9-0-0) 
ату) 


А.) * fz О) 


F,G) +Е, 0) 
z’ F(z) 

z*F(z) a 过 09 
一 zF'(z) 

FO) 

F(az) a> 0 


F, (2)F: (z) 


O 这 个 限制 是 假设 ”一 0 fM 取 零 的 后 果 
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Abel 变换 

一 旦 我 们 超出 传 里 叶 变换 的 一 维 应 用 而 涉及 光学 成 像 系 统 、 电 视 光 棚 显 示 .雷达 或 被 动 检 
测 成 像 等 问题 时 ,为 了 对 它们 进行 简单 的 处 理 ,我 们 就 会 遇 到 需要 使 用 Abel 变换 的 现象 . 当 二 
维 中 的 圆 对 称 分 布 投影 到 一 维 时 就 引起 这 种 现象 .一 个 典型 的 例子 是 电视 摄像 机 对 一 条 罕 线 
的 响应 ; 另 一 个 例子 是 一 个 测 微 密度 计 的 缝隙 扫 过 一 个 照相 底板 上 的 圆周 对 称 的 密度 分 布 时 
的 响应 。 

分 数 阶 的 导数 也 和 Abel 变换 有 密切 的 关系 ,诸如 固体 中 的 热传导 这 样 的 场 就 会 引起 分 数 
阶 的 导数 ,或 者 电信 号 通过 电缆 的 传输 也 会 遇 到 分 数 阶 的 导数 。 

函数 /(r) 的 Abel 变换 f. (r) 一 般 定义 为 

=+” A fa ls a 
fala) 2f EER 

很 多 应 用 场合 建议 选取 符号 r Mr 来 分 别 表示 同 平面 内 的 横 坐标 和 半径 。 

上 面 的 公式 也 可 以 写 为 


дою = [ke fear, 


i 
其 中 оу ү Tt r>a, 
0° "< 


内 核 &(rvz) 可 以 看 作 是 r 为 变量 ,z 为 参数 的 函数 , 随 z 的 增 大 , 它 向 右 移动 且 形式 也 发 生变 
化 ,对 变量 稍 作 变化 可 以 得 到 一 个 只 是 简单 移 位 而 不 改变 形式 的 内 核 ,这 样 , 令 € 二 x 和 p = 
r WAR лба) = Faa) 以 及 f(r) = Еб), {ПЖ 


Р, = | Ke- PFCpdp, 


其 中 
ко [07 #<0 
0 20 
或 者 ， 
Ер = | EL 
(h 
再 有 „=К+*Е, 


必要 时 ,可 以 把 FA 称 为 “F 的 改进 的 Abel 变换 ”。 在 把 公式 简化 为 卷 积 积分 后 ,我 们 可 以 取 伟 
里 时 变换 并 记 为 


由 于 KO) = —— 
从 而 
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= (—2i9t F, = 1 —1—0%Е,. 
x (20) 
据 此 下 = 一 上 Kx FA， 
x 
即 
Fep =— [7 EADAE 
zle (=p? 


修正 的 Abel 积分 方程 的 解 使 得 下 可 以 用 FA 的 导数 来 表示 .对 这 个 解 进行 分 部 积分 ,或 者 
对 下 的 变换 选择 不 同 的 因子 ,我 们 可 以 得 到 一 个 用 FA 的 二 阶 导数 表示 的 解 : 


F = зе, 
元 


其 中 жг = I <o 
o г>о 


由 于 K k, EHE O (M: T Жш Ц). 
再 变换 回 / 和 /4, 我 们 可 以 把 解 写 为 


_ LIS AEII AG A a лаш ase Y Gy 
Z к). (2-02) к, ° t | z Je 


或 者 如 果 除 z = m 外 ,积分 为 零 , 并 且 考虑 到 被 积 函 数 在 ro 处 可 能 有 冲 激 ,我 们 有 


(9 f'aGdz | Satro) 
л], rr) nrt 


S LPa 8 ао Jar- Leg t 
х), dz Rro Р = 


f(r)= 


检验 Abel 变换 的 有 用 的 关系 式 有 


[ear = N уона 


和 л) = 2[7 far, 
另 一 个 性 质 是 
K+*K*F'=—xF, 
即 ,连续 两 次 使 用 操作 K * 消去 了 微分 操作 ;那么 Fs 是 下 的 半 阶 积分 ,反之 ,下 是 FA 的 半 阶 微 


分 系数 .为 了 证 明 这 一 点 ,注意 到 如 果 FA = K * 下 意味 着 F =—x K * FA 那么 进一步 可 得 
Fa = K» FGR 


K*K*F =К+*Е, =—=F. 


在 表 13.9 的 前 8 个 例子 中 ,在 r 和 x 大 于 a 时 取 为 零 。 
考虑 到 Abel 变换 可 以 化 为 卷 积 积分 , 它 的 数值 计算 比较 简单 我 们 首先 改变 变量 ,然后 在 
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P 的 离散 间隔 上 计算 K(p) 和 702—0) 乘积 的 和 。 由 于 采样 间隔 无 论 选 得 多 精细 ,除了 一 个 归 一 
化 因子 外 ,K 的 值 证 明 是 一 样 的 ; 因此 , 为 了 永久 的 参考 , 可 以 建立 一 张 通 用 的 表格 〈 如 表 


13. 10)。 表 中 给 出 了 在 p= 去 ，1 到， …,9 -у 处 读 取 下 值 时 立即 可 以 使 用 的 系数 ,这 样 的 p 的 
取 值 范围 使 得 在 p = 10 处 下 的 值 为 0 或 可 以 忽略 。 表 中 给 出 了 在 间隔 0 一 1, 1 一 2, … 上 的 天 
的 平均 值 .因此 在 о = n+ + 时 , 值 为 


[Kece 9+0 znt, 


表 13.9 —# Abel 变换 


fo) ГДЕ 

TIer/2a) ША 2(4'%—°)+][[(х/2а› 半 椭 圆 
ба y T JI Cr/2a) xII Cr/2a) 矩形 
(at — yt T Cr/2a) 半球 Ara 2а) 抛物 线 
Ca? — r TI Cr/2a) йиш Fo tTa) 

ба — yt TI Cr/2a) (3x/8)(az — 1°)? TI (х/2а› 

aA(r/a) B (Габа? — 270+ — r'cosh™ (a/x) JTI (zx/2a) 

x’ cosh” (a/r) JI €r/2a) aA(z/a) 三 角形 
Br 一 a) 圆 环 冲 激 ”2a(a: — 22) TTI(z/2a) 

exp(— r /26°› 高 斯 (2) сехр 2" /2) 高 斯 
r'exp(— 7/20?) (talr +o )exp(— 27/207) 

(P — o expl /20) (2) ат?ехрб— 1/20) 

ба? + г! мба? tat 

Jo жағ) (ma) сов2кат 

аре | сдан rise = Мо sin’ z 

а/к |! се) 

2asinc2ar Jo(2xar) 


т (2xar) sincZar 
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913.10 ”用 于 Abel 变换 和 逆 变 换 的 系数 


Р Г к P K А K 
+ 2.000 51 0.427 0-1 0. 309 51 0.254 
? j 2 š 2 И 
11 0.828 s4 0.393 и 0.295 61 0.246 
2 à 2 Š 2 К 2 k 
21 0.636 11 0.364 21 0. 283 пі 0.293 
2 š 2 ; 2 i 2 - 
31. 0. 536 в1 0.343 11 0.272 18-1 0.233 
A . z . Я . 5 . 
£ 2. 1 1 
‘14 0.472 9+ 0.325 м 0. 263 194 0.226 


当 使 用 N 点 的 细 分 时 ,可 以 安排 p 的 取 值 范围 使 得 当 p = N 时 下 为 0. 将 所 有 系数 乘 以 
(10/N)+ ,或 者 保持 系数 不 变 ,但 是 把 结果 乘 以 (10/N) 主 。 


作为 一 个 例子 ,考虑 FCp) = (10 一 p)+ ,其 修正 的 Abel 变换 已 知 为 FaC6) = Tx — p. 


首先 如 手动 过 程 一 样 把 算法 形象 化 ,我 们 在 单位 间隔 上 进行 计算 ,并 把 系数 复制 到 可 移动 的 纸 
ЖЕ. 13.7 是 正在 进行 中 的 计算 过 程 。 


о = зз о л > ш э = 


图 13.7 计算 修正 的 Abel 变换 
可 移动 的 纸 带 正 处 在 用 下 式 中 下 和 K 的 相应 值 的 乘积 的 和 计算 FA(6) 的 位 置 上 : 
7.78 = 2.12X2.000 十 1.87X0.828 十 … 十 0.71X0.472 。 


如 果 Fa 一 阶 可 微 ,那么 从 FA 计算 下 的 朔 问题 就 可 以 通过 关系 F =r K * FA 来 处 理 。 
然而 直观 感觉 上 ,通过 使 用 FA 的 值 并 把 可 移动 的 纸 带 从 下 往 上 移动 ,上 面 所 叙述 的 计算 过 程 


可 以 反 过 来 进行 .假设 我 们 有 一 个 便携 计算 器 ,图 中 纸 带 所 处 是 计算 РС 一 P> 的 位 置 .算出 
0.71X0. 472, =, 1, 87X0. 828 的 乘积 ,并 在 存储 器 中 对 它们 进行 累加 。 从 7. 78 减 去 这 个 乘积 
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和 再 除 以 2. 000 就 得 到 了 要 计算 的 值 ,F(5 一 去 ) = 2.12, 


这 些 卷 积 过 程 很 容易 编程 实现 .同样 具有 可 以 避免 当 r ES RT z 时 的 奇 点 这 一 性 质 的 另 
外 一 种 可 选择 的 方法 如 下 .使 用 代数 表达 式 建立 一 个 用 户 定义 的 函数 FNf(r) ,或 者 ,如 果 以 数 
据 样 本 表示 的 径 向 函数 可 以 得 到 ,那么 可 以 通过 内 插 的 方法 计算 样本 点 之 间 的 fer) 的 值 ,下 
面 的 程序 基于 从 0 到 N 一 1 的 f(r) 的 N 个 等 间隔 的 整数 值 .增加 M 可 得 到 更 高 的 精度 。 
N = 10 
M = 10 
FOR i = 0ТОН-1 
s = 0.5 *FNf(i/N) 
FOR j = 1 TO INT(M x SQR(N-2 - i-2)) 
r = SQR(i-2 + (j/M)-2)/N 
s = в + FNf(r) 
NEXT j 
PRINT 1/N;FNr(2 x s/N/M) 
NEXT i 


下 面 给 出 一 个 /(r) = 1 一 r 时 的 例子 ,平均 绝对 误差 小 于 10“。 

r 0 л .2 .3 .4 .5 .6 7 .8 .9 
fe) 1 .9 .8 iT .6 .5 .4 .3 “2 法 
faa) 1 .9651 .8881 .7853 .6658 .5368 .4045 .2753 .1564 .0575 


Radon 变换 和 断层 摄影 技术 

当 用 一 个 缝隙 扫描 一 个 照相 底板 上 的 具有 圆周 对 称 的 二 维 密度 分 布 时 ,就 由 径 向 密度 函 
жу 产生 了 一 个 分 布 fa) ,对 此 我 们 有 一 个 一 维 Abel 变换 所 用 方法 的 例子 。 如 果 密度 分 
布 Гоу) 不 对 称 ,但 与 两 个 坐标 有 关 , 仍 然 可 以 扫描 但 结果 与 扫描 方向 4 有 关 . 引 用 每 次 扫描 
的 横 坐 标 R, 函 数 F(z,y) 的 Radon 变换 gR) 定义 为 


gR) = | [urea 一 zcosg 一 sing)dzdy 


如 何 对 这 个 变换 求 逆 , 即 给 定 扫描 结果 gs(R) 一 一 通常 是 在 连续 的 玉 和 一 组 离散 的 扫描 方向 9 
上 给 出 ,如 何 得 到 未 知 函数 се, у) ,这 对 计算 机 辅助 断层 摄影 技术 来 说 非常 重要 .在 我 们 感 兴 
趣 的 器 官 前 后 的 肋骨 所 造成 的 多 余 的 图 像 干扰 了 肺 部 的 X 射线 胸 片 ,通过 没有 肋骨 或 其 他 邻 
近 组 织 阴 影 的 X 射线 来 获取 体内 一 片 组 织 的 密度 分 布 的 可 能 性 使 诊断 发 生 了 革命 性 的 变化 ， 
计算 机 辅助 断层 摄影 技术 (CAT 扫描 ) 及 其 后 的 NMR( 核 磁 共 振 ) 成 像 都 实现 了 这 一 点 .计算 
前 的 断层 摄影 技术 是 一 种 使 前 景 和 背景 散 焦 的 技术 ,这 种 技术 是 通过 在 曝光 期 间 移动 X 射线 
源 同时 以 合适 的 速度 向 相对 的 方向 移动 X 射线 底板 来 实现 的 。 

因子 SC(R 一 zcosb 一 узіп) 的 值 在 除了 它 的 参数 为 0 外 的 任何 地 方 都 是 0， 即 除 图 13. 8 中 
直线 zcos9 十 ysin = 及 外 的 地 方 。 直 线 L 代表 一 条 与 原点 的 垂直 距离 为 及 + B # y 轴 夹 角 为 9 
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的 缝隙 .如 果 0 值 固定 , 设 为 9., 而 R 变 化 ,那么 对 ga R) 
的 积分 构成 了 密度 分 布 /(x,y) 在 直线 0 — 0, 上 的 投 
影 , 它 是 R 的 函数 所 得 的 前 面 被 称 为 一 个 单 次 扫描 。 
求 道 的 实际 计算 方法 可 以 通过 如 下 方法 达到 , 对 
Radon 积分 方程 进行 伟 里 叶 变换 , 寻找 求解 方法 ,然后 
再 变换 回 数据 平面 上 进行 操作 ,这 实际 上 省 却 了 数值 伟 
里 叶 变 换 。 这 种 技术 被 称 为 “修正 的 反 向 投 
影 "(Bracewell 和 Riddle，1967), 它 是 与 射电 天 文成 像 
联系 起 来 研究 的 ,在 射电 天 文成 像 中 , 从 天 空 的 一 个 窑 
带 中 接收 信号 的 天 线 扫描 一 个 辐射 的 分 布 源 ,不 同 扫描 ESS MALER 的 方向 上 移动 扫 
间 的 窄带 方向 0 可 以 变化 。 й Стоу) 平面 上 的 密度 分 布 
我 们 可 以 从 传 里 叶 Abel 和 汉 克 尔 变换 之 间 存 在 的 кле 
值得 注意 的 关系 或 者 从 被 称 为 投影 -切片 定理 的 推广 中 得 到 求 逆 过 程 。 


Abel-Fourier-Hankel 变换 环 。 从 一 个 偶 函 数 /(r) 开始 ,如 果 我 们 对 它 取 Abel 变换 ,然后 
取 伟 里 叶 变换 ,最 后 再 做 汉 克 尔 变 换 , 我 们 就 回 到 了 原来 的 函数 f(r)(Bracewell 1956) .例如 ， 
从 位 于 ~ = a 上 的 环形 冲 激 f(r) = 6(r a) 开始 , 取 它 的 Abel 变换 ( 表 13.9) 得 到 
2а/ Ма а TI (z /2a) CHARMER H 2xaJ  (2xas) 8 22 章 图 示 集 )。 从 表 13.2 我 们 验 
证 贝 塞 耳 函 数 的 汉 克 尔 变换 是 我 们 开始 的 函数 5(r 一 a)。 


投影 -切片 定理 。 当 一 个 两 维 的 密度 分 布 仅 为 半径 的 函数 时 ,所 有 上 面 的 三 个 变换 都 是 
一 维 的 ,但 是 /(r) 能 被 推广 为 一 个 + 和 y 的 函数 /(z,y), 它 的 汉 克 尔 变换 可 以 推广 为 x 和 v 的 
函数 F(u,v) ,就 像 本 章 前 面 与 汉 克 尔 变换 有 关 的 解释 一 样 ,这 两 个 二 维 函数 组 成 了 一 对 二 维 
傅 里 叶 变 换 对 ,在 二 维 情况 下 思考 传 里 叶 变换 的 一 种 方法 是 注意 到 FC(u,0), 它 是 FCu,v) 沿 着 
u 轴 的 一 个 切片 ,在 二 维 传 里 叶 变换 定义 中 令 v= 0 可 得 


F(u,0) = Г. [леде ad 


方 括号 中 的 项 是 f(z,y) 在 z 轴 上 的 投影 . 剩 下 的 对 工 的 积分 是 对 投影 的 简单 变换 。 结 果 , 当 给 
Ж f(z,y) В, Fuso) 沿 轴 的 一 个 切片 ,可 以 通过 先 把 f(z,y) 投影 到 它 的 x 轴 上 然后 再 取 
一 维 傅 里 叶 变 换 获得 .投影 -切片 定理 指 的 是 在 (u,v) PE Fu v) 沿 任意 角度 б, 的 切片 ,也 
就 是 ,在 沿 平行 于 RR 轴 的 直线 的 切片 ,可 以 通过 对 (u,v) 平面 上 f(z,y) 在 RR 轴 上 的 投影 进行 
傅 里 叶 变换 得 到 (Bracewell 1956) 。 


通过 改进 的 反 向 投影 进行 重 构 ”现在 断层 摄影 技术 的 过 程 是 把 某 个 确定 的 函数 Суу) 
在 合适 数量 和 等 间隔 的 角度 9 上 投影 ;因此 变换 F(u,v) 的 那些 部 分 可 以 用 相应 角度 的 切片 推 
导 得 到 。 用 FF(u,v) 的 知识 ,我 们 通过 二 维 傅 里 时 变换 就 可 以 恢复 f(z,y) ;但 是 要 这 样 做 ,我 们 
必须 在 (u,v) 平面 中 的 方 格 上 插值 以 便 能 够 使 用 可 利用 的 算法 .已 经 证 明 , 这 种 数值 内 插 比 变 
换 需 要 的 时 间 更 长 ,为 了 避免 内 插 ,我 们 注意 到 在 (u,v) 平面 上 ,从 各 种 一 维 傅 里 叶 变换 得 到 
的 数据 点 取决 于 发 散 的 辐 条 状 9 = 常数 .这 样 , 点 的 密度 和 半径 成 反比 ,不 均匀 性 可 以 通过 乘 
以 (u,v) 平面 上 的 半径 来 校正 . 设 M 是 (u,v) 平面 上 的 空间 频率 ,超出 M 的 内 容 可 以 忽略 , 且 
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令 g= Vw 十 本 .那么 校正 因子 是 J[(g/2M) 一 A(q/M) .经 过 这 样 的 校正 后 ,二 维 傅 里 叶 变 换 
将 得 到 所 需 的 ГС, у). 
但 是 对 (u,v) 平面 上 沿 切片 的 值 的 乘法 校正 相应 于 在 数据 域 上 对 原始 投影 д, КЮ) 做 一 个 
相当 简单 的 卷 积 操作 ,此 操作 可 以 产生 一 个 改进 的 扫描 。 
a(R) = g,(R) * (2Msinc2MR — Мѕіпс МК). 


这 样 ,对 Radon 变换 求 着 的 步骤 是 :(a) 通过 简单 的 卷 积 修正 每 个 测量 的 扫描 从 而 得 到 go(R); 
(b) 进行 反 向 投影 ; (c) 在 (zx,y) 平面 上 累加 分 开 的 投影 反 向 投影 就 是 把 修正 过 的 扫描 


R CR) 均匀 地 分 布 在 (x,y) 平面 上 垂直 于 R 轴 的 方向 上 .和 欲 知 更 多 细节 参见 Bracewell(1995) 
和 Deans(1983) 。 


希 尔 伯 特 变换 


希 尔 伯 特 变换 有 许多 种 应 用 ;这 里 所 提 到 的 应 用 与 因果 性 和 超出 纯粹 交流 电 相 位 矢量 范 
畴 的 广义 相位 矢量 有 关 。 


我 们 定义 S) 的 希 尔 伯 特 变换 为 
расо = 177 9042. 
a че 


通过 取 积分 的 柯 西 主 值 来 考虑 x = z 时 的 散 度 . 可 以 看 出 Fa Cr) 是 f(x) 的 线性 泛 函 ; 实 
际 上 ,可 以 从 f(x) 和 (一 xz) 的 卷 积 得 到 希 尔 伯 特 变换 ,为 了 强调 这 个 关系 ,我 们 写 为 


Fw = = * f(x) 。 


由 卷 积 定理 ,我 们 现在 就 可 以 阐明 F(x) 的 频谱 是 如 何 与 /(x) 的 频谱 联系 起 来 的 。 

(一 xz)- 的 储 里 叶 变 换 是 i sgn s( 如 图 13.9) ,对 正 的 s 它 等 于 十 i 且 对 负 的 s 它 等 于 一 i; 
所 以 希 尔 伯 特 变换 相当 于 一 种 奇特 的 滤波 ,滤波 后 频谱 的 幅度 保持 不 变 , 但 相位 根据 * 的 符号 
改变 正 的 或 负 的 x/2( 如 图 13.9). 


实 部 实 部 


图 13.9 KEC aD MEHER ER isgns 


因为 连续 应 用 两 次 希 尔 伯 特 变换 就 可 以 使 所 有 频谱 分 量 的 相位 变 反 ,由 此 可 以 得 到 负 的 
原 函 数 .因此 


f(z) = 一 = *Fa 


第 13 章 传 里 叶 变换 的 近亲 287 


或 ç —2[ Fis(x J dz” 
YG зш 
实 部 实 部 
Was Г 


l m-ben = 


图 13. 10 ”左边 一 列 是 一 个 函数 和 连续 两 次 希 尔 伯 特 变换 的 结果 ,右边 是 相应 的 傅 里 时 变换 


如 果 选 择 [ix(x 一 z)] “而 不 是 L[x(z' 一 z)] 作为 内 核 , 变 换 就 将 是 严格 互 逆 的 ,因为 它 
的 影响 就 是 对 谱 乘 以 sgn ,两 次 相 乘 后 谱 不 发 生 任 何 变化 ,传统 的 内 核 牺牲 了 这 种 过 程 所 具 
有 的 对 称 性 但 具有 实 函 数 的 希 尔 伯 特 变换 仍然 是 实 函 数 这 个 性 质 。 

可 以 注意 到 所 有 余弦 分 量 的 变换 为 负 的 正弦 分 量 而 且 所 有 的 正弦 分 量变 换 为 余弦 分 量 
( 见 图 13. 11) 。 这 个 结果 使 得 偶 函数 的 希 尔 伯 特 变换 是 奇 函 数 而 奇 函 数 的 希 尔 伯 特 变 换 是 侦 
函数 。 


解析 信号 ” 考虑 一 个 实 函 数 /(4) ,我 们 可 以 把 它 和 下 面 的 复 函数 联系 起 来 
f(D) 一 iFu(D， 


复 函 数 的 实 部 为 fC) 在 独立 变量 是 时 间 的 信号 分 析 和 光学 中 ,这 个 有 关联 的 复 函数 被 称 为 
解析 信号 ,而 希 尔 伯 特 变换 被 称 为 SO 的 正 交 函 数 .举例 来 说 ,cost 的 正 交 函数 是 一 sint, 与 
cost 对 应 的 解析 信号 是 exp 站 .我们 可 以 说 解析 信号 与 f(z) 的 关系 就 像 exp 让 和 *ost 之 间 的 关 
系 一 样 。 

正如 相位 矢量 法 简化 了 交流 电 理论 中 的 运算 一 样 ,解析 信号 在 那些 由 于 偏离 绝对 单 频 而 
不 能 使 用 相位 矢量 的 场合 非常 有 用 .已 调 载波 和 激光 信号 就 是 这 样 的 例子 .图 13.12 给 出 了 一 
个 能 被 看 作 已 调 载波 的 函数 f(z); 即 它 是 一 个 缓慢 地 增 大 和 减弱 的 准 单 频 脉冲 * 图 中 也 画 出 
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SA 


图 13.11 ”根据 正弦 和 余弦 的 谱 ( 右 ) 解释 它们 的 希 尔 伯 特 变换 ( 左 ? 


了 它 的 希 尔 伯 特 变换 ,它们 两 个 共同 构成 了 一 
个 缓慢 膨胀 和 收缩 的 螺旋 状 复 时 间 函 数 . 原 始 
函数 /(1) 是 这 条 螺旋 曲线 在 时 间 轴 和 实 轴 所 
确定 的 平面 (图 中 的 垂直 平面 ) 上 的 投影 , 它 的 
EZRM Fw(z) 是 在 水 平平 面 上 的 投影 。 

如 果 给 定 平均 角 频 率 w, 那 么 解析 信号 可 
以 写成 


Уде, 


др уо) 是 复 系数 ,由 于 它 是 相位 矢量 的 推 
广 ,所 以 被 称 为 “时 变相 位 矢量 "在 图 13. 12 所 
示 的 情况 下 ,V(t) 是 实 的 并 且 它 的 值 缓慢 地 上 “图 13.12 一 个 调幅 载波 уо, È 0 E ЕШ 
升 和 下 降 。 如 果 有 一 些 频 率 调制 ,V(t) 在 相位 Ен (zx) 和 相关 的 复 解析 信号 
上 也 会 向 前 和 向 后 摇摆 。 

从 解释 中 可 以 看 出 解析 信号 不 包含 负 频 率 分 量 ;实际 上 可 以 通过 抑制 ГСО) 的 负 频 率 得 到 
解析 信号 .例如 ,注意 到 


еее 
созш! = гед. 


RINEL E 00 fi ЕЯ exp(— шг) 获得 解析 信号 .还 需要 把 所 得 结果 加 倍 , 为 了 直接 证 明 
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这 一 点 , 设 f(t) DEA B EO 是 通过 抑制 负 频 率 并 加 倍 以 后 所 得 的 结果 : 
FOD D2HƏ0f)F(f). 
HT 


1 i 
HOD C 300 +50, 
由 此 可 得 
тау = 2[ 1, Же 
fo) = [poti] x fO) 
= set 
г iC x fo 
= f(D —iFa (D. 


这 样 /(1) 的 确 是 解析 信号 ,与 最 初 的 定义 一 样 。 


瞬时 频率 和 包 络 — 如 何 定义 一 个 信号 的 包 络 还 有 一 些 问题 ,因为 它 只 是 偶尔 涉及 到 信号 
的 波形 而 在 中 间 可 以 做 任何 事 。 类 似 地 , 准 单 频 信号 的 频率 也 不 能 被 明显 地 定义 。 然 而 ,我 们 可 
以 毫 不 犹 殉 地 说 ,正弦 波 的 幅度 就 是 它 的 峰值 ;进一步 地 ,只 要 最 大 值 和 最 小 值 以 及 过 零 间 隔 
保持 稳定 ,那么 时 刻 到 时 刻 的 频率 就 有 相等 的 置信 度 。 由 于 解析 信号 V(t)exp iwt 是 对 连续 时 
间 定 义 的 ,我 们 可 以 说 在 不 是 严格 正弦 (或 单 频 ) 情况 下 , | VO | 是 瞬时 幅度 或 包 络 ,而 且 解 
析 信 号 相位 的 时 间 变 换 率 就 是 瞬时 频率 。 

为 了 计算 一 个 给 定 fo) 的 瞬时 幅度 ,需要 使 用 平均 角 频 率 w, 对 一 些 波形 来 说 这 个 参数 可 
以 用 一 定 的 置信 度 来 指定 。 例 如 ,对 一 个 调幅 信号 可 以 取 为 载波 频率 。 但 一 般 地 ,V(:) 和 2% 的 
定义 并 不 惟一 ;因此 如 果 你 看 到 用 V(t) 表示 包 络 也 不 应 该 感到 惊奇 。 


因果 性 ”众所周知 结果 不 可 能 先 于 它们 的 原因 发 生 , 因 此 一 个 物理 系统 对 上 = 0 时 的 冲 
激 的 响应 То) 对 上 的 负 值 一 定 为 0: 


10) = 0 1<0 


冲 激 响应 满足 这 个 条 件 被 称 为 是 “因果 的 ”这 种 条 件 有 时 被 称 为 “物理 可 实现 性 ”的 条 件 , 这 
个 术语 不 太 确切 ,因为 它 忽视 了 一 个 事实 , 即 除了 因果 性 以 外 还 有 其 它 的 条 件 能 使 系统 在 物理 
上 不 可 实现 9 。 

考虑 一 个 实 函数 J(2) ,最 一 般 的 因果 冲 激 响应 具有 如 下 的 形式 


та) = 万 (DJ 。 
KO 的 谱 , 即 传输 函数 T( 记 ,其 中 


TP = Ë 10е, 


”物理 可 实现 性 可 能 包括 和 因果 性 无 关 的 另外 一 个 意思 , 即 O 会 随时 间 逐 源 减 弱 而 无 法 形成 回路 ,例如 传输 线段 
设 有 一 个 有 限 的 自由 度 。 
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对 应 于 Ko) HARRE T 一 定 有 一 个 特殊 的 性 质 , 从 前 面 对 解 析 信号 的 讨论 中 可 以 知 
道 ,这 个 性 质 一 定 是 T( /) 的 实 部 和 虚 部 是 一 对 和 希 尔 伯 特 变换 。 把 ТО) 分 为 奇 部 和 偶 部 ， 


10 = ED +00) = Уо +16 01+ 5000 106—0). 


现在 由 于 O(t) = sgntE(t) ,并 且 sgnt D~ i/x f, 


KO = (1 + sga) EU) DGP HGPP. 


因此 所 有 的 因果 传输 函数 T( f) 都 有 如 下 形式 
T(f) =G(f) +iB(f), 
其 中 ВО) ÆG 的 希 尔 伯 特 变换 ; 即 ， 


BP = 1 Suay. 
和 GN =-2[ ВЧЭар, 


表 13. 11 列 出 了 一 些 希 尔 伯 特 变换 。 
表 13.11 一 些 希 尔 伯 特 变换 


fe) Раб) 

常数 0 

созт — sinz 

sinx соз 

соёт 一 去 sin2z 

sinr 去 sin2z 

casr саз(—х) 

ч iè 

tsinr zi(cosz—1) 

He xnl -iat | 

Aa) milin} (Gz—D/z+D I+ In | 2/0) 1} 
Alx)sgnz 一 xi 一 zinlz/(z+D |+) 
a+ —а/а+а» 

sinc'z 一 rsinez 一 十 rsine += 

8(z) == 


СК) 1/тх* 
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续 表 13. 11 
fe) Fa (z) 
#0) 一 2/xm 
Irit lzi 
121 Tsgnr 一 | r | Ёз г 
a-d 一 ztG 一 minl(z 一 DACz 二 1D |—2х} 
а—т#][[‹х/2› =а+ 600 DHU O I Cr/2)Jsgnz 
а+о/а+» а= 0/0 +29) 
ШЕ ziel- 
4 
hn) 一 二 x( 二 一 zz) 
HIC) = У) сок н] 
计算 希 尔 伯 特 变换 


看 起 来 (zx) 的 希 尔 伯 特 变换 似乎 能 用 下 面 的 方法 来 计算 .首先 在 zx 的 单位 间隔 上 离散 
化 。 取 它 的 离散 傅 里 叶 变换 , 乘 以 isgns( 它 是 一 i/xz 的 傅 里 叶 变换 ) ,最 后 再 求 逆 变换 .然而 ,更 
简单 的 方法 是 ,离散 化 f(zx) 并 与 表示 一 1/xz 的 一 组 系数 进行 卷 积 .例如 ,如 果 认 为 半 跨 度 有 
N = 5 个 采样 间隔 就 足够 了 的 话 ,那么 2N + 1 个 系数 为 


(0.64 0.80 .106 .159 .318 0 一 .318 一 .159 一 .106 一 .080 一 .064 } 。 


把 每 个 希 尔 伯 特 变换 值 的 相关 性 限制 在 紧邻 的 点 比 涉及 更 远 的 f(x) 的 特性 看 起 来 更 满意 。 当 
仅 用 10 个 跨度 (或 任何 有 限 的 宽度 ) 时 我 们 关注 远 距离 的 原因 和 被 抛弃 的 系数 有 关 , 因 为 所 抛 
弃 的 系数 的 和 为 无 穷 大 (在 左边 ) 或 负 的 无 穷 大 (在 右边 ) 通过 与 有 限 的 系数 卷 积 , 我 们 相信 
两 个 无 穷 大 将 会 对 消 ,但 是 在 与 数据 样本 相 乘 后 它们 能 怎么 办 ?第 二 个 要 关心 的 是 离散 采样 间 
隔 , 它 必须 足够 小 以 便 减 小 | s | > 0. 5 的 信号 分 量 的 混合. 似乎 可 以 通过 傅 里 叶 变换 的 方法 减 
轻 混合 ,但 实际 上 是 不 行 的 。 

首先 注意 到 卷 积 函数 A(z) (CR th hik 


N 


h(a) = Diet — Zc m] 
它 的 傅 里 叶 变 换 为 


м зң 
но) = У) зіп, 
т 


它 可 以 和 理想 的 传输 函数 i sgn s 进行 比较 (图 13. 13) .相位 是 正确 的 ,对 正 的 ;为 x/2, 对 负 的 
;为 一 x/2, 但 是 幅度 不 再 是 理想 的 单位 幅度 ( 见 细 实 线 ) ,不 论 对 高 频 还 是 低频 都 有 较 大 差别 ， 


仅 在 峰值 约 为 0.45N 附近 的 一 个 相对 牵 的 频带 内 和 单位 传输 函数 近似 一 致 .在 = =E +. 
1 证,… 处 而 不 是 x 的 11 个 整数 值 上 对 1/x 采样 导致 相同 的 结果 。 
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图 13.13 ”和希 尔 伯 特 变换 所 需 的 幅度 为 sgns 的 传输 函数 ( 细 线 ) 和 用 11 个 元 素 实 际 得 到 的 传输 
函数 (曲线 ) 作 比 较 . 使 用 同样 离散 间隔 的 侍 里 叶 方法 也 是 同样 失败 的 效果 (虚线 ) 


现在 用 傅 里 叶 方法 得 到 传输 函数 不 再 有 相似 性 ,尽管 事实 上 乘积 因子 i sgn s 对 所 有 的 、 
都 是 单位 幅度 的 ,但 是 我 们 得 到 的 传输 函数 根据 数据 集 的 长 度 或 多 或 少 地 紧 千 从 (0,1) 到 (0. 
5,0) 的 直线 .产生 这 种 锯齿 行为 的 原因 是 由 于 欠 采 样 带 来 的 不 可 避免 的 混 准 。 

对 一 个 诸如 太阳 黑子 数 序列 (Bracewell 1985) 这 样 的 窗 带 振 蔓 函数 ,我 们 可 以 获得 一 个 
满意 的 包 络 ,但 是 通常 建议 把 N = 5 的 卷 积 方法 在 数据 所 占 频 带 的 一 些 正弦 信号 上 进行 试验 。 
那么 传输 函数 在 1 以 下 的 下 降 就 能 被 经 验 地 校正 通过 调整 采样 间隔 就 可 以 减 小 出 现在 所 期 
望 的 毗邻 数据 点 之 间 的 包 络 上 的 波动 .通过 改变 传 里 叶 方 法 以 及 在 感 兴趣 的 频带 上 除 以 
| H(s) | 调整 傅 里 叶 变换 可 以 得 到 更 进一步 的 改善 。 

对 任何 有 限 持续 期 的 信号 都 可 以 进行 数值 希 尔 伯 特 变换 ,但 是 当 希 尔 伯 特 变换 用 于 解析 
情况 时 会 有 一 些 不 明显 的 令 人 不 愉快 的 属性 。 

希 尔 伯 特 变换 可 以 按 如 下 方式 用 离散 哈 特 利 变换 来 实现 . 设 数据 f(r) 用 tr 从 0 到 NN 一 1 的 
值 确定 , 求 出 哈 特 利 变换 HO) 并 交换 N/2 一 1 对 值 形成 Н. Со) ,在 每 个 交换 中 ,其 中 的 一 个 元 
素 按 下 图 方式 改变 符号 ,这 样 取 f(z) 的 哈 特 利 着 变换 就 得 到 了 和 希 尔 伯 特 变换 (Pei 和 Jaw, 
1989), 


替换 H= |H(0) на) но) H(3) H(4) H(5) H(6) но)! 
2 , 
用 H; = |H(0) -H(7) -H(6) -H(5) н) H(3) H(2) на)! 
分 数 阶 傅 里 叶 变换 


正如 第 2 章 提 到 的 一 样 ,重复 使 用 仿 里 叶 变换 FFS) 得 到 (一 x) ,而 进行 四 次 传 里 叶 变 
ЯС) 就 回 到 原 地 得 到 原来 的 f(z) ,在 两 维 情况 下 FFS ay) 将 得 到 7С z, — y), Ë 
可 以 看 作 f(zx,y) 旋转 了 一 个 角度 n Mi FFIT y) RENEA F ,就 再 旋转 了 角度 回 到 
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最 初 的 fy). 

设 符号 表示 连续 使 用 a 次 傅 里 叶 变 换 , 我 们 已 经 解释 了 a = 1,2 和 4 时 的 多 ,可 以 很 容 
易 地 推广 到 是 任何 整数 值 的 情况 ,如 0 和 3;9 :表示 逆 傅 里 叶 变 换 , 它 的 内 核 为 exp i2rsr 。 对 
a 为 整数 的 a 阶 傅 里 叶 变换 有 


一 致 性 ” 当 a 一 1 时 有 23" = 7, 
得 加 性 š 
ЖЕЕ FFP = ЕР, 

线性 $°(f+g)= $°f + $%°g , 

当 a 不 仅 限于 整数 时 ,是 否 有 一 种 代数 推广 仍然 保持 这 组 理论 性 质 ? 例 如 ,一 个 半 阶 的 傅 
里 叶 变 换 P 是 否 有 意义 ?要 求 它 具有 上 述 性 质 ;特别 地 ,连续 使 用 两 次 半 阶 变换 应 该 呈现 出 得 
加 性 ,这 样 就 得 到 普通 的 傅 里 叶 变换 。 

当 用 第 11 章 的 方法 计算 FFT 时 ，N 个 值 的 数据 集合 被 置 于 一 个 连续 的 阶段 中 ,直到 达到 
一 个 最 终 的 结果 即 所 求 的 变换 .中 间 阶 段 可 以 被 看 作 部 分 的 变换 ,中 间 的 一 个 可 能 就 是 一 个 半 
阶 变换 的 候选 者 .为 了 研究 这 个 思想 ,我 们 必须 处 理 如 下 事实 , 仅 对 N = 8,32,… 有 一 个 中 间 
阶段 ,而 且 除了 1/2 外 的 a 值 也 有 类 似 的 约束 ,置换 操作 也 必须 分 布 在 所 有 阶段 ,而 不 是 集中 
在 开始 或 结束 阶段 ,每 个 阶段 所 得 到 的 流 图 也 必须 是 一 样 的 。 

然而 ,这 个 讨论 提供 了 一 个 开发 用 于 计算 的 快速 算法 的 概念 .二 维 衍射 理论 的 一 个 例子 提 
供 了 一 个 物理 的 方法 , 在 二 维 衍射 中 一 个 平面 上 的 场 分 布 能 够 激励 一 个 平行 的 平面 , 由 
Fraunhofer 衍射 ,这 个 平面 上 的 场 分 布 就 是 f(x,y) 的 二 维 变换 。 因 此 中 间 平 面 上 的 场 分 布 就 
是 一 个 0 二 a 二 1 的 分 数 变 换 .第 一 个 平面 上 的 孔 的 衍射 在 空间 中 传播 ,最 终 通 近 无 穷 远 处 平 
面 上 的 傅 里 叶 变 换 , 通 过 在 (z,y) 平面 后 插入 一 个 焦距 为 / 的 单 透镜 压缩 这 种 结构 ,因此 变换 
将 出 现在 附近 的 透镜 的 焦 平 面 (在 z = /处 ) 上 ,在 计算 的 情况 下 会 有 一 个 难点 ,我 们 记得 置换 
操作 通常 集中 在 一 个 单一 的 阶段 .在 透镜 的 情况 下 就 是 聚焦 集中 在 一 个 地 方 。 

然而 ,聚焦 实际 上 是 可 以 分 配 的 (图 13. 14) 。 一 种 方法 是 用 几 个 分 布 在 函数 平面 和 变换 平 
面 之 间 的 薄 透 镜 代 替 原 透镜 .另外 某 些 现 有 光纤 可 以 实现 连续 聚焦 ,这 种 光纤 的 任何 切片 就 是 
一 个 相当 于 薄 透 镜 的 圆 盘 。 透 镜 通过 中 轴 处 变 厚 实现 聚焦 ,这 样 相 对 于 外 部 光线 延迟 中 轴 光 线 
从 而 满足 所 要 求 的 所 有 的 光线 在 到 达 焦点 时 具有 相同 的 相位 ( 即 聚 焦 ); 光 纤 的 圆 切 片 通过 其 
轴 上 具有 较 大 的 折射 率 来 延迟 中 轴 光 线 。 


а за 
(е) 


{же HA === 


(а) 
图 13. 14 ESR © 的 平面 上 产生 传 里 叶 变换 的 三 种 聚焦 安排 
(a) 焦距 长 为 了 的 透镜 ; (b) 一 组 彼此 隔 开 的 萍 透镜 ; Cc) 具有 径 向 梯级 折射 率 的 光纤 


让 折射 率 从 轴 的 中 心 值 m 开始 按照 公式 一 nUr) 旦 二 次 下 降 。 这 样 的 一 种 介质 
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被 称 为 梯级 折射 率 媒体 .人 口 平面 z = 0 上 的 场 分 布 f(z,y,0) 产生 了 = 一 了 平面 上 的 傅 里 叶 
变换 (对 应 于 a = 1) ,其 中 了 = xh/2V2nm。 半 阶 变换 (a = > 出 现在 一 半 的 距离 上 ,其 它 的 分 


数 阶 变换 出 现在 与 孔径 之 间 的 距离 为 al 的 地 方 . 这 种 梯级 媒体 中 的 波 传播 的 详细 理论 是 下 面 
的 分 数 阶 传 里 叶 变 换 定义 的 背景 。 

回 到 一 维 独 立 变量 ,可 以 用 时 间 :来 说 明 , 设 С 具有 传 里 叶 变换 F(/) ,我们 定义 它 的 
a( 其 中 a 为 0 到 1 之 间 的 小 数 ) 阶 分 数 传 里 叶 变 换 为 


— +“ 十 4mz f° )cos$, 
OO) 
sing 


其 中 # = 二 wa。 这 个 定义 来 自 于 Namias(1980) ,通过 消去 因子 V+, 它 和 第 2 章 的 方式 1 是 一 


Фу) = Е,0р) = 


О ВЛЕЕ Фа = 1, 我 们 发 现 PC) = | /CDexp( 一 i2xft)di, 它 和 下 ( ) 是 一 样 


的 。 当 a 一 0 时 ,一 个 复杂 的 极限 过 程 (McBride апа Kerr,1987) 可 以 证 明定 义 表达 式 趋 于 原始 
函数 SO .使 用 频率 /( 它 的 单位 是 每 单位 时 间 一 个 周期 ) 作为 变换 的 独立 变量 可 以 使 表达 式 
比较 熟悉 一 个 新 奇 的 性 质 是 分 数 傅 里 叶 变换 从 时 域 到 频 域 连续 渐变 ,如 果 独 立 变量 取 为 无 量 
纲 的 量 , 这 个 特性 就 被 掩盖 了 .分 数 传 里 叶 变换 的 一 些 定理 和 例子 如 下 。 


移 位 定理 шж f(z) 的 分 数 全 里 叶 变换 为 F.(/) ,那么 


# fu — T) = ет тее F,(f— Teosf) , 


微分 定理 
РО = 07 + cosh у PED 
Pf = G2af + соз ДО?Р, P, 
Pif (1) =— (2a fcosh + ising z zF. 0р. 
тпр = (C2nfeosg + isin 了 IPED 
分 数 卷 积 定理 
уа) яда) = ew | fwe wi g(t гей"? dr, 


其 中 4b 二 Тоска) 


变换 的 例子 


FED) = Š “= fecot$, 


“eto _ 2 
par) = SE ei ST rUn f + Т) соз 
a sing 
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[SG + T) +U- T] = е насоз Т, 
sim 


PH Vx)e™ = еН, /2ws)e * , 


其 中 H,Cr) È Hermite 多 项 式 (见习 题 8. 25), 且 正 交 函数 H, V2xz)e* 是 分 数 储 里 叶 变换 
的 特征 函数 。 


应 用 Namias(1980) 阐述 了 在 一 维 或 多 维 中 求解 Schrodinger 和 其 它 二 阶 微分 方程 的 应 
用 ,在 光学 中 的 应 用 , 尤其 是 光纤 (Mendelovic 和 Ozaktas, 1993; Ozaktas 和 Mendelovic， 
1993a) 和 光 信 息 处 理 系 统 (Ozaktas 和 Mendelovic, 1993b) 也 已 经 有 报告 并 正在 继续 研究 。 
Lohmann(1995) 建立 了 分 数 傅 里 叶 变 换 和 具有 时 频 分 析 意义 的 Wigner 分 布 的 旋转 
(Mendlovic 3$, 1996) 之 间 的 关系 .Sheppard(1998) 推导 出 了 自由 空间 衍射 和 分 数 傅 里 叶 变 
换 的 关系 ,而 Kutay 和 Ozaktas(1998) 证 明了 光学 成 像 的 重建 。 

注意 到 对 复 积分 操作 的 各 种 缺点 ,Mendlovic @ (1995) 从 Bracewell 等 (1985) 提 到 的 技术 
ЛФ, #6 Hartley 变换 建立 了 一 种 实 的 分 数 光学 变换 。 如 果 Ус) 有 一 维 Hartley 变换 


нор = | cas2x ra 那么 对 a 阶 的 分 数 Hartley 变换 我 们 有 


l. т S z*)+ 25 


预期 未 来 的 应 用 会 出 现在 透镜 系统 设计 领域 .其 它 的 类 似 于 光 导 出 现场 合 的 物理 分 支 包 
括 :需要 使 用 磁 聚 焦 的 离子 束 (Pierce,1954) 和 静 磁 物理 ,其 中 5 ~ 15 kHz 的 无 线 电波 从 闪电 
泄漏 入 管道 ,管道 把 辐射 导向 到 相对 的 半球 (Helliwell,1965)。 量 子 机 械 谐 波 振荡 器 波动 方程 
和 梯级 指数 光纤 以 及 激光 腔 的 自然 模式 相同 ,而 且 同 时 还 是 分 数 傅 里 叶 变换 算 子 的 特征 函数 ， 
这 是 令 人 吃惊 的 ,分 数 传 里 叶 变 换 为 一 些 旧 课题 提供 了 新 的 天 地 。 

对 一 个 独立 的 基于 1 的 分 数 根 而 不 是 传统 的 N 次 根 exp( 一 i2x/ N) 的 离散 变换 , 参见 
Bailey 和 Swartztrauber(1990) 。 


HP = 


万 一 +“ шы 


sing 
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习题 
1. 证 明 下 列 与 f(z) 及 其 希 尔 伯 特 变换 Ful) 有 关 的 定理 : 
(a) flar) D Fular) (相似 性 》 
(b) f(x) + g(z) D Fula) + Guil) (叠加 性 ) 


(с) /(т—а) D Fu(z —a) BW 
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са) | FOF adr =f Бы (DF) dz (功率 ) 


w Г у ср о = |" РасОРаб udr (HH) 


(D f* g D- Fu * Gu CEED 

2. 卷 积 的 希 尔 伯 特 变换 令 Xf 表示 f(x) 的 希 尔 伯 特 变换 ,证 明 卷 积 的 希 尔 伯 特 变换 能 
表示 为 

Жук) = Xf* g = f = Xg. 

3. 自 相关 “解释 为 什么 一 个 函数 和 它 的 希 尔 伯 特 变 换 有 同样 的 自 相关 函数 。 

4. 唯 一 性 ”由 于 1 的 希 尔 伯 特 变 换 为 零 所 以 一 般 认为 希 尔 伯 特 变换 不 是 惟一 的 ,因为 零 
的 道 变 换 可 以 是 任何 常数 ,所 以 任何 函数 的 希 尔 伯 特 变换 都 不 确定 地 释 加 了 一 个 常数 ,仔细 研 
究 这 个 问题 并 且 做 一 个 有 关 惟 一 性 问题 的 权威 报告 。 

5. 与 以 下 波形 sinc: ,exp[— (t — to)? ]соз аг , (1 + McosQtr)cos et 对 应 的 解析 信号 是 什么 ? 
作出 三 维 草图 显示 解析 信号 和 它 的 两 个 投影 。 

6. 建立 希 尔 伯 特 变换 对 通过 分 离开 以 下 物理 可 实现 冲 激 响 应 函数 exp( 一 站 H(t) ,texp( 一 
DH), AU — 1) ,exp(— t)cosest H Ct) 的 傅 里 叶 变换 的 实 部 和 虚 部 产生 希 尔 伯 特 变换 对 。 

7. 通过 取 下 列 物理 可 实现 冲 激 响应 函数 的 奇 部 和 偶 部 的 传 里 叶 变换 生成 希 尔 伯 特 变换 对 ， 


лоно, па 1) 
8. :的 一 个 实 函数 当 : < 1 时 为 零 , 证 明 它 的 傅 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 构成 了 一 个 希 尔 伯 
特 变换 对 。 


9. 提前 的 因果 性 对 :一 一 1 时 为 零 的 :的 一 个 实 函数 的 傅 里 叶 变换 ,我 们 能 说 些 什么 ? 
10. 设 一 个 滤波 器 的 传输 函数 T(7) 表示 为 


ТОР =e’, 


其 中 O 是 复 的 电 长 度 , 证 明 @( f) 是 hermitian 的 。 
п. 上 题 中 , 设 


AP = аср) HRN, 
其 中 af) 是 滤波 器 的 增益 ,而 B( /) 是 滤波 器 的 相位 变化 .这 样 如 果 
то» = 60Р +iB(CP， 
那么 ар) = log(G’ + В?) 4 =log| T| 


н ВО = un ! Ë = phaT。 


这 就 证 明了 ӨС f) 是 hermitian H, B] @(— N = Ө” (f) , sZ a( f) 是 偶 函 数 而 B8(/) 是 奇 函 数 。 
为 了 证 明 这 一 点 ,只 假设 T( f) 是 hermitian 的 [1(z) 是 实 的 ] 可 以 吗 ? 另 外 ,假如 是 这 样 的 话 , 如 
RT 是 因果 的 ,a(/) 和 8С /) 还 能 呈现 出 其 它 什么 样 的 性 质 ? 

12. ARRA WEGA 十 iB(/) 是 一 个 因果 滤波 器 的 传输 函数 ,证 明 
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Be) = _ zj. Жа де 


2 uB (u) 
С =f 24024 
Si куо Ра" * 


13. 一 个 hermitian 函数 的 希 尔 伯 特 变换 是 什么 样子 的 ? 
14. 带 限 函 数 ”证 明 一 个 带 限 函 数 的 希 尔 伯 特 变换 是 带 限 的 。 


15. 函数 /(1) 是 带 限 的 ,也 就 是 说 仅 根据 ЛОО НС 0) 的 知识 就 可 以 推导 出 整个 ЛО) 。 分 
析 上 述 论断 。 


16. 证 明 汉 克 尔 变换 等 价 于 一 个 Abel 变换 再 加 上 一 个 一 维 傅 里 叶 变换 ,或 者 
2af 72ке | Че” | dr2zf (nr — y t= fo. 


17. ZR 。 设 冲 激 序列 /Cn)6(: — m ERKI а < Rep 一 有 内 存在 拉 普 拉 斯 变换 ,证 


明 在 = 平面 的 圆 环 se? 一 | z |< e "内 ,序列 f(n) 的 Z 变换 存在 。 
18. 证 明 下 面 的 Hankel 变换 对 。 


Jo(C2rar) (2xa) 'lq— a) 

Ј тағ) rg (rx? — qt) T Il (zq/2) 

jincr = (2r) !J (wr) H (Q) 

пе» T[eos а а — gt JI (4/2) 
r"J], r) 2x(1— 4°) П Cng) /2"' (п 1)! 
ехр(їг?) irexp( 一 irzg2) 

Sinczar (ха?) 'cosh''(a/q) 


19. MES ШЖ fay) 的 健 里 叶 变换 是 F(u,v) WEH f(z,y 一 az) 的 傅 里 时 变换 
Ў Еби ао.) 

20. RHAW ЕН ФЕ 0. 01соз[2х(500г + 50 )]N/m* 气压 变化 的 声波 被 称 为 带 
升 调 的 中 度 高 纯音 调 ( 超 过 0.1 N/m: 的 参考 标准 54 dB) .在 1 = 0 时 频率 为 500Hz 并 以 每 秒 
100Hz 的 速度 上 升 ,2 ~ 3 分 钟 后 当 它 超过 听力 极限 后 消失 。 

(a) 需要 多 长 时 间 音调 可 以 达到 1 个 8 度 音阶 (1) 从 500Hz 开始 ;(2) 从 6 000Hz 开始 。 

(b) 计算 每 秒 一 个 半音 的 频率 变化 率 。 

(c) 建立 一 个 可 以 被 耳 采 感觉 到 的 均匀 升 调 的 纯音 调 的 波形 。 使 这 个 音调 以 100Hz 每 秒 
的 速度 上 升 到 500Hz。 

21. 二 维 衍射 一 块 300 公顷 的 被 耕 过 的 地 , 它 的 长 为 宽 的 3 倍 , 一 米 有 三 个 犁 沟 * 地 的 
长 轴 方 向 为 北 偏 东 20*。 在 x MERA Cuo) 平面 上 , 画 出 地 的 表面 高 度 A(z,y) 的 二 维 侍 里 叶 
变换 的 草图 并 标 出 它 的 主要 特征 的 尺寸 .假设 犁 田 可 以 产生 传 里 叶 变换 。 

22. 二 维 变换 ”一 个 菱形 孔径 天 线 的 长 对 角 线 为 N 个 波长 短 对 角 线 为 ”个 波长 。 如 果 N 
和 相等 ,孔径 是 方 的 ,我 们 知道 角 谱 是 sincusincu, 在 + 一 士 1, v = 士 1 等 方向 上 将 是 零 谱 线 。 
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由 此 出 现 了 下 面 的 争论 :* 零 谱 线 与 方形 孔径 的 四 个 方向 的 对 称 有 关 ,两 个 与 边 平行 ,两 个 与 对 
角 线 平行 .但 是 菱形 孔径 仅 关 于 对 角 线 对 称 . 这 使 得 在 离散 方向 的 格子 上 , 角 谱 为 0, 但 无 论 顶 
角 偏 离 90" 多 么 小 , 零 谱 线 都 被 毁坏 了 。” 这 正确 吗 ? 

23. X 射线 衍射 在 晶体 某 个 平面 上 的 原子 位 于 间隔 为 0.54 pm 的 方 格 上 ,由 于 ?IIICx， 
D 的 二 维 傅 里 叶 变 换 是 ?III(w,v), 当 用 X 射线 照射 它 时 ,正如 所 期 望 的 那样 产生 方形 图 案 的 
衍射 点 .现在 ,用 一 个 微 声波 穿 过 该 晶体 ,使 上 面 提 到 的 平面 受到 周期 剪 切 .同事 们 给 出 了 下 列 
论断 。 

Са) 衍射 点 将 被 移 位 , 移 位 的 方向 取决 于 平面 上 波 的 方向 。 

(b) 衍射 点 将 只 在 一 个 方向 被 加 宽 。 

Сс) 衍射 点 将 被 扩大 。 

(d) 点 的 结构 可 能 会 被 破坏 ,因为 为 了 防止 波长 极 短 X 射线 的 干扰 ,晶体 的 应 力 会 很 大 ， 
而 点 的 位 置 与 晶体 的 应 力 有 关 。 

(e) 和 点 的 大 小 相 比 ,任何 影响 都 很 小 以 致 不 可 检测 。 

评论 以 上 观点 。 

24. Ей 射 向 晶体 的 X 射线 被 轨道 电子 散射 了 。 因 此 原则 上 就 有 可 能 通过 观察 所 
有 方向 的 散射 强度 来 得 到 晶体 中 的 电子 密度 ,从 而 有 可 能 推论 出 各 种 原子 核 的 位 置 ,即使 原子 
核 本 身 是 不 可 探测 的 。 假 设 在 球 对 称 情况 下 电子 密度 是 p(r)。 证 明 散 射 强度 KC) 仅 是 一 个 变 
量 的 函数 , 且 обо) 可 以 用 下 式 计 算 


ро) = Anf Коеља: 
I 


s 的 物理 意义 是 什么 ?一 个 水 晶 物质 如 何 能 在 任何 情况 下 都 被 看 作 球 对 称 的 ? 
25. 三 维 卷 积 考虑 一 个 球 函 数 条 (元) , 即 x,y,z 的 一 个 函数 , 它 在 单位 半径 的 球 内 等 于 
1 而 在 球 外 等 于 0。 证 明 它 的 三 维 自 相关 函数 (或 自 卷 积 ) 是 


r m Rs ае 
H (ç) * * x IC) = Cs) (2 2 ВПС? 


26. 二 维 冲 激 — 通过 给 出 (a) 冲 激 所 在 的 轨迹 ; (b) 轨迹 上 每 一 点 的 线性 密度 ,说明 以 下 
的 二 维 冲 激 符号 的 本 质 :5(z 十 y)， Ə(zy), 6(sing)， A Hy, a +), 
27. 汉 克 尔 变换 的 微分 定理 EAO D FY AS 2 Сан. 


28. 汉 克 尔 变换 的 微分 定理 EN rf о-о Fo]. 

29. 汉 克 尔 变换 定理 EHS = Aq inr Hon. 

30. 汉 克 尔 变换 例子 ”证 明 r exp ar) 的 汉 克 尔 变换 是 (x — q')exp(— лд). 

з. NARE 证 明 人 Ji,(zyJuCardr =H) 

32. 汉 克 尔 变换 例子 EAU J a) MURERE 一人)TT(9)。 

эз. HAEE ”我们 常常 使 用 惯用 语 "曲线 f(z) 下 的 面积 "表示 从 一 co 到 co 的 积分 .从 
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我 们 对 面积 的 经 验 中 ,我 们 可 以 直观 感觉 到 f(x) 下 的 面积 和 f(z 十 1) 下 的 面积 是 一 样 的 。 你 
能 证 明太 sgnrdr = Г sgn(z 十 1)dr 吗 ? 


34. 圆 对 称 下 的 径 向 采样 ”从 间隔 某 个 距离 9 的 两 个 分 开 的 点 接收 一 个 恒星 发 出 的 光 , 丙 
个 光学 波形 的 复 相关 是 确定 的 .可 以 证 明 这 个 复数 是 恒星 盘 上 亮度 分 布 b(r) 的 汉 克 尔 变换 
Be) 的 一 个 值 (假设 亮度 分 布 是 圆周 对 称 的 )。( 如 果 r 用 弧度 进行 度量 ,那么 4 就 用 波长 进行 
度量 。) 由 于 恒星 是 有 限 范围 的 ,在 等 间隔 的 距离 上 对 变换 进行 采样 就 足够 了 .说 明 如 何 用 4 = 
0, a, 2а, … 时 的 BC) 的 值 确定 b(r)。 

35，Abel 变 换 BE SCO 连续 进行 两 次 Abel 变 换 .证 明 所 得 到 的 函数 ru Cr) EF SO 
在 半径 外 的 体积 , 即 fu Ст) = 2x| rf dr, GRAI M S. J. Wernecke Й.) 


36. 二 维 自 相关 B/O 的 Abel 变 换 是 fA(z)。 如 果 我 们 取 fer) 的 二 维 自 相关 ,就 得 到 
另 一 个 圆周 对 称 的 函数 .证明 二 维 自 相关 的 Abel 变换 是 Abel 变换 f(x) 的 一 维 自 相关 , 即 
fer) ж ж f(r) 的 Abel 变换 是 FACz) ж f G), 

37. Abel-Fourier-Hankel 循环 变换 ”我 们 可 以 通过 一 组 四 个 函数 在 空间 中 的 安排 展现 
Abel-Fourier-Hankel 循环 变换 (R. N. Bracewell, Austral. J. ，vol. 9，p. 198，1956， 和 习题 
13.10 。 因 此 下 列 关系 式 ， 

jiner 的 Abel 变换 是 sincr 

sincz 的 傅 里 叶 变 换 是 II(9) 

TED 的 汉 克 尔 变换 是 jincr 

IT(9) 的 Abel 变换 是 (1 一 421 TI GO 

1 = uE Си) 的 伟 里 叶 变 换 是 jincr， 

其 中 jiner = (2r) ! J Cer) ,可 以 通过 把 四 个 函数 成 组 的 放 在 方 框 中 紧凑 地 表示 。 


Fourier- 


бас (1-4н')ПОч) 


sincr [1(q) 


Fourier 


右边 的 图 是 空间 变换 关系 的 关键 .验证 下 列 重要 的 变换 组 。 


sincr T Cu) SCr 一 a) 2соз2хаи 


baD -OHNA даба? — a) ФПС) — 2mwaJo(2waq) 


第 13 章 人 情 里 叶 变 换 的 近 杂 


301 


Mo а-и)? 


sinr А) 


= u cosh wu 


38. 对 a > 0, 证 明 Fourier-Abel-Hankel 的 复合 相似 性 定理 ， 


如 果 


那么 


af (ar) FGH) 


glar) a'e) 


39. 非 圆周 对 称 傅 里 时 变换 。 建立 下 列 二 维 傅 里 叶 变换 对 。 


f(z,y) F(u,u) 
6(r—a)e™ (—1)"2лае'®] „(2хад) 
òlr — а)созл@ (—1)"2ласозлФ.] . (2xaq) 
00" — а)ѕіп пб (— 0)"2хаѕіплф/,(2хад) 
òlr — а)соѕӣ — 12ласоѕ%/ , (2=aq) 
òlr — a)sin0 一 i2rasingJ (2rag) 
TI Gi? c0s40 (2x=q') !cos40[4 十 8Jo(2rag) + (2raq — 12/xaq) J, (2raq)] 
40. 三 维 傅 里 时 变换 。 建立 下 列 三 维 傅 里 时 变换 对 。 
k(r) K(s) ] 


exp(—ar) 
r'lexp(—ar) 


r texp(—ar) 


exp(— nr’) 
sine*r 


jiner = (2r) Ji (ar) 


8ла[а* + (22s) J? 


Anla? + (2x8) J? 
2s tan (255) 

a 
(Uns 


aT m 


exp(— лз?) 
(л) S) 

4л 
207160145) 
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41. mn 维 傅 里 时 变换 “7? 维 空间 中 的 函数 f (r) 仅 是 离 原点 的 距离 -的 函数 , 它 的 ” 维 傅 里 
MER F 仅 是 一 个 变量 q 的 函数 .对 ”= 1,2 和 3 证 明 通用 公式 


ED = 2xq s: аа яд Эё 


能 表示 п 维 会 利 叶 变换 。 
42. 余弦 变换 EOF oo 区间 定义 的 函数 f(x) 
1— 22° о<т<+ 
fe) = 
И! 


求 它 的 余弦 变换 FC) = 2| cos2rsr7(z)dz。 
43， 一 个 商业 变换 。” 一 个 股票 市 场 分 析 家 习惯 记录 每 日 的 股票 价格 /(r) 并 计算 一 个 变换 


° 


FO) = р У) foDcos(2mr/N)， 06-1 
i 


rN 


目的 在 于 看 清楚 季度 性 的 与 其 它 信息 结合 着 的 股市 走向 以 指导 顾客 .通常 N 取 为 365 ,变换 每 
月 进行 一 次 ,一 个 新 的 思想 需要 对 Е, Су) 进行 改进 ,再 加 上 一 个 反 演 变换 ,作为 一 个 顾问 ,现在 
要 求 你 提供 一 个 求 逆 的 公式 。F.(v) 的 处 理 本 质 和 构成 私有 信息 的 意图 没有 透露 给 你 ,认真 地 
对 待 这 个 作业 ;财政 补偿 将 比 你 通常 的 要 高 很 多 . 作 一 个 完整 的 专业 报告 。 

44. 一 根 由 硅 制 成 的 透明 纤维 掺 杂 了 少量 的 二 氧化 钳 使 得 折射 率 n 在 纵 轴 z 上 的 值 为 n。 
但 随 半径 按 公式 n= п r: /h') 逐渐 减 小 ,其 中 与 纤维 的 半径 相 比 要 大 很 多 。mo 的 值 仅 比 
硅 的 值 (1. 55 左右 ) 大 百 分 之 一 或 二 .一 道光 线 在 r = 0, = = 0 的 位 置 进 入 光纤 且 和 % 轴 夹 角 
为 i. 证 明光 线 沿 正弦 曲线 

r= лаві, ле 

传播 .其 中 工 = xh/2V2n。 是 从 z = 0 到 光线 第 一 个 转向 处 的 距离 。 

45. 逆 函 数 。 证 明 在 (1/xr) * (一 1/xz) = Ə(z) 的 意义 上 ,1/xz 的 卷 积 逆 是 一 1/rz。 


# 14+ 


迄今 为 止 ,我 们 讨论 了 工 和 * 是 实 变量 的 情况 。 现 在 设 是 实 变量 而 p 是 复 变 量 ,考虑 如 下 
积分 


froe "аг. 


该 积分 被 称 为 函数 fO) k A HREL AE Be» n] DL АА 15 48 Hi pt Ay PR 09 DX 9 
仅 在 于 符号 不 同 。 当 р 的 实 部 为 零 时 , 拉 普 拉 斯 变换 与 传 里 叶 变 换 (用 非 复 变量 解释 ) 完全 一 
致 .尽管 如 此 ,两 种 变换 在 应 用 上 有 着 根本 的 不 同 。 

拉 普 拉 斯 变换 的 其 它 定义 包括 


Гое на. 
该 定义 被 称 为 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ,以 及 
[rona 


该 定义 被 称 为 拉 普 拉 斯 变换 的 乘 p 形式 。 

单 边 拉 普 拉 斯 变换 源 于 瞬 态 分 析 , 其 中 fO) 是 随 着 : = 0 时 刻 开关 的 闭合 而 产生 的 。 然 
而 ,如 果 我 们 设 < 0 700) = 0, 则 这 种 情况 就 可 以 被 看 作 包含 在 双边 拉 普 拉 斯 变换 定义 之 
中 。 我 们 并 不 总 强调 定义 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 是 0 十 ;实际 上 在 应 用 中 通常 写 为 0. 但 
必须 记 住 


[rosa 通常 意味 着 limf" (ye nar, 
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为 了 与 Heaviside 运算 符号 保持 连续 性 , 很 多 作者 采用 拉 普 拉 斯 变换 的 乘 p 形式 ， 
Heaviside 运算 符号 在 电路 瞬 态 微分 方程 上 的 成 功 应 用 激励 了 变换 理论 的 长 期 持续 发 展 . 导 纳 
ATY ,其 中 pp 解释 为 时 间 微分 算 子 ,证 明 是 单位 电压 阶 跃 响应 的 乘 p 拉 普 拉 斯 变换 。 

RER p 拉 普 拉 斯 变换 正在 逐渐 消失 , 它 与 大 量 电 工 以 及 应 用 数学 文献 之 间 的 联系 已 经 
被 搞 混 了 。 另 一 方面 ,通过 省 略 p, 我 们 就 能 够 与 传 里 叶 变 换 有 准确 的 对 应 关系 ;进一步 地 , 通 
过 对 冲 激 响 应 而 不 是 前 述 的 阶 路 响应 进行 处 理 ,我 们 可 以 保持 求解 子 程序 的 简洁 性 (可 以 省 一 
到 二 行 ) .这样 系统 输入 电压 波形 v(1) 与 响应 电流 со 之 间 的 关系 为 


it) = Y(p)u(t) 
其 中 p 被 解释 为 时 间 微 分 算 子 ,Y(p) 是 系统 单位 电压 冲 激 响 应 的 非 乘 p 形式 双边 拉 普 拉 斯 变 
换 。 对 于 单 边 拉 普 拉 斯 变换 该 运算 公式 通常 也 成 立 。 


从 拉 普 拉 斯 变换 恢复 Со) 的 逆 变 换 公 式 也 有 逆 伟 里 叶 变 换 所 具有 的 那 种 对 称 性 .然而 与 
( 伟 里 叶 变 换 中 的 )w 不 同 ,变量 pp 通常 是 复 的 ,因此 必须 在 复 平面 上 指定 对 p 的 积分 围 线 , 这 样 


fo = 去 站 -Poerdy， 
其 中 
Fi(p) = [ ушей, 


< 是 一 个 经 过 恰当 选择 的 正常 数 。 

本 书 将 经 常 提 到 拉 普 拉 斯 变换 在 处 理 电路 瞬 变 过 程 以 及 其 它 问题 时 与 传 里 叶 变 换 相 比 所 
拥有 的 优势 。 傅 里 叶 变换 最 重要 的 优点 是 它 的 物理 可 解释 性 ,如 可 以 解释 为 谱 、\ 衍 射 图 案 等 等 。 
然而 拉 普 拉 斯 变换 不 具备 这 样 的 物理 可 解释 性 ,一 旦 我 们 对 一 个 等 式 取 拉 普 拉 斯 变换 ,我 们 就 
只 保留 了 对 其 数学 意义 上 的 而 非 物理 意义 上 的 理解 。 

拉 普 拉 斯 变换 通常 用 于 解决 诸如 动态 系统 中 的 瞬 变 过 程 之 类 的 初 值 问题 ,而 当今 工作 中 
包含 的 很 多 类 型 的 问题 根本 用 不 到 拉 普 拉 斯 变换 。 

基础 性 的 教科 书 可 以 参见 Doetsch(1943) 以 及 van der Pol 和 Bremmer(1955), 有 关 拉 普 
拉 斯 变换 更 详细 的 列表 可 参见 Erdelyi 等 (1954) 以 及 Roberts 和 Kaufman(1966) ,McCollum 
和 Brown(1965) 详尽 汇编 了 产生 于 电路 应 用 方面 的 拉 普 拉 斯 变换 。 


拉 普 拉 斯 积分 的 收敛 性 

拉 普 拉 斯 变换 的 定义 积分 式 告 诉 我 们 ,我 们 需要 对 一 给 定 函 数 fO 乘 以 e ,其 中 是 任 
意 复数 ,再 从 一 co 到 十 oo 进行 积分 . 先 考虑 p 是 实数 的 情况 ,对 一 系列 p 的 值 ,我 们 可 以 绘 出 
乘积 /(De”( 见 图 14.1). 当 pp 二 0 时 ,乘积 等 于 f(t) 本 身 ; 因 此 一 0 时 的 拉 普 拉 斯 变换 等 
于 уч) 的 无 穷 积分 , 即 


FLO) = oa. 


标注 p 二 一 0.1,p 一 一 0. 2 的 连续 曲线 下 的 面积 给 出 了 已 (一 0. 1) M F, (一 0. 2) 的 值 。 显 而 易 
见 , 当 :为 正 值 时 , 随 着 情 值 向 负 值 方向 减 小 ,与 f(z) 的 值 相 乘 的 e ” 是 一 个 不 断 增 大 的 因子 。 
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如 图 14.1 所 示 , 为 使 积分 有 限 ,p 必须 大 于 某 个 下 限 值 .这 里 设 p 的 下 限 值 为 4. 当 户 存在 虚 部 
时 ,可 以 证 明 如 果 р 的 实 部 小 于 这 个 下 限 a ,积分 结果 将 是 无 穷 大 .类 似 地 ,考虑 p 为 正 实数 的 
情况 ,原点 左边 乘积 曲线 下 的 面积 同样 有 可 能 变 为 无 穷 大 .当然 ,如 果 1 二 0 时 /(1) = 0 或 者 定 
义 积 分 是 单 边 积分 , 则 这 种 情况 就 不 会 发 生 . 但 是 ,一 般 情况 下 p 值 不 能 超过 某 个 实数 值 8, 和 
前 面 一 样 可 以 证 明 在 复数 情况 下 需要 考虑 的 是 p 的 实 部 。 


图 14.1 不 同 p 值 时 的 e” 曲线 (虚线 ) M e” f 曲线 ( 实 线 ) 


因此 , 拉 普 拉 斯 变换 不 可 能 对 于 p 的 所 有 值 都 存在 ,典型 的 情况 是 , 它 的 取 值 范围 由 下 式 
指定 


a< Rep <p 


在 这 个 范围 内 ,定义 积分 式 收敛 .这 意味 着 积分 在 p 复 平面 上 的 一 个 带 状 区 域内 收敛 ( 见 图 
14.2)。 但 是 定义 积分 式 并 不 是 必须 如 图 中 所 示 的 那样 在 p 的 虚 轴 上 收敛 ,也 不 是 必须 要 存在 
кәй. 

例如 ,考虑 /(1) = e'。 这 个 基本 函数 广泛 应 
用 于 电路 分 析 以 及 其 它 利 用 拉 普 拉 斯 变换 进行 
研究 的 学 科 , 当 Rep > 1 或 Rep < 1 时 , 它 的 拉 
普 拉 斯 变换 均 不 收敛 。 在 此 情况 下 , 带 状 收敛 域 
收缩 成 一 条 直线 :积分 仅 在 Rep = 1 时 收敛 , 尽 
管 不 是 精确 地 收敛 于 p = 1. 

对 于 函数 exp[:H (4)], 积分 左 半 部 分 的 收 
ЖЖ Rep 一 0; 而 右 半 部 分 的 收敛 要 求 Rep > 
0; 因 此 复 平面 内 不 存在 能 使 其 收敛 的 p 值 . 另 一 
方面 ,如 果 Rep >— 1, 函数 exp[— tH (1)] 的 右 
半边 收敛 ,因此 它 的 带 状 收敛 域 为 一 1 一 Rep 一 
0。 


图 14.2 p 复 平面 上 的 收敛 域 


对 收敛 情况 进行 总 结 ,我 们 注意 到 下 限 取 决 于 函数 了 (2) 右 半边 的 特性 .函数 f(t) 随 :的 
增加 衰减 得 越 快 ,下 限 a 的 值 就 会 越 小 ,如 果 f(z) 衰减 到 零 并 保持 为 零 或 者 以 exp( 一 已) 的 速 
度 衰减 ,那么 a 可 以 达到 一 co。 

相似 地 ,上 限 8 取 决 于 f(t) 的 左 半边 的 特性 .例如 ,如 果 fO) 在 某 一 点 的 左 侧 为 零 , 则 可 
达到 十 ce。 图 14. 3 的 例子 给 出 了 说 明 各 种 可 能 性 的 例子 。 
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385 
— 


Imp 
ж в 
Кер 
s В 
| ; 
в | а 
站 
a в 
1 
| : 
图 14.3 ”一 些 简单 函数 及 其 收敛 域 


拉 普 拉 斯 变换 定理 
在 拉 普 拉 斯 变换 的 列表 14. 1 中 重 述 了 传 里 叶 变换 的 大 多 数 定理 .这 些 定理 在 很 大 程度 上 
是 相似 的 , 表 中 主要 增加 了 有 关 带 状 收敛 域 的 内 容 。 


第 14 章 拉 普 拉 斯 变换 307 


表 14.1 拉 普 拉 斯 变换 相关 定理 


定理 名 称 fo ЕС) ж 
相似 性 fia) HFE) a<a'Rep<p 
AMER ADH fD F, (p) + F, (p) maxlaı sa; ) < Rep < min(B ,8;) 
时 移 Ge 一 中 erF(p) а< Кер< в 
1 1 
FFO- ie) + —F(p + 
调制 ЕР ВЧАСНО рф 
iw) 
еч) F(p 十 a) a— Rea < Rep < 8— Rea 
卷 积 ля) Fi (pF p) maxla saz) < Rep < тіп(В sfe) 
w + R. ‚+, 
乘积 СУА лова Тете АТА сс. 
— | 
Е ЕЗ уч) + ус) F(P)F(— p) | Rep |<min(|al, | 81) 
微分 ГО) ФЕС) а < Кер < ВОВ ЖӘ 
有 限 差分 лао 2sinh РЕС) а< Вер< в 
а-ро 
积分 | „70а РЕС) max(a,0) < Rep < 8 
лови p’ F) а < Rep < min(8,0) 
反 转 ус ЕС р) — p< Кер 一 一 “ 
瞬 态 响应 问题 


让 一 个 时 变 激 励 V, Со 通过 一 个 线性 时 不 变 系统 得 到 响应 V(t) .例如 ,Vi(1) 可 以 是 加 在 

线性 时 不 变 电 网 络 的 输入 端 上 的 电压 ,V:(t) 则 是 由 V(t) 引起 的 输出 电压 。 那 么 两 者 之 间 的 
关系 通常 可 以 方便 地 用 常 系数 线性 微分 方程 的 形式 表示 : 
d. 
dt 
这 种 微分 方程 很 适合 用 拉 普 拉 斯 变换 进行 求解 .对 每 一 项 乘 以 exp( 一 p14) REE — оо 到 十 co 
区 间 上 对 其 进行 积分 ,那么 ， 


г : 
ау WD + a ЖУ +a, ivo 十 … = bV CD +b, Зу +b, Evo 十 …。 
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af Vierde +а[ Verdt. = 
K| vwe паь | уена ЕА 
用 横 杠 符号 表示 拉 普 拉 斯 变换 , 即 
Vi(p) = [vwera, 


注意 到 微分 V O 的 拉 普 拉 斯 变换 是 pV,(p) ,我 们 有 


ao Vip) ар, фф) +ap V, Cp) +++ 
= bo У, (р) +bip V, (p) + bp V, (p) + 


这 个 与 V,(t) 和 Vs(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 有 关 的 方程 被 称 为 辅助 方程 它 不 是 一 个 微分 方程 ,而 
仅仅 是 一 个 代数 方程 ,并 且 可 以 方便 地 解 出 V,Cp) .这 样 , 当 分 母 不 为 零 时 ， 


а Барар +T („у 


VD = ырыр + 


这 一 简单 的 步骤 具有 变换 方法 的 实质 特征 .通过 将 问题 转换 到 变换 域 ,我 们 可 以 得 到 一 
个 更 加 简单 的 问题 。 

可 以 发 现 有 两 个 独立 变量 (如 传输 线 上 的 z 和 +) 的 偏 微分 方程 ,可 以 被 化 简 为 一 般 的 微分 
方程 联 立 的 微分 方程 可 以 被 化 简 为 联 立 的 代数 方程 ,等 等 。 

在 这 种 情况 下 ,通过 求解 简单 的 代数 方程 ,我 们 就 求解 了 微分 方程 . 剩 下 的 工作 只 是 将 结 
果 变 回 到 原来 的 函数 域 。 

жуп) 是 一 个 简单 的 常见 激励 ,那么 它 的 拉 普 拉 斯 变换 V,(p) 可 以 从 记忆 或 者 一 些 变 
换 对 的 参考 表 中 得 到 , 稍 后 我 们 会 谈 到 У, (2) 不 是 一 个 简单 的 常见 激励 的 情况 .通过 拉 普 拉 斯 
变换 定理 以 及 一 到 两 个 既定 的 步骤 (例如 把 有 理 分 式 展开 成 部 分 分 式 ) 可 以 扩充 拉 普 拉 斯 变 
换 对 参考 表 , 在 将 V1(p) 和 指定 的 有 理 分 式 相 乘 计算 出 V: Cp) 以 后 ,我 们 可 以 用 相同 的 步骤 通 
过 反 变 换 求 得 V: 0). 


拉 普 拉 斯 变换 对 
很 少 有 必要 通过 积分 计算 拉 普 拉 斯 变换 。 拉 普 拉 斯 方法 常常 是 用 在 自由 度 有 限 的 系统 中 
的 ,对 这 样 的 系统 来 说 ,一 小 部 分 的 拉 普 拉 斯 变换 对 就 足够 了 .最 关键 的 变换 对 是 


“ „Ж, = 
е HGD Sa Rea < Кер. 


把 a 取 为 零 ,有 
но 25 0 < Кер. 


Жа = іо. Н 


1 
= = R 
е но Эу 1 0 < Кер 
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和 ноо ті 0< Кер. 
将 两 个 变换 对 相 加 ,有 


工 _1 оф 
coswtH O D F Fm 27 РБ PFa 0< Кер, 
将 两 个 变换 对 相 减 ,有 
зін) 21-1102 0 一 Rep 。 


2i p—iw 2їр+ш p +a 
X HO D p ' ARRIER, A 


HOD% 0< Кер, 


应 用 微分 定理 ,有 
DI1 —9 < Кер< оо, 
根据 登 加 定理 ,有 


Q e) HGD max(0, — Rea) < Rep, 


кы ер 
platp) 
#8 ехрс– а) НО) D ( 户 十 a) 对 a 进行 微分 ,有 


„ыйыт! эш. 
te HOD TO Rea < Rep 。 
将 a 分 为 实 部 和 虚 部 ,a = o 十 iw, 有 
«енын 1 КА 
е HO эъ s < Кер 
因此 
pta a 
e “cosotH (t) D tor Fa a< Кер 
ў da w = 
以 及 e “sinotH (t) Эрт о < Кер 


ARATE 26 БОЕ. hS Ж ЖИ AE JE АИЯ 5 gb H 


а 1 
е*Но) Эа 


中 推出 ,可 以 清楚 地 看 到 ,指数 波形 扮演 着 一 个 基本 的 角色 .与 其 它 地 方 所 述 的 一 样 ,由 指数 激 
励 得 到 指数 响应 的 意义 和 线性 时 不 变 的 意义 是 一 样 的 。 表 中 所 列 的 所 有 时 间 函 数 是 线性 时 不 
变 系统 中 固有 的 函数 ,并 可 以 通过 简单 的 激励 得 到 。 

为 便于 参考 , 表 14.2 中 列 出 了 很 多 例子 ,其 中 包括 了 几 个 具有 简单 激励 特点 的 例子 .这 些 
例子 都 可 以 通过 积分 很 容易 地 得 到 ,或 者 通过 用 p 代替 已 知 伟 里 叶 变 换 中 的 i2x/ 的 方法 直接 
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转换 得 到 。 其 收敛 域 必须 单独 进行 考虑 。 
表 14.2 “一些 拉 鞋 拉 斯 变换 
fo iË fD dt каң 
e “H(D ) 1 — Rea < Rep 
еН n pta [уса 
но + 0< Rep 
1 
на) 学 0< Кер 
го) 1 所 有 p 
(CD P Жр 
a-e VHW ГЕЗ] max(0, — Rea) < Кер 
coswtH (t) Ет 0< Rep 
sinwtH (0) иә 0< Rep 
- — ae = 
te НО) Ср Ға)? Rea < Кер 
+ 
e "созы На) ЕТЕТ —0 < Кер 
СРО) ФО —в< Rep 
2 
єч z Ты — Rea < Rep < Rea 
sinh +> 
Ho MA p 
1 
H( +) 所 及 
: 
AW MA p 
HO Hü ++) 0 一 Rep 
м) ШЕ 
по) ME p 
-HOn Rep < 0 
sgnt Rep=0 
MOHO) 0< Rep 


-一 
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自然 响应 

在 上 述 的 瞬 态 响应 问题 中 ,V;(1) 是 由 激励 V,(:) 引起 的 响应 。 然 而 系统 也 可 以 有 不 需要 
激励 来 维持 的 自然 响应 .通常 会 有 先前 的 激励 作用 于 网 络 激发 了 系统 的 这 种 自然 响应 (但 这 并 
不 是 必需 的 ,如 系统 组 成 中 可 能 包含 有 储 能 元 件 ) 。 

显然 ,与 能 量 循环 有 关 而 不 是 由 激励 w,(z) 引起 的 任何 自然 响应 都 必须 和 V, Со 相 加 ,从 
而 给 出 系统 的 总 体 响应 。 

求解 系统 自然 响应 的 众所周知 的 方法 是 , 当 激励 V(t) = 0 时 求解 响应 Va C) 。 这 样 在 畏 
助 方程 中 , 令 V1(p) = 0, 有 

如 十 和 pp 十 如 大 十 … 一 0 。 
该 方程 被 称 为 特征 方程 , 它 的 一 组 复数 根 A ,A,,… 确定 了 系统 的 自然 (固有 ) 模式 。 

H VD = 0 时 ,把 V(t) = expr) 代入 微分 方程 可 以 看 到 它 是 微分 方程 的 一 个 解 . 假 
Baade 互 不 相同 ,把 具有 任意 强度 的 所 有 模式 结合 在 一 起 ,用 通用 表达 式 > aep) 
来 表示 自然 响应 。 

当 有 重 根 存在 时 ,比如 说 ha = А, ,那么 将 出 现 非 指数 形式 的 响应 模式 texp(hat) 。 在 某 种 意 
义 上 ,这 种 情况 可 以 想象 为 如 下 的 指数 模式 的 组 合 。 先 考虑 一 个 ha 和 4, 几乎 相等 的 系统 ,然后 
考虑 一 系列 A 与 A, 趋 于 相等 的 系统 ,并 将 注意 力 从 一 个 系统 转移 到 另 一 个 系统 表达 式 

азе + a et 


代表 了 可 能 的 响应 模式 ,其 中 a, 和 а, 的 强度 是 任意 的 . 设 a, 和 а, 大 小 相等 但 符号 相反 。 令 
和 三 1 十 以 ,那么 上 面 的 表达 式 变 为 


a, [e — etan], 
该 表达 式 是 一 个 驼峰 状 的 波形 ,从 零点 开始 上 升 ,继而 回落 ;但 是 当 Q 趋 于 零 时 表达 式 也 将 趋 
于 零 . 然 而 ,由 于 系数 a, 是 任意 的 ,而 且 响应 模式 可 以 是 任何 强度 的 ,因此 随从 的 减 小 ,我 们 完 


全 可 以 放大 微弱 的 响应 .假设 当 我 们 从 一 个 系统 转 到 另 一 个 系统 时 ,使 系数 a; Ma 与 以 成 反 
比 的 增加 。 那 么 一 系列 可 能 的 响应 为 


ehta — ым 


2А И 
在 极限 情况 下 ,该 表达 式 是 exphat 对 X， 的 微分 .因此 ,在 4: EFA 的 极限 系统 中 ， 
te 


就 是 可 能 的 时 间 变 化 量 的 任意 倍 乘积 .看 起 来 为 了 得 到 这 种 结果 ,要 合并 的 模式 所 必须 满足 的 
条 件 是 很 难 达 到 的 ,但 实际 上 只 需要 有 限 的 一 点 能 量 。 因 此 如 果 存 在 重 根 ,e* 对 44 的 微分 必 
须 包含 在 最 一 般 的 自然 响应 的 表达 式 当中 。 


冲 激 响应 和 传递 函数 
与 :的 原点 选择 无 关 , 设 当 V,(i) = ди) 时 ,V:(iD) = ТО) ABA IG) 称 为 系统 的 冲 激 响应 ， 
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тА н, 


уа) =[ IDV, G — udu , 


现在 ,如 果 V. G) 是 一 个 指数 函数 
Уш) = e” 


其 中 p 是 复 常数 ,那么 有 
уа) = | Taer du = Ei I(we ма)". 


结果 说 明 对 指数 激励 的 响应 仍然 是 指数 的 ,而 且 有 相同 的 复 常数 p, 但 幅度 值 由 中 括号 内 的 分 
量 给 定 。 我 们 把 这 个 分 量 称 为 传递 函数 ,可 以 看 出 传递 函数 就 是 冲 激 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 。 从 
前 面 给 出 的 辅助 方程 ,我 们 可 以 看 出 传递 函数 是 
а taptap 
b +bp+Tbp: ° 
在 集 总 参数 电网 络 中 ,根据 计算 交流 阻 
抗 的 经 验 我 们 可 以 很 容易 地 写 出 系统 传递 
函数 .因此 ,通过 拉 普 拉 斯 变换 可 以 很 容易 
地 得 到 系统 的 冲 激 响应 这样 ,在 图 14. 4 所 
示 的 电路 中 ,通过 观察 , 当 V,(t) Bl exppi Ж 
化 时 输出 V, G) 与 输入 V,(2) 的 比 为 
23.22, 
КЕЛТ; 
esas R 1 
1а Ç RF L, + L.) p + LiRCp*: + L, L,Cp' ° 
jp 


图 14.4 AEVO ЖУ 


R 


利用 部 分 分 式 方法 ,这 个 有 理 分 式 可 以 表示 为 以 下 形式 


A B 十 C 
pta pHo р+с' 


这 样 , 冲 激 响 应 就 是 
(Ac “ + Be“ +Ce “)H(0) 。 


在 给 定 V, (O 而 要 求 出 V, CD 的 问题 当中 ,总 是 会 想到 两 种 不 同 的 过 程 : 一 种 方法 是 在 变换 域 
中 与 传递 函数 相 乘 进行 求解 ; 另 一 种 方法 是 利用 系统 冲 激 响 应 ,直接 通过 全 加 积分 进行 求解 。 
细心 的 人 可 能 会 注意 到 这 两 种 过 程 之 间 存 在 着 奇怪 的 不 同 . 倒 加 积分 


уш = [ладу а мди 
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EHE V G) 的 过 程 中 并 不 使 用 :二 n 时 Vi(t) 的 值 .( 显 而 易 见 这 是 因为 当 x 取 负 值 时 被 积 
函数 消失 了 .。) 换 句 话说 ,要 计算 现在 当前 的 输出 ,我 们 只 需要 知道 当前 时 刻 及 以 前 的 激励 情 
я. 

ТЕ Е ВОЗА ЕИ ОЭ АКСА „Ий. Ж ГОРСКИ У, (1) 的 拉 
普 拉 斯 变换 ,我 们 必须 知道 V, (1) 将 来 的 不 确定 行为 。 

通常 ,我们 在 := 4 时刻 求 得 的 响应 应 该 具有 相同 的 结果 ,而 与 时 刻 后 V1(1) 如 何 变化 
无 关 。 但 是 在 某 些 情况 下 将 会 出 现 问题 , 例如 ,我 们 可 以 相当 合理 地 问 系统 对 激励 V(t) = 
exp [ H(t) ] 的 响应 是 什么 虽然 通 过 得 加 积分 可 以 很 容易 地 求解 ,但 是 因为 牵涉 到 无 穷 远 将 
来 的 问题 , 拉 普 拉 斯 变换 积分 发 散 。 解 决 这 个 问题 的 一 种 方法 是 假设 激励 在 某 个 时 间 点 后 为 
零 ; 换 句 话说 ,就 是 假设 激励 为 exp [HO 一 H(t 一 4)]。 


初始 值 问题 

有 几 种 著名 的 初 值 问题 ,一 种 类 型 是 微分 方程 加 边界 条 件 的 典型 问题 ,在 这 种 情况 下 给 出 
T : > OO 时 的 激励 函数 ,但 是 未 给 出 系统 以 前 的 激励 信息 .所 以 ,对 前 面 激励 的 持续 响应 可 能 
仍然 存在 必须 提供 另外 的 附加 条 件 。 附 加 条 件 的 个 数 等 于 系统 自然 响应 模式 的 个 数 ,或 
者 与 它 紧 密 相关 ,这 是 因为 系统 的 持续 响应 可 以 看 作 是 由 在 1 = 0 时 刻 停止 的 激励 所 引起 的 自 
然 模式 的 性 加 .这 样 必须 提供 充足 的 条 件 以 便 确 定 每 一 种 自然 模式 的 强度 这 些 数据 通常 由 
“初始 ” 响应 以 及 充足 数量 的 “初始 ”微分 组 成 初始 ”的 含义 是 指 上 一 0 十 ;尽管 :一 0 时 刻 的 
值 似乎 更 有 理由 是 初始 值 ,但 通常 这 是 有 区 别 的 。 为 解决 这 一 问题 ,要 计算 由 激励 w Со) 引起 
的 响应 ,激励 Vi O) 当 一 co < t < 09 时 为 零 ,而 对 上 > 0®,у, (0) 等 于 给 定 的 激励 函数 ,在 微分 
方程 的 许多 可 能 的 特 解 当中 ,这 个 解 对 应 的 条 件 是 在 上 = 0 时刻 之 前 系统 没有 储 能 ,在 上 一 0 十 
时 刻 ,该 响应 函数 及 其 导数 的 值 可 以 与 初始 数据 进行 比较 .如 果 它们 相同 ,那么 说 明 ! = 0 时 刻 
之 前 系统 没有 储 能 , 且 解 是 完全 的 。 但 是 如 果 有 差异 ,那么 必须 使 用 这 些 差异 求解 一 组 如 下 形 
式 的 联 立 方程 来 确定 自然 模式 的 强度 a， 


VOH = >a, e w 
T 


VOH = Jani 
T 


一 个 更 好 的 预先 引入 边界 条 件 的 方法 是 假定 :< 0 时 响应 为 零 而 不 是 激励 为 零 假 设 现在 需要 
通过 解 微分 方程 


bo VD +b VD +b, V(t) + = Vt) 
KR VUO , 式 中 已 给 定 : 之 0 时 的 六 (1) 以 及 初 值 V(0 十 ) ,六 (0 十 )……。 字 母 上 的 着 重 号 表 


о жану о 有 时 在 : 宇 0 给 定 ,有 时 在 :二 0 给 定 ,但 是 就 像 在 接 下 来 的 例子 中 一 样 ,问题 的 叙述 通常 不 区 分 这 
— 

о 此 处 一 =。 指 的 是 一 个 物理 系统 产生 之 时 的 时 间 起 点 ,从 那 时 起 系统 就 一 直 保持 着 同样 的 线性 时 不 变 条 件 。 

图 在 :=0 时 , 取 值 雪 VC0 十 ); 或 取 任意 其 它 的 有 限 值 .因为 正如 前 面 看 到 的 那样 ,对 一 个 堆 函 数 没有 响应 
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示 上 > 0 以 外 的 函数 值 未 被 定义 .我们 用 VO 的 一 个 新 方程 代替 上 面 的 微分 方程 ,其 中 


Vt) (>O 


vie = | 5 
0 t<0 


PF У. С) 对 所 有 的 上 都 有 定义 , 且 与 已 定义 的 VO 一 致 .由 于 


зч) 0 
уза) = #. ого) + | колы 
0 1<0 
以 及 
V 1>0 
узш = Vo Pad + Woo + | У ; 
0 <0 
则 得 到 如 下 新 的 微分 方程 
ЬМ.) ЫМ) + ha Vt) ++ = V 00), 
其 中 
їн) (>0 
уч) = [6.000 +02007) + 10,07,00 +0000) 十 所 六 (0 十 )8 (+ + у 


该 微分 方程 与 原 微分 方程 的 区 别 在 于 在 激励 函数 中 引入 必要 的 冲 激 以 产生 V, о) 的 初始 不 连 
续 点 及 其 导数 。 对 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 到 如 下 辅助 方程 

bo V,(p) + bip V, (p) + bip V, (p) +++ = V, (p) , 
因此 


жю = лкк ЕЕ 
[6 VCO0+)]+ 1607004) + bY (0+)p] + +[, Vi De” dt 
Е bo Fop F Бр + š 
对 该 结果 进行 逆 拉 普 拉 斯 变换 即 可 得 到 V;(4) ;其 中 :二 0 的 部 分 即 为 所 求 的 V, C) ,其 具 
有 满足 初始 条 件 的 固有 特性 。 
考虑 如 下 的 例子 :给 定 一 个 微分 方程 


dy, 3d: = 
t tay = 2, 
满足 初始 条 件 y(0) = 1,y (0) = 0, 要 求 y(t) (+ > 0)。( 虽 然 这 是 常用 符号 ,但 正如 我 们 提 到 
的 ,y(0) 真正 意义 上 表示 y(0 +.) 可 以 看 到 ,激励 函数 V, (1) = 2, 它 与 时 间 无 关 . 然 而 ,没有 
明确 指出 是 上 > 0 时 还 是 + > 0 时 激励 函数 Vi (1) 一 2。 令 

уч) t>0 


YG) = . 
0 <0 


如 图 14.5 所 示 。 那 么 
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, "(O 1t>0 
ү = уо г) + ” = 
0 {<0 
, у, 4 0 
和 YD = y OHD + у) + r PES 
0 t<0, 
响应 函数 新 响应 函数 
yl) Y(t) 


8700) +3802) +2H(t) 


图 14.5 初始 值 问题 ( 左 ) 及 其 等 效 ( 右 ) 


ЖЕ Үс) 满足 的 新 微分 方程 是 

YD +3ЗҮ' п) +2Ү = 80) + 320) +2H() 。 
对 应 的 辅助 方程 是 

PY +3pY(p) +2Y(p) = p+ 3+ (2/p), 
由 此 可 得 


Yop) =Ё+3+(2/р) 1 
р) р +3р+2 p 
因此 对 所 有 的 1， Yw) = НО), 
这 样 , 在 有 限 的 上: > 0 范围 内 ,所 求 的 解 是 


уч) =1. 


从 探讨 先前 激励 状况 的 角度 研究 这 个 例子 对 于 我 们 是 非常 有 指导 意义 的 ,因为 许多 情况 
下 在 问题 叙述 中 并 不 指明 先前 的 激励 ,而 只 给 出 了 初始 条 件 .为 了 使 问题 更 加 具体 化 ,将 上 例 
看 作 


ËQ RRLQ 
LR +R +R = vo 


它 是 用 电压 V(t) 激励 的 LRC 串联 电路 中 电容 C 上 的 电量 所 满足 的 微分 方程 .如 果 工 一 1, R 
= 3, С! = 2, 我 们 从 以 前 的 研究 可 以 推断 ,对 上 > 0 时 恒定 的 1 C 电 量 Q, 与 2 V(: > 0) 的 作 
用 电压 是 一 致 的 ,初始 条 件 是 Q(0 +) = 1 R Q'(0 +) = 0. 

除非 系统 是 由 已 存 有 能 量 的 元 件 构成 ,电容 中 的 电量 一 定 取 自 于 电压 源 .通过 一 些 简单 的 
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假设 我 们 可 以 求 出 是 什么 样 的 电压 源 对 电路 施加 了 作用 .例如 ,假设 电荷 是 在 : = 0 的 一 瞬间 
被 注 人 电容 的 ; 即 , 取 


90) = Но), 
那么 ,由 微分 方程 
уч) = 80) +390) +2H(0) 
可 以 得 知 , 冲 激 部 分 通过 电感 和 电阻 产生 了 一 个 电流 冲 激 对 电容 充电 ,于 是 在 电容 上 就 产生 了 
BEREK. 

我 们 已 经 解决 了 一 个 只 给 出 所 有 历史 时 刻 的 激励 而 没有 任何 附加 初始 条 件 的 问题 ,现在 
彻底 抛弃 在 := 0 时 刻 V(:) 的 冲 激 , 而 引入 如 下 事实 作为 替代 , 即 : 在 := 0 十 时 刻 电容 已 被 充 
电 , 且 电量 变化 率 为 零 . 现 在 我 们 再 来 看 最 初 的 问题 。 

应 该 认识 到 还 存在 很 多 其 它 方式 使 电容 达到 其 初始 电量 .特别 地 ,在 本 问题 中 充电 过 程 可 
以 用 同样 的 方式 在 更 早 的 时 间 内 进行 ,可 以 表示 如 下 

QD = HG 二 1) 
VG) = 8(t 十 1) 十 38(t 十 1) 十 2HG 十 1)。 
这 些 值 在 上 > 0 部 分 也 满足 初始 条 件 的 问题 ,但 是 Q(0) У УСО) 和 前 面 的 不 同 。 


这 种 结合 初始 条 件 的 系统 化 方法 的 特点 在 于 ,把 冲 激 项 加 在 激励 函数 中 使 得 在 :一 0 时 刻 
瞬时 注入 系统 所 需 的 全 部 初始 能 量 。 


求解 初始 值 问 题 
在 理解 了 使 用 拉 普 拉 斯 变换 解 题 的 原理 后 ,求解 中 只 需要 很 少 的 步骤 ,通过 观察 微分 方程 
和 其 初始 条 件 , 可 以 直接 写 出 辅助 方程 .因此 ,给 定 


Фу 十 3dy = 
Ptt, 


我 们 就 可 以 写 出 
PI 十 3p оуСр) +2 op) = Cy (0+) + у(0-Ө р] +[3у(0+)]+#0р), 
сеу р 1 二 0 
其 中 oy(p б^ 0 
se $a) t>0 
以 及 жс (А у 


既然 这 些 变 换 所 涉及 的 函数 在 + 二 0 时 等 于 0, 那 么 它们 分 别 等 于 函数 y(t) fl $C) 的 单 边 
拉 普 拉 斯 变换 .在 早期 ,对 这 一 类 问题 的 重视 正 是 单 边 拉 普 拉 斯 变换 流行 的 原因 。 


开关 问题 

前 边 叙 述 了 两 种 适合 用 拉 普 拉 斯 变换 处 理 的 问题 : 

1. 线性 时 不 变 系统 对 给 定 激励 函数 (对 所 有 D 的 瞬 态 响应 (包括 激励 函数 为 0 时 系统 的 
自然 响应 问题 )。 
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2. 初始 值 问题 ,其 中 已 知 上 — 0 时 的 激励 函数 以 及 与 响应 相关 的 初始 值 。 

第 三 类 问题 就 是 通过 开关 切换 这 种 简单 的 方式 破坏 了 系统 时 不 变性 的 问题 ,在 应 用 线性 
时 不 变 理论 时 ,应 该 充分 认识 到 扳 动 一 个 开关 将 把 该 电路 改变 为 一 个 不 同 的 电路 .例如 , 当 通 
过 开关 将 电池 的 电压 加 到 电阻 上 时 ,一 个 新 的 电路 就 产生 了 .这 个 简单 的 开关 问题 和 一 个 与 电 
阻 串联 的 电压 源 产生 电压 H C) 的 瞬 态 响应 问题 是 完全 不 同 的 类 型 .尽管 两 种 情况 下 都 将 有 
阶 路 电流 从 电阻 中 流 过 ,但 只 有 第 二 种 情况 才 是 时 不 变 的 电路 , 它 的 电阻 在 1 = 0 时 刻 的 前 后 
是 一 样 的 。 虽 然 两 种 问题 之 间 存在 着 某 种 等 效 关系 ,但 是 只 有 第 二 种 情况 才 适 合用 线性 时 不 变 
系统 理论 处 理 。 

当然 ,在 开关 闭合 以 后 两 个 系统 完全 一 致 .这 样 ,如 果 给 定 系统 响应 的 初始 值 (“初始 ” 意 
思 是 开关 闭合 以 后 ) 以 及 后 继 的 激励 ,如 果 有 的 话 ,此 问题 可 以 作为 初始 值 问题 进行 处 理 ; 因 
为 在 初始 值 问题 中 不 需要 研究 : 一 0 时 的 情况 。 

然而 ,更 一 般 的 情况 是 给 定 预 初始 条 件 (! = 0 一 时 ) ,或 者 给 定 以 前 所 有 的 激励 情况 .处理 
这 种 情况 的 方法 是 将 问题 转化 成 有 关 时 不 变 电 路 的 等 效 问题 ,就 像 电 池 和 电阻 的 简单 例子 一 
样 。 

如 定义 一 个 在 所 有 + 上 有 意义 的 电压 V, (r) ;在 1 = 0 时 刻 将 电路 某 处 原来 打开 的 开关 闭 
合 。 要 求解 电路 某 点 的 响应 V, (r) ,我 们 可 以 用 前 面 的 方法 对 开关 闭合 之 前 的 时 刻 进行 求解 。 
同样 我 们 可 以 容易 地 计算 出 如 果 开 关 一 直 保持 闭合 时 对 V, с) 的 响应 应 该 是 什么 ,实际 上 我 
们 期 望 在 开关 闭合 足够 长 时 间 , 电 路 “忘记 ”前面 开关 激励 的 影响 以 后 ,出 现 这 个 响应 结果 。 现 
在 的 问题 是 求解 = 0 时 刻 之 后 系统 的 过 渡 响 应 。 

注意 到 开关 断 开 时 两 端 存 在 某 个 电压 ,该 电压 可 通过 求解 给 定 激励 Vi(1) 的 瞬 态 响应 的 
方法 获得 。 令 该 电压 为 V,(t) 。 如 果 将 一 个 零 内 阻 的 电压 源 连 接 于 开关 两 端 , 且 它 的 电压 变化 与 
У, соу 严格 一 致 , 则 开关 上 就 没有 电流 流 过 .由 于 没有 电流 流 过 断 开 的 开关 ,该 电压 源 的 连接 不 
会 影响 电路 的 响应 .然而 此 时 已 经 有 了 一 个 重要 的 变化 , 那 就 是 在 开关 两 端 之 间 引 入 了 零 阻 搞 
连接 ,使 得 :二 0 时 的 电路 与 + 二 0 时 刻 开关 闭合 后 的 电路 完全 相同 ,开关 的 闭合 完全 能 够 通过 
引入 电压 源 V,(1)H( 一 的 方法 来 模拟 ,该 激励 可 以 被 分 成 两 项 V,(7) V, OHO 。 其 中 与 第 
一 项 有 关 的 响应 是 已 知 的 :对 所 有 的 4, 它 就 是 开关 断 开 时 系统 对 激励 V,(1) 的 响应 。( 开 关闭 
合 时 ,系统 对 Vi(t) 和 V,(t) 响应 的 全 加 给 出 相同 的 结果 。) 与 第 二 项 一 V,(1) H(t) 有 关 的 响 
应 ,给 出 了 所 求 的 过 渡 响 应 ,该 响应 与 开关 断 开 时 的 系统 响应 相 香 加 就 给 出 了 问题 的 答案 。 

在 开关 断 开 并 使 任何 流 过 它 的 电流 中 斯 的 问题 当中 ,我 们 应 用 对 偶 性 原理 并 且 引入 合适 
的 电流 源 来 解决 问题 。 
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习题 
1. 指出 下 列 函数 的 收敛 域 : 
на), по). exp(—tt)H(D), (+)! 
AHD CHO, Qog) HU), sgnt, mI 


£, вч), (+e, (+e 
2. 求解 下 列 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 并 指出 其 收敛 域 ; 


‹е“—е)На) е" (ё—е")Н(—) 


э. REET O ,IT{(: 一 去) 和 ло) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,并 指出 收敛 域 。 


4. 求解 LR 串联 回路 对 电压 激励 exp( 一 | t | ) 的 电流 响应 。 

5. 由 一 个 电感 .一 个 电容 和 一 个 电阻 ,可 以 组 成 17 种 不 同 的 双 端 网 络 。 求 出 所 有 这 些 网 
络 的 阶 牙 响应 和 冲 激 响应 并 列表 。 

6. 求解 LR 串联 回路 对 电压 激励 exp(t)sintH (t) 的 电流 响应 。 

т. 一 个 电流 冲 激 作用 于 LR 串联 回路 , 求 电路 的 电压 响应 。 

8. 一 短路 电缆 的 输入 阻抗 是 75tan(10* /› 。 用 内 阻 为 零 的 电压 源 施加 一 个 冲 激 , 试 求 其 
电流 响应 。 

9. 电压 sinwtH (t) 作用 于 LR 串联 电路 ,证 明 电流 系统 响应 是 

м ina 
— ecos i Кыз Ho, 
10. 电压 coswtH (t) 作用 于 RC 串联 电路 ,证 明 系 统 电流 响应 是 


i иш: 
Ке Coston et spet 十 Re Hw 


11. 电压 exp( 一 at)H(1) 作用 于 LR 串联 电路 ,证 明 系统 电流 响应 是 


12. 一 个 串联 LR 电路 和 一 个 电容 C 并 联 ,一 个 斜坡 电压 :H(t) 作用 于 这 个 电路 证 明 系 
统 电 流 响 应 是 


[cti m te" но. 
13， 交 变 电 压 驱动 直流 电流 ”一 个 交流 电压 sinwtH O) 作用 于 某 一 电路 ,得 到 直流 的 电 
流 响 应 ,这 是 个 什么 样 的 电路 ? 


14. 电池 产生 交流 电 ”一 个 稳定 的 电压 作用 于 某 个 电路 ,得 到 的 电流 响应 为 sinwtH (t)。 
这 是 个 什么 样 的 电路 ? 
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15. 一 个 电容 C 带 有 初始 电量 Q. 在 上 一 一 1 时 刻 闭合 开关 允许 其 通过 一 个 电阻 尺 放电 :在 
t = 0 时 刻 断 开 开 关 , 请 作 图 表示 一 2 < t < 1 间隔 内 的 电流 。 

16. 一 个 电阻 和 一 个 未 充电 的 电容 ,并 联 构成 双 端 口 网 络 。 在 上 一 一 1 时 刻 闭 合 开关 使 一 个 
电池 作用 于 网 络 ,t = 0 时 刻 断 开 开关 。 对 所 有 1, 求 电容 和 电阻 上 的 电流 。 

17. 如 图 14.6 所 示 电 路 ,电压 源 输 出 电压 为 exp(1)H(1) .t= 1 时 刻 开 关闭 合 ,假定 电容 初 
始 电量 为 零 , 试 求解 一” < t оо 内 通过 电压 源 的 电流 。 


图 14.6 


18. 如 图 14.7 所 示 ,: = 一 1 时 刻 电 容 С, 和 C, 通过 含有 电阻 尺 的 电路 放电 。 在 上 一 0 时 刻 
开关 闭合 ,对 所 有 : 求 通过 电容 C, 的 电流 。 


6 ý L; ра 
Ee 


图 14.7 

19. 解 下 列 微分 方程 求 出 >(0)(t > 0) ,初始 条 件 为 >(0 十 )，y (0 十 )，… 

(a) уб) + уч) 一 1 

答案 :> = 1 十 [>(0 十 ) 一 1]e“ 

(b) ус) +5у (DO 十 6y( = 6 

答案 ;y = 1 十 [3y(0 十 ) 十 Y(0 十 ) —3Je “ +[2 — у (0 +) – 200+) Је" 

(с) YD 十 2y 00) + y) = 2sint 

ER: у= [1 +y(0+)+ y (04+))e 十 [1 十 y(0 二 )]e — cost. 

20. 分别 为 上 述 问题 寻求 满足 微分 方程 的 具体 电路 ,推出 可 以 产生 上 述 :> 0 时 的 响应 的 
激励 函数 。 

21. 收敛 域 问题 ” 试 找 出 4 个 不 同 的 时 域 函 数 ,它们 都 具有 拉 普 拉 斯 变换 [(p 一 2)(p 一 
DD(p 十 1)] ,对 每 个 函数 指明 它们 的 收敛 域 。 

22. 证 明 阶梯 函数 HO + HG — T) + НО 2T) 十 … 的 拉 普 拉 斯 变换 为 

1 
Рае) 

23. 电压 uCt) HO) 作用 于 一 个 在 := 0 时 刻 之 前 已 含有 能 量 的 电路 .由 于 我 们 已 经 知道 了 
所 有 的 激励 情况 ,因此 不 需要 补充 起 始 时 刻 前 的 初始 数据 。 然 而 为 了 计算 总 体 响应 (0) ,我 们 
需要 知道 系统 的 自然 响应 .也 许 我 们 无 法 得 知 起 始 时 刻 前 所 有 的 能 量 注入 状况 ,但 只 要 知道 


0 < Кер. 
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+ 二 0 时 刻 施加 电压 前 退 间 的 系统 状况 就 足够 了 .例如 ,可 能 会 给 出 := 0 一 时 刻 电感 以 及 电容 
的 储 能 状况 ;但 这 里 假设 给 定 足够 数量 的 响应 的 初始 状态 值 :7(0 一), 了 (0 一 ), (0 一 ),…。 
试 证 明 可 以 通过 如 下 特殊 形式 的 拉 普 拉 斯 变换 方便 地 计算 系统 的 总 体 响应 


F (p) = [лое “ш, 
Я 


试 推导 出 用 于 该 变换 的 定理 ,例如 , 它 的 微分 定理 为 SAO D pF (р) – fO). 

24. 拉 普 拉 斯 积分 的 收 剑 性 R НП 一 1) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 。 

25. 将 双边 拉 普 拉 斯 变换 用 于 初始 值 问题 说明 如 何 用 双边 拉 普 拉 斯 变换 求解 满足 初 
ШЖ у = y(0 十 ) 的 微分 方程 y 十 y = 0. 

26. 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 一 个 串联 LR 电路 满足 微分 方程 


L'O + ЕІ) = УО), 


试 求 出 在 1 = 1 时 刻 加 入 电压 时 的 电流 ,假设 电路 此 前 没有 磁 能 存储 。 

27. AREAREN 。 某 个 系统 的 冲 激 响应 是 一 个 强度 按 指数 规律 衰减 的 规则 冲 激 序列 ， 
试 求 系统 的 传递 函数 。 

28. 短路 传输 线 ”一 个 双 端 口 网 络 的 输入 阻抗 为 iRtan2xT ,证 明 系 统 对 一 个 电压 冲 激 
的 电流 响应 为 


IQ) = R '[8( +250- 2nT) ], 
КПК у A 
AG) = R "но +2) наат) . 
29. 触发 时 钟 脉冲 发 生 器 ”给 上 题 的 网 络 并联 一 个 电阻 R, 证 明 电压 冲 激 的 电流 响应 为 
lG) = 2R "Ува ат) 


30， 一 个 可 疑 的 变换 BARTER ARRA RA Со HO) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 
coth +p, (0 二 Rep) HIR W E pt ЖЕФ coth Fiw Ricota f JÉ f АТК КИТ OHO) 
并 非 奇 函数 , 它 既 有 偶 部 也 有 奇 部 .因此 这 意味 着 传 里 叶 变换 对 不 正确 .证明 当 包括 传 里 时 变 
换 委 失 的 偶 部 时 ,正确 的 傅 里 叶 变换 对 是 ШОНО D ш 一 icotry 。 
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MHA 微波 太阳 单 色光 照相 仪 


照片 中 的 天 线 阵 拥有 3. 工 弧 分 人 arcminutes) 的 波 东 宽度 ( 见 Bracewell, К. Nis and С. 
Swarup, “The Stanford Microwave Spectroheliograph Antenna, a Microsteradian Pencil 
Beam Interferometer,” IEEE Trans. Ant. Propag., vol. АР-9, рр. 22-30, 1960, È fE 
9. lem 的 波长 上 观测 每 天 的 尖 阳 温度 分 布 图 已 经 长 达 11 年 。 东 西向 的 天 线 臂 由 安装 在 赤道 
上 的 .16 个 间距 为 d=7.5 m 的 易 操纵 的 3 m 抛物 面 组 成 ,可 以 描述 为 单个 抛物 面 的 孔径 分 布 
和 方位 函数 TICz/d) 工 (z/16d)6( 坊 的 卷 积 ,该 方位 函数 的 二 维 传 里 叶 变换 为 ваар) * 
sincl6d!。 将 两 个 天 线 劈 接收 的 太阳 信号 乘 在 一 起 ,根据 卷 积 定理 ,接收 方向 图 正比 于 [III 
(dl) * вїпс164][11(‹4т) * sincl6dm]。 根 据 这 个 清楚 的 基于 傅 里 时 的 推理 ,我 们 知道 总 体 方 
向 图 由 指向 天 顶 的 形 如 sincl6dlsincl6dm 的 尖锐 波束 组 成 ,每 个 这 样 的 波束 在 间隔 为 A/ 忆 (或 
12 弧 分 ) 的 正方 形 区 域内 被 复制 。 从 波束 中 心 到 第 一 个 零点 的 距离 是 /16d ;或 是 2.6 弧 分 。 

另 一 种 用 传 里 叶 变 换 来 分 析 天 线 方向 图 的 方法 是 ,将 每 个 天 线 臂 的 结构 分 成 对 ,每 对 形 如 


Усе а) асе Tad), n= 1,3,5,7 。 所 以 方向 图 可 以 看 作 四 个 余弦 的 和 , 它 可 以 


直接 表示 一 个 天 线 臂 的 总 方向 图 ,包括 复制 。 在 一 个 后 续 的 发 展 计 划 中 ,东西 辟 上 又 连接 了 一 
个 向 西 延伸 了 51 m 的 干涉 仪 以 将 波束 宽度 减 小 到 50 弧度 秒 ,正如 在 研究 天 鹅 座 A 射电 星 中 
所 展示 的 那样 ,使 得 天 线 系统 的 角度 分 辨 率 超过 了 人 了 眼 的 视觉 敏锐 度 。 

为 了 进行 正确 的 调整 ,从 每 个 天 线 到 中 心 节点 的 总 长 51 m 的 波导 传输 线 的 误 该 为 
+1 mm 或 者 说 有 十 万 分 之 二 的 误差 ( 测 地 学 的 精度 特征 》。 为 了 在 温度 和 湿度 都 随时 变化 的 
环境 中 做 到 这 一 点 ,在 每 个 天 线 的 喇叭 口 处 放置 了 一 个 荧光 管 ,该 荧光 管 以 400 Hz 的 频率 进 
行 通 断 切换 产生 电离 效应 以 将 被 调制 的 微弱 回 波 信 号 反射 到 中 央 信 号 发 生 器 。 在 有 分 支 波 导 
系统 作为 一 个 整体 产生 的 强 未 调制 反射 的 情况 下 ,任何 一 个 单独 天 线 上 相位 路 径 的 漂移 都 可 
以 被 检测 出 来 。 这 个 技术 (G. Swarup and K. S. Yang, “Phase Adjustment of Large Anten- 
nas,” IEEE Trans. Ат. Propag. , vol. AP-9, рр. 75-81，1961) 就 是 后 来 各 种 所 谓 自动 相 
位 校准 和 调整 方法 的 鼻祖 ,这 和 自 适应 光学 望远镜 的 发 展 相 类 似 。 

电 传 打字 机 将 用 电话 线 分 发 的 实时 太阳 温度 图 在 穿孔 纸 带 上 显示 出 来 。 由 一 个 光电 设施 
提供 该 天 中 用 于 控制 时 变 偏 差 的 球 坐 标 三 角 数 据 和 太阳 温度 图 中 连续 行 所 需 的 起 始 时 间 。 这 
套 系统 是 第 一 个 可 以 将 其 观测 结果 以 适 于 拍摄 成 印刷 版 形式 提供 的 射电 望远镜 。 

5 个 安装 在 赤道 上 的 直径 为 18.3 m、 基 本 间距 为 D = 22. 9 m 的 抛物 面 ,联合 起 来 以 在 
2.8 cm 的 波长 上 形成 east-width 波束 宽度 为 18. 8 弧 秒 的 扇形 波束 ( 见 Bracewell, R. N. , R. 
S. Colvin, L. R. D Addario, C. J. Grebenkemper, К. M. Price, and A. R. Thompson, 
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照片 B 五 元 射电 望远镜 


“The Stanford Five-Element Radio Telescope,” Proc. vol. 61, pp. 1249-1257, 
1793). № ЖН 5 4.2 弧 分 。 地 球 的 自转 致使 无 线 电源 (译注 :此 处 为 所 观测 的 星体 ) 
处 于 要 由 扇形 波束 扫描 的 7 弧 分 的 范围 内 。 扇 形 波束 即使 在 天 线 跟踪 无 电源 的 时 候 也 能 保 
持 固定 在 一 个 和 子午 线 ( 天 项) 平行 的 平面 中 ,因为 方位 函数 5(z 一 D) +8(х 
3D) 十 8(z 一 7D) 十 8(zx 一 10D) 是 固定 的 。 扫 描 角 度 随时 间 变化 使 得 我 们 可 以 绘制 
度 分 布 图 ,就 像 断 层 摄影 重建 一 样 。 

当 一 个 无 线 电 源 远 离 天 顶 , 到 达 不 同 天 线 的 波 的 路 径 差 不 相等 时 ,会 因为 系统 中 用 于 提高 
灵敏 度 的 60 MHz 真实 带宽 而 造成 扇形 波束 的 模糊 。 为 了 进行 补偿 ,把 有 效 长 度 可 达 100 m 
的 可 变 延迟 线 和 传输 线 配 合 一 起 使 用 ,使 接收 到 的 信号 输入 到 有 10 个 乘法 器 的 中 央 系 统 中 ， 
在 其 中 产生 各 天 线 对 之 间 10 个 可 能 的 间隔 上 接收 到 的 场 的 复 相关 。 该 相关 的 傅 里 叶 变换 将 
数据 变换 到 空域 中 用 于 图 谱 的 重建 。 

5 个 天 线 之 间 不 规则 的 间距 提供 了 从 D—9D 的 所 有 9 个 可 能 间距 ,而 不 用 耗资 来 建立 
个 10 单元 等 距 阵 。 配 置 函数 的 自 相关 将 说 明 如 何 选择 天 线 的 安排 方式 来 最 小 化 由 同样 总 长 
度 的 均匀 阵列 所 造成 的 元 余 

做 为 传 里 叶 合成 的 一 个 成 功 例子 ,Cassiopeia A( 仙 后 座 A) 的 图 像 ,是 20 世纪 40 ERE 
现 的 最 早 的 无 线 电 "点 "信号 源 之 一 ,显示 出 其 角 直径 只 有 6 弧 分 。 该 发 现 是 由 位 于 新 墨西哥 
州 Socorro 的 国家 射电 天 文学 超大 观测 阵列 (Very Large Array of the National Radio Astron 
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照片 C 射电 天 文 图 像 


omy Observatory) 所 完成 的 。27 个 可 移动 的 25m 天 线 按照 不 同 的 配置 分 布 在 长 达 21 公里 的 
Y 轴 上 来 测量 二 维 复 自 相关 函 数 , 这 些 自 相关 函数 正 是 所 求 的 亮度 分 布 的 傅 里 叶 变换 。 由 于 
拥有 0. 2 弧 秒 的 分 辩 率 和 非常 高 的 动态 范围 ,使 得 该 射电 * 图 像 " 的 质量 是 光学 望远镜 在 胶片 
上 产生 的 图 像 ( 胶 片上 的 光学 复制 品 ) 所 无 法 比拟 的 

该 星体 是 发 生 在 公元 前 1680 年 一 次 超新星 大 爆炸 的 残留 物 。 它 的 角 直 径 一 直 在 增长 (可 
测量 到 的 ) ,但 是 由 于 外 壳 的 扩展 因 受 星 际 气体 和 灰尘 的 作用 而 放 慢 ,所 以 它 本 身 的 扩展 也 放 
慢 了 。 从 而 ,不 在 爆炸 最 前 沿 的 内 部 物质 可 以 追 上 并 穿 过 外 壳 , 在 表面 上 留 下 弹 坑 一 样 的 凹 
陷 


这 张 令 人 惊奇 的 在 (z,y) 平 面 上 的 人 脑 径 向 切片 图 ,是 由 斯 坦 福 大 学 电气 工程 系 的 医学 
共振 成 像 小 组 (MRI) 用 非 外 科 手 术 的 方 到 的 ,由 John Pauly 博士 友情 提供 

灰 度 等 级 对 应 于 不 同 组 织 中 氨 原 子 的 密度 。 空 心 处 显示 出 黑色 ,因为 它 不 含水 ;骨头 和 牙 
齿 由 于 同样 的 原因 而 显示 黑色 。 另 一 方面 ,脂肪 由 于 由 富 含 氨 的 分 子 组 成 ,所 以 显示 出 亮 白 
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色 , 所 以 环绕 着 头骨 (头骨 是 黑色 的 ) 的 部 分 显示 出 
白色 ,肌肉 和 脑 组 织 则 因为 含水 量 和 组 织 分 子 的 不 
同 而 显示 出 不 同 的 灰 度 。 皮 于 脂肪 上 的 薄皮 肤 层 则 
模糊 可 见 。 脂肪 中 显著 的 皱纹 是 因为 与 枕头 接触 的 
缘故 8 

氧 原子 中 的 质子 发 射出 的 信号 是 能 够 成 像 的 原 
因 。 在 一 个 稳定 的 磁场 B 中 ,如 果 一 个 质子 的 自 旋 
轴 被 扰动 子 , 它 将 产生 频率 为 YB。 的 旋 进 以 恢复 原 
状态 。 比如 说 ,在 1 特 斯 拉 的 磁场 中 ,该 旋 进 的 频率 
为 42. 58 MHz, IÑ +. y 是 质子 的 回旋 磁性 比 ( 电 子 、 
核 粒子 等 的 磁性 能 率 与 角 动量 之 比值 )。 质 子 在 1 
特 斯 拉 的 磁场 中 旋 进 的 过 程 中 ,将 损失 能 量 用 来 发 
射频 率 为 42. 58 MHz 的 电磁 波 ,该 电磁 波 可 以 方便 照片 D 。 头 部 又 光 断 层 摄影 照片 
地 用 无 线 电 接收 机 检测 。 由 于 受到 频率 为 yB 的 电 
磁 波 的 辐射 作用 ,均匀 磁场 B, 中 质子 的 自 旋 状 态 也 会 被 扰动 。 要 成 像 的 物体 中 的 所 有 质子 
都 会 对 磁场 作出 ,但 是 如 果 所 施加 的 磁场 在 = 方向 上 的 梯度 为 G.( 单 位 为 Tm ), 则 我 们 的 
注意 办 只 限于 六 =0 平面 上 的 单个 薄 切 片 中 的 内 容 。 那 么 从 任何 一 个 垂直 于 z 轴 的 切片 所 发 射 
出 的 信号 都 可 以 用 调谐 在 频率 yB 十 G.) 上 的 窄带 接收 机 选择 接收 。 激励 脉 冲 必须 足够 短 以 覆 
盖 所 需 的 频率 范围 

用 式 !) 表 示 与 感 兴趣 的 部 分 在 频率 y(B, 十 G.z) 上 的 所 有 辐射 的 时 变 脉冲 。 如 果 (z,y) 
平面 中 质子 的 密度 为 M(x,y) ,那么 


s(t) = [Meve тб, атау 


ME Ma EMR Ge 上 的 传 里 叶 变 换 的 值 > 如 果 我 们 让 G, 随时 间 变 化 ,并 且 在 y 
轴 上 加 上 另外 一 个 线性 变化 的 磁场 G,, 那 么 这 个 变换 就 可 以 被 描绘 出 来 .这 个 例子 使 用 光栅 
扫描 依次 获得 变换 的 256 条 独立 扫描 线 , 同 时 也 使 用 了 变换 空间 中 的 其 它 轨 线 ,比如 用 恰当 变 
化 的 梯度 所 定义 的 螺旋 线 、 轮 辐 线 ,特别 是 在 测 体积 的 成 像 中 用 来 依次 一 个 平面 一 个 平面 进行 
显示 中 使 用 。 
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天 线 与 光学 


天 线 理 论 与 波形 和 谱 的 理论 非常 相似 ,所 以 一 旦 我 们 掌握 了 其 中 的 关键 ,那么 我 们 在 一 个 
领域 中 所 熟悉 的 方法 就 可 以 应 用 于 另 一 个 领域 .第 一 步 是 要 在 所 研究 的 对 象 中 建立 一 个 傅 里 
叶 变换 关系 ,然后 再 看 哪些 物理 量 能 成 为 其 一 部 分 。 因 为 我 们 的 目的 是 增加 傅 里 叶 变换 作为 一 
个 工具 的 通用 性 ,所 以 只 是 略微 谈 到 天 线 理论 的 一 个 方面 ,但 是 它 在 考虑 天 线 问 题 时 是 基本 的 
和 重要 的 。 

我 们 通过 考虑 一 维 孔径 问题 来 研究 这 一 主题 ,这 样 做 似乎 有 些 不 太 合适 ,因为 天 线 理论 的 
本 质 是 它 要 求 的 维度 比 研究 波形 所 需 的 维度 更 高 ,波形 只 是 一 个 独立 变量 的 函数 ,然而 ,对 于 
所 讨论 的 大 多 数 天 线 来 说 ,如 果 其 方向 性 (系数 ) 可 以 分 解 为 一 维 孔径 方向 性 (系数 ) 之 积 , 那 
么 一 维 处 理 就 足够 了 ,而 且 一 维 孔径 就 足以 建立 类 比 关系 了 .后 面 将 会 介绍 二 维 理论 的 特点 。 

通过 改变 术语 ,本 章 中 的 大 量 内 容 都 可 以 直接 用 于 光学 和 无 线 电波 ;这 样 ,入 射 到 孔径 的 
平行 光 向 空间 的 辐射 方式 ,与 从 一 个 具有 相同 形状 的 孔径 (但 尺寸 更 大 一 些 , 正 比 于 它 的 波长 ) 
所 发 出 的 无 线 电 波 向 空间 的 辐射 方式 一 样 .在 给 定 一 个 光 的 或 无 线 电 的 辐射 场 但 没有 明确 描 
述 照度 分 布 的 这 样 一 类 问题 中 ,通常 可 以 假设 入 射 波 在 银幕 中 的 孔径 上 产生 的 照度 与 银幕 不 
在 那里 时 产生 的 照度 是 一 样 的 ,但 是 在 此 ,我 们 不 研究 衍射 理论 的 更 深入 的 问题 ,我 们 的 出 发 
点 是 孔径 分 布 本 身 。 在 无 线 电 中 ,孔径 的 幅度 和 相位 激励 可 以 通过 分 离 的 传输 线 直接 加 到 一 个 
间隔 很 近 的 偶 极 子 阵列 上 ;对 光波 长 来 说 不 存在 这 种 可 能 性 .由 于 这 个 原因 ,对 给 定 孔径 分 布 
的 辐射 来 说 ,使 用 天 线 进行 讨论 比较 合适 。 


一 维 孔 径 

一 个 向 半 无 限 空间 中 辐射 能 量 电磁 式 喇叭 ,如 图 15. 1 所 示 , 是 能 够 方便 地 用 平面 孔径 模 
型 代替 的 一 类 天 线 的 一 个 例子 .就 流入 右 半 平 面 的 能 量 而 言 , 我 们 可 以 说 这 个 源 等 价 于 孔径 平 
面 AA 上 的 一 个 确定 的 电场 分 布 .虽然 在 被 导体 占用 的 部 分 平面 上 场 强 是 零 , 但 是 由 电磁 能 
量 源 张 开 的 喇叭 口上 维持 着 某 些 确定 的 分 布 。 
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假设 所 有 的 条 件 与 垂直 于 纸 面 的 坐标 轴 у 无 关 , 那 么 天 线 被 称 为 一 维 孔径 .在 下 文 的 大 多 
数 情况 下 ,我 们 还 假设 口径 至 少 横 跨 几 个 波长 ,这 等 价 于 假设 天 线 是 高 方向 性 的 。 

由 于 就 远 场 效应 而 言 任 何 天 线 都 可 以 用 平面 场 分 布 来 代替 ,所 以 把 它 限 定 在 平面 孔径 上 
原则 上 没有 破坏 普遍 性 .但 是 ,对 一 些 非 平面 的 天 线 (尤其 像 八 木 天 线 这 样 的 端 射 天 线 阵 ) ,党 
常 通过 其 它 方法 来 研究 。 

二 维 孔径 很 容易 作为 一 维 情况 的 推广 来 处 理 。 


能 量 流 一 


图 15.1 可 以 看 作 平面 孔径 的 天 线 


设 在 时 刻 1, 点 x 处 的 电场 分 布 为 F(x)cos[wt 一 %z)], 其 中 是 ( 单 频 ) 振荡 的 角 频 率 ， 
F(x) 和 ACE) 分 别 是 幅度 和 相位 ,在 后 面 讨论 电场 时 ,我 们 应 该 明白 相位 复 矢量 ЕСУ, ШИН 


E(z) = Fie”, 
确定 的 复数 量 .我 们 注意 到 ,瞬时 场 是 E(z) = F(x)expiwt 的 实 部 ; 即 ， 
F(z)cos[et — $(z)] = Re[E(z)e= J. 
由 惠 更 斯 (本 uyghens) 原理 可 知 , 在 一 个 远 点 产生 的 电场 是 孔径 各 阵 元 作用 的 性 加 ,每 个 


阵 元 所 产生 的 作用 在 幅度 上 正比 于 阵 元 上 场 的 振幅 ,而 在 相位 上 延迟 了 到 远 点 的 路 径 所 包含 
的 周期 数 ,因此 ,在 距离 + 的 地 方 ,由 x 和 zx 十 dz 间 的 阵 元 产生 的 场 正比 于 


Е(т)ахе r”, 
其 中 1 是 波长 。 
考虑 在 与 = 轴 夹 角 为 0 的 方向 上 的 一 个 远 点 P 


处 的 场 (图 15.2) . 设 点 P 与 原点 xz = 0,z= 0 的 距离 
为 R. 那 么 近似 有 


r = R + zsin0 = R + zs 


其 中 s = sin0, 
那么 Elsje tdr 
变 为 Е(х)е елду, 


因子 exp i2xR/2) 表示 的 是 在 距离 R 处 孔径 阵 元 ESO -应 用 囊 更 斯 原理 的 结构 图 
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所 产生 作用 的 平均 相位 延迟 ,我 们 把 它 和 复 比例 常数 归 在 一 起 .然后 对 所 有 的 作用 积分 ,我 们 
可 得 在 * 方向 上 的 远 场 是 


|, ECz)e "аг, 


这 样 , 作 为 方向 的 函数 的 远 场 就 通过 伟 里 叶 变 换 与 孔径 场 分 布 建 立 起 了 联系 ,为 了 把 这 个 基本 
的 关系 整理 成 标准 形式 ,我 们 今后 用 波长 作为 孔径 平面 上 距离 的 度量 , 即 我 们 用 x/4 代替 т. 
然后 我 们 定义 E(x/X) 等 于 原来 的 E(x) ,并 引入 下 面 的 PO) 

Po = E(2)e ==a(2). 


ЖРО) 正比 于 在 方向 * 上 产生 的 远 场 , 称 为 场 辐射 方向 图 或 角度 谱 。 它 通常 以 某 种 方式 归 一 
化 ,但 是 正如 我 们 已 经 介绍 的 , 它 不 仅 与 孔径 激励 E(x) 的 特征 有 关 而 且 与 激励 的 电 平 有 关 。 
在 归 一 化 以 后 , 它 只 表示 天 线 的 特征 ,而 与 能 量 源 的 强度 无 关 。 

由 傅 里 叶 变 换 的 互 易 性 质 ,立即 可 得 


E(¥)= [росна 


由 于 s 是 一 个 角度 的 正弦 ,所 以 对 s 的 无 穷 区 间 取 积分 的 意思 比较 难以 理解 .然而 ,对 高 方向 性 
的 限制 确保 了 当 * 仍 然 在 一 1 一 十 1 的 范围 时 被 积 函 数 下 降 到 零 .只 要 积分 范围 足够 大 ,那么 准 
确 的 积分 限 就 无 关 紧 要 了 。 

作为 一 个 例子 ,考虑 一 个 孔径 ,其 


Er) = n(#) 


HP т, A z/; 即 在 o, 个 波长 的 距离 上 有 一 个 均匀 的 场 , 在 此 之 外 场 强 为 零 . 那 么 
P(s) = wsincws, 


如 图 15. 3 所 示 。 


Elri) P(s) 


ar sa 
图 15.3 孔径 分 布 及 其 角度 谱 


在 下 面 的 一 维 理论 中 ,我 们 把 讨论 严格 限制 于 高 方向 性 天 线 。 在 更 一 般 的 情况 下 ,讨论 中 
考虑 如 下 的 情况 .首先 ,必须 要 考虑 场 的 极 化 ;不 论 孔径 场 是 在 工 方向 上 还 是 在 > 方向 上 ,在 孔 
径 法 线 周围 的 方向 上 ,辐射 能 量 都 近似 相等 ,但 是 在 宽 的 角度 上 ,余弦 因子 涉及 了 一 种 情况 而 
不 是 另 一 种 情况 . 另 一 种 因子 考虑 到 了 弧度 与 s 的 单位 之 间 的 不 同 .另外 ,还 必须 考虑 到 孔径 
分 布 中 的 陡峭 的 边缘 ;它们 引起 了 随 z 的 增加 而 和 逐渐 减弱 的 损耗 场 , 而 且 对 辐射 的 能 量 没有 贡 
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献 。 在 高 方向 性 天 线 中 ,与 辐射 相 比 损耗 场 的 能 量 是 可 以 忽略 的 。 


与 波形 和 谱 对 照 
在 对 天 线 理论 方面 的 一 对 物理 量 建立 了 傅 里 叶 变 换 关 系 以 后 ,我 们 就 能 够 把 对 天 线 的 令 
述 翻 译 成 对 波形 和 谱 的 叙述 ,反之 亦 然 . 剩 下 的 惟一 要 做 的 是 建立 如 下 的 术语 对 应 表 ; 


波形 和 谱 天 线 

GOE 用 波长 度量 的 孔径 距离 r, 
频率 у 方向 正弦 = 

波形 VO) 孔径 场 分 布 E(x,) 

W 507) 场 辐射 方向 图 或 角度 谱 P(s) 


考虑 到 傅 里 时 变换 的 互 易 性 ,我 们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 建立 对 应 关系 .这 里 给 出 的 是 党 
用 的 一 种 ,就 像 “角度 谱 ” 这 种 术语 所 证 实 的 那样 .然而 ,对 任意 波形 -频谱 对 都 有 两 种 独立 而 
且 不 同 的 天 线 对 应 方法 ,我 们 根据 需要 使 用 。 

需要 注意 的 是 P(s) È E) 的 一 i 变换 ,就 像 SCP) 是 V(4) 的 一 i 变换 一 样 ,显然 ,这 在 
现在 的 上 下 文中 比较 方便 ,但 是 另 一 种 (相反 的 ) 选择 也 能 做 得 一 样 好 。 目 前 ,只 是 应 当 记 住 x 
和 0 是 在 相反 的 方向 上 测量 的 。 

如 果 我 们 知道 矩形 脉冲 的 谱 是 频率 的 sinc 函数 ,立即 就 可 以 知道 一 个 均匀 激励 的 有 限 孔 
径 所 产生 的 辐射 角度 谱 是 方向 的 sinc 函数 。 

已 知 一 个 冲 激 具有 平坦 的 频谱 告诉 我 们 一 个 很 小 的 孔径 产生 各 向 同性 的 辐射 ,一 个 冲 激 
对 具有 余弦 谱 的 事实 意味 着 两 个 极 小 的 天 线 在 一 个 远 处 的 平面 上 产生 一 个 余弦 变化 的 场 .这 
些 例子 图 示 在 图 15.4 中 ,我 们 所 遇 到 的 任意 傅 里 叶 变换 对 都 可 以 如 此 解释 。 


Le Z= 一 -| 


于 一 一 一 一 一 一 一 


图 15.4 ”一 些 孔 径 分 布 和 它们 在 远 平面 上 产生 的 场 
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除了 重新 解释 特殊 的 傅 里 叶 变换 对 这 种 可 能 性 以 外 ,还 可 以 从 我 们 有 关 波 形 和 谐 的 知识 
中 获得 其 它 类 型 的 信息 .例如 ,前面 给 出 的 所 有 定理 在 新 的 物理 领域 都 可 以 被 赋予 新 的 含义 。 
更 进一步 ,前 面 研究 的 所 有 相应 的 性 质 都 可 以 转换 成 孔径 分 布 及 它们 的 角度 谱 的 相应 性 质 。 作 
为 一 个 例子 ,首先 考虑 相似 性 定理 。 


波束 宽度 和 孔径 宽度 
相似 性 定理 告诉 我 们 如 果 保 持 孔径 分 布 的 形式 不 变 而 放大 孔径 的 尺寸 ,那么 辐射 场 方向 
图 的 形状 保持 不 变 但 被 压缩 了 一 个 尺度 因子 ,因为 如 果 
E(z,) 引起 Pes), 


那么 Es) 91 lal (2). 


因此 ,孔径 越 宽 , 所 形成 的 波 东 越 窗 。 

量 | PC) |: 称 为 角度 功率 谱 。 它 的 傅 里 叶 变 换 是 孔径 分 布 的 自 相 关 函 数 .从 一 个 函数 的 
等 效 宽度 和 它 的 传 里 叶 变换 的 等 效 宽度 之 间 是 互 为 倒数 的 关系 可 以 知道 ,给 定 一 个 孔径 分 布 ， 
我 们 通过 取 孔 径 分 布 自 相关 函数 等 效 宽度 的 倒数 就 可 以 计算 它 的 辐射 的 有 限 波束 宽度 .例如 ， 
如 果 我 们 有 一 个 10 个 波长 宽 的 均匀 孔径 ,那么 (三 角形 ) 自 相关 函数 的 等 效 宽度 将 是 10 个 波 


长 ;因此 角度 功率 谱 的 等 效 宽度 将 是 十 弧度 或 5.7 度 .。 这 个 例子 见 图 15.5. 


E(x) P(s) 


neat яка 


ЕЖЕ 
ABAH АСЕ 半 功 率 波 束 宽 度 


有 效 波 东 宽 度 
= П 


图 15.5 ”一 些 天 线 量 之 间 的 关系 


波束 变 向 
根据 移 位 定理 ,如 果 一 个 波形 相对 于 : = 0 移 位 ,结果 是 一 个 随 频率 了 增加 而 递增 的 相位 
延 时 .因此 ,通过 沿 孔 径 轴 r 引入 一 个 线性 相位 差 , 我 们 一 定 可 以 移动 天 线 的 波束 (相对 于 = 
0) .实际 上 , 移 位 定理 表明 
E(x)e™™ D P(s + S), 


因此 ,为 了 使 波 东 移动 一 个 量 S, 必 须 沿 孔 径 的 方向 每 波长 引入 一 个 相位 差 S。 
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使 用 中 的 各 种 波束 变 向 方法 都 依赖 于 这 个 原理 .一 个 直接 的 方法 是 插入 移 相 器 或 引入 额 
外 长 度 的 传输 线 。 就 像 通过 移动 焦点 上 的 馈 人 点 而 使 她 物 面 天 线 的 波束 变 向 一 样 , 额 外 的 空中 
路 径 也 可 以 引起 波束 的 变 癌 。 一 个 小 的 频率 移动 也 可 以 被 用 于 引入 适当 的 相位 差 。 如 果 在 孔径 
上 放置 一 个 薄 的 绝缘 棱镜 , 它 将 引入 一 个 与 工 线性 相关 的 递增 的 相位 延迟 ,从 而 移动 波束 .。 移 
位 的 大 小 是 精确 的 ,我 们 在 棱镜 反射 的 基础 上 计算 它 。 


Arrays of arrays 

传 里 叶 变换 应 用 于 天 线 领域 时 , 卷 积 定理 称 为 array-of-arrays 规则 。 根 据 这 个 著名 的 规 
则 ,一 组 一 致 天 线 的 方向 图 是 单个 天 线 的 方向 图 和 一 个 “天 线 阵 排列 系数 ”的 乘积 。 这 个 因子 
是 用 一 组 点 源 代替 一 组 天 线 所 得 到 的 方向 图 。 

设 一 个 特定 天 线 的 孔径 分 布 为 E(x/2)。 那 么 分 布 


ZEEE) 


是 一 组 NN 个 这 样 的 天 线 ,它们 的 中 心 位 于 点 zx = zi，zz，…，zw。 这 样 的 一 个 分 布 可 以 用 卷 积 
表示 为 


Е(#) 9(#), 


其 中 (并) 是 一 组 冲 激 ， 


(х)= E) 


令 Q(s) 表示 q(s/2) 的 傅 里 时 变换 .由 卷 积 定理 可 得 ,如 果 一 个 单 天 线 的 方向 图 为 P(s) ,那么 
一 组 天 线 的 方向 图 为 


P(s)Q(s), 


这 里 ,Q(s) 是 天 线 阵 排列 系数 (= 阵列 因子 ) 。 

我 们 也 可 以 反 过 来 应 用 卷 积 定理 如果 我 们 有 一 个 孔径 分 布 E(z/A) ,对 它 乘 以 一 个 与 x 
相关 的 因子 ,那么 可 以 通过 原 有 的 波束 和 这 个 因子 的 变换 进行 卷 积 得 到 它 对 波 东 的 影响 。 例 
如 ,许多 孔径 分 布 都 是 近似 均匀 的 , 仅 在 靠近 边缘 激励 减 小 的 地 方 不 均匀 。 这 种 宽 的 锥 形 的 因 
子 具 有 罕 的 变换 ,该 变换 与 均匀 分 布 的 方向 图 的 卷 积 构成 了 必要 的 修正 . 乘 性 因子 不 需要 是 实 
的 ;假设 它 是 exp 认 +, 即 模 为 1 而 相位 正比 于 z 的 一 个 因子 .。 它 的 变换 是 一 个 移 位 的 冲 激 , 与 一 
个 移 位 冲 激 的 卷 积 只 是 简单 地 移动 了 波 东 的 位 置 。 


干涉 仪 

调制 定理 是 卷 积 定理 的 特例 , 它 对 天 线 有 特别 重要 的 意义 .考虑 一 对 在 空间 上 彻底 分 开 的 
相同 的 天 线 .这 种 排列 被 称 为 两 元 干涉 仪 .因为 总 的 分 布 可 以 表示 为 一 个 单 阵 元 和 一 对 恰当 间 
隔 的 脉冲 的 卷 积 ,所 以 方向 图 可 以 通过 一 个 单 天 线 的 方向 图 简单 地 乘 以 一 个 适当 的 s 的 余弦 
函数 来 得 到 。 rt 
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图 15.6 显示 了 下 面 的 孔径 分 布 


Ea» = I (2)+n (+) 
它 是 用 两 个 间隔 2W 的 天 线 建 立 的 ,两 个 天 线 用 等 长 度 的 电缆 连接 到 中 间 的 一 对 终端 设备 。 
由 此 可 得 


P(s) = 2@e,sincoe;scos2z=W,s, 


而 功率 辐射 方向 图 近似 为 P (s) 的 平方 ,如 图 15.6 所 示 。 


Elza) 


方向 图 


图 15.6 ”两 元 干涉 仪 的 孔径 分 布 ,角度 谱 PO 及 其 方向 图 


频谱 灵敏 度 函 数 

当 第 一 次 绘制 无 线 电 发 射 的 方向 图 时 ,由 于 从 天 线 波束 内 不 同方 向 接收 到 的 功率 的 平均 
效应 ,显然 所 观察 到 的 作为 方向 的 函数 的 射频 强度 分 布 与 真实 的 分 布 并 不 完全 相同 .但 是 ,由 
于 天 空 的 球形 弯曲 和 实际 天 线 波 东 限制 为 10" 或 更 宽 的 原因 , 它 与 二 维 卷 积 的 联系 不 是 十 分 
明显 。 那 种 认为 天 空 亮度 分 布 能 够 分 解 成 空间 正弦 分 量 , 以 及 扫描 天 线 的 响应 是 正弦 的 概念 不 
是 显而易见 的 ,实际 上 它 只 是 一 个 近似 .然而 , 当 用 一 个 窗 波 东 扫 过 一 小 片 天 空 时 的 情况 类 似 
于 信号 理论 .亮度 的 真实 分 布 是 输入 信号 ;天 线 的 功率 辐射 方向 图 是 线性 系统 的 冲 激 响 应 ; 输 
出 记录 是 真实 分 布 和 天 线 方向 图 的 卷 积 .因此 ,通过 卷 积 理论 ,存在 一 个 描述 系统 对 不 同 谱 分 
量 的 响应 灵敏 度 的 传输 函数 .空间 均匀 分 布 的 天 空 亮度 现在 可 以 称 为 空间 直流 .对 亮度 的 正弦 
分 量 的 响应 随 着 空间 频率 u( 用 每 弧度 的 周期 数 来 度量 ) 的 增加 而 减弱 ; 波束 所 跨 过 的 空间 极 
小 点 部 分 是 由 邻近 极 小 点 但 仍 在 波束 内 的 更 亮 区 域 的 贡献 填充 的 ;而 空间 的 极 大 值 会 被 包含 
在 波 东 区 域内 的 更 暗 一 些 的 地 方 所 侵蚀 。 因 此, 当 用 天 线 扫描 时 ,正弦 分 量 的 幅度 被 减 小 了 .。 作 
为 空间 频率 u 的 函数 ,相对 于 空间 直流 的 缩小 因子 就 是 谱 灵 人 敏 度 函 数 由 卷 积 定理 可 以 得 到 天 
线 孔 径 分 布 的 自 相关 范 数 (参见 图 15. 5), 它 表达 了 灵敏 度 与 空间 频率 的 相关 性 .例如 ,对 如 图 
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15. 3 所 示 的 孔径 分 布 E(x/X) = T(x/w) , 谱 密 度 函 数 T(u) 等 于 AC(wu/4), 按 T(0) = 1 进行 
归 一 化 ,我 们 由 此 可 以 知道 宽度 为 w 的 简单 天 线 以 一 种 可 计算 的 方法 对 不 同 的 空间 频率 进行 
响应 , 且 存在 一 个 临界 频率 s, 一 A/w, 超 过 这 个 频率 天 线 根本 不 作 任 何 响应 ,对 所 有 用 宽度 为 
中 的 孔径 分 布 表 示 的 天 线 来 说 这 个 截止 频率 都 是 一 样 的 。 

与 信号 滤波 器 的 这 种 类 比 有 一 个 奇怪 的 不 相 容 之 处 ;一 个 具有 有 限 持续 期 冲 激 响应 的 滤 
波 器 具有 无 限 连续 的 频率 响应 , 而 相似 的 天 线 的 频率 响应 是 截止 的 。 在 Bracewell 和 


Roberts(1954) 以 及 Bracewell(1958,1962,1995) 中 讨论 了 把 天 线 映射 术语 转化 成 滤波 器 理论 
的 术语 的 能 力 。 


调制 传输 函数 

由 照相 机 镜头 产生 的 与 场景 有 关 的 图 像 在 某 种 程度 上 与 天 线 映 射 有 如 下 的 关系 .首先 三 
维 场景 投影 到 一 个 与 照相 机 胶卷 平面 平行 的 目标 平面 上 .然后 从 物体 的 每 一 点 发 出 的 光 将 在 
胶卷 上 形成 像 点 ,这 可 以 用 透镜 对 点 源 的 响应 来 描述 .无 论 怎样 去 设计 透镜 ,点 响应 函数 在 图 
像 平 面 上 是 变化 的 ,但 是 对 实际 的 目的 来 说 是 取 它 在 有 限 区 域 上 的 不 变性 , 称 之 为 等 晕 区 .在 
这 个 小 区 域内 物体 和 图 像 之 间 具 有 简单 的 卷 积 关系 。 如 果 物 体 的 亮度 是 一 个 空间 正弦 ,那么 图 
像 也 是 正弦 的 ,但 是 由 可 见 度 函数 (对 空间 直流 或 均匀 亮度 归 一 化 到 1) 决定 的 幅度 减 小 了 ,一 
般 情况 下 都 存在 空间 相 移 , 虽 然 对 中 间 的 等 学 区 来 说 ,透镜 的 圆 对 称 使 得 相 移 变 得 并 不 重要 。 

可 见 度 函 数 在 恒星 直径 的 测量 中 扮演 着 基本 的 角色 ,在 麦 可 逊 A. А. Michelson(1902) 
所 做 的 观察 中 , 当 除 两 个 平行 的 缝隙 外 把 孔径 完全 遗 住 时 ,在 望远镜 中 能 看 见 正弦 衍射 纹 的 幅 
度 。 通 过 注意 到 衍射 纹 的 可 见 度 如 何 随 缝 除 间隔 的 增加 而 下 降 , 麦 可 逊 得 到 了 猎户 座 上 的 亮度 
分 布 的 部 分 传 里 叶 变换 ,并 推导 出 了 角度 参数 ,大 气 层 变 化 导致 了 衍射 纹 在 目镜 中 的 运动 ; 因 
此 空间 相位 被 忽略 了 ,在 光学 中 的 叙述 性 术语 纹理 可 见 度 可 以 用 调制 传输 函数 (MTF) 来 代 
替 ; 它 对 应 于 谱 灵 敏 度 函 数 的 绝对 值 . 当 把 傅 里 时 方法 引入 到 透镜 设计 中 时 ,对 表示 透镜 的 性 
能 来 说 ,调制 传输 函数 是 一 个 重要 的 工具 , 它 能 比 通常 使 用 的 用 每 厘米 的 线 数 表达 分 辩 率 提供 
更 多 的 细节 ,通常 使 用 的 分 辨 率 是 一 个 可 以 通过 对 规则 的 网 格 拍照 很 容易 得 到 的 简单 参数 。 

当 需 要 考虑 空间 相位 时 ,可 以 使 用 通过 对 点 响应 函数 的 复 的 傅 里 叶 变 换 而 得 到 的 光 传输 
函数 (OTF); 它 的 绝对 值 是 原来 的 调制 传输 函数 .从 无 线 电 干涉 的 观点 ,( 边 缘 = 纹理 ) 可 见 度 
可 以 推广 到 复 的 纹理 可 见 度 , 它 不 仅 考虑 了 观察 到 的 纹理 幅度 ,而且 考 虑 了 任何 用 纹理 间隔 表 
示 的 空间 移 位 (Bracewell,1958). 在 电子 学 中 , 建立 了 输入 正弦 和 输出 正弦 关系 的 复 因子 
тоож), ЦА I TOD | 都 可 以 被 称 为 传输 函数 。 


角度 谱 的 物理 特性 
孔径 分 布 E(x/X) 的 傅 里 叶 分 析 使 用 的 分 量 形式 是 
PUY. 
这 种 分 量 在 孔径 的 所 有 点 = 上 具有 同样 的 幅度 ,但 是 它们 的 相位 沿 孔径 方向 逐渐 递增 .由 一 个 
平面 波 引起 的 场 从 后 面 的 一 个 引起 相位 差 的 合适 的 角度 人 射 到 孔径 上 。( 人 射 角度 的 正弦 是 


s.) 自然 地 ,有 一 个 确定 的 入射 平面 波 引起 的 孔径 场 就 是 在 与 人 射 方向 相同 的 方向 上 发 射 一 个 
平面 波 的 孔径 场 . 这 样 ,孔径 分 布 的 每 一 个 分 量 在 一 个 确定 的 方向 上 发 射 平面 波 ,而 且 在 所 有 
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方向 上 从 孔径 发 出 的 所 有 的 辐射 ,都 可 以 表示 为 所 有 方向 上 无 穷 多 个 平面 波 的 又 加 ,每 一 个 都 
有 具有 适当 的 幅度 和 相位 。 

当 |s|>1 时 ,相位 2rss 在 点 zx 的 变换 率 在 距离 + 内 超过 了 一 个 整 周 期 .显然 ,没有 入 射 
行 波 能 够 引起 这 种 场 ,因为 沿 着 任意 倾斜 的 部 分 所 测 得 的 波 的 峰 - 峰 距离 可 以 大 于 或 等 于 波长 
,但 是 不 能 小 于 波长 .如 果 强 加 这 样 一 种 孔径 场 ,那么 将 不 会 发 出 行 波 ; 场 将 只 是 在 z 方向 上 
жю. 

代替 把 场 分 解 成 指数 ,我们 可 以 把 孔径 分 布 分 解 成 形 如 


Sos(2rss) 
sin 
的 正弦 和 余弦 分 布 . 这 种 分 量 的 空间 周期 是 A/s CH z 的 单位 测量 ) ,或 者 “空间 频率 ”是 每 + 单 
位 s/a 周期 .由 于 每 一 个 这 样 的 分 量 由 一 对 指数 组 成 , 它 在 与 方向 夹 角 相等 的 两 个 方向 上 发 
射 一 对 相等 的 平面 波 .空间 频率 越 低 , 这 两 个 波 越 接近 于 z 方向。 而 相反 地 , 随 空间 频率 趋 于 每 
自由 空间 波长 А 一 个 周期 ,我们 在 孔径 平面 上 会 有 由 相反 方向 的 两 个 行 波 引起 的 驻 波 。 

这 种 对 孔径 辐射 的 角度 分 布 来 说 通常 很 有 用 的 方法 是 可 替代 使 用 惠 更 斯 原理 处 理 的 一 种 
方法 ,在 惠 更 斯 原理 中 ,和 孔径 被 分 解 为 阵 元 。 


二 维 理论 

因为 孔径 分 布 的 辐射 本 质 上 要 涉及 二 维 变换 理论 ,所 以 一 维 表示 应 该 看 作 是 对 这 个 主题 
的 导 引 。 下 面 的 讨论 在 二 维 的 情况 下 建立 信里 叶 变换 关系 ,并 且 不 需要 上 面 讨论 的 高 方向 性 的 

设 孔径 平面 (+,y) 上 的 电场 分 布 在 y 方 向 上 的 分 量 为 E,(z，,y) ,并 设 x 方 向 的 分 量 是 
零 . 如 果 不 是 这 样 的 ,可 以 用 类 似 的 方法 像 y 分 量 一 样 分 开 处 理 . 还 有 一 个 垂直 于 孔径 平面 的 = 
分 量 ,但 是 因为 它 可 以 通过 使 用 电场 向 量 的 散 度 应 该 为 零 这 个 条 件 从 y 分 量 推出 ,所 有 孔径 分 
布 的 描述 中 不 需要 它 。 

由 孔径 引起 的 场 可 以 表示 为 平面 波 的 和 的 形式 


Rl me tm didm, 


其 中 lm 是 方向 余弦 ,Lsm)dlidm 是 在 ! 到 i 十 di,m 到 m + dm 这 个 环 体内 波 的 复 振幅 。 
在 方向 (1,m,n) 上 的 行 波 在 = = 0 的 平面 上 产生 场 
AXI,m) epeta ， 
它 的 空间 周期 Ж 


, А 


кто" 
В 2 +m° 超过 1, 空 间 周期 小 于 ) 并 因而 精确 表示 孔径 分 布 的 细节 ,在 这 种 情况 下 
是 虚 的 ,由 于 方向 余弦 的 性 质 
Ë +m +m = 1, 
且 分 量 平面 波 取 如 下 形式 
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ен туе Өч didm, 


它 表示 (x,y) 平面 中 的 行 波 ,但 随 = 指数 训 减 .这 种 场 对 离 孔 径 任意 距离 上 的 辐射 场 没 有 页 
献 。 

ШЖ 2 +m 小 于 1,X 的 范围 从 无 穷 (垂直 于 孔径 平面 的 传播 ) 到 )( 平 行 于 平面 的 传播 ) 。 
在 方向 (1,m) 上 的 每 单位 立体 角 的 功率 辐射 正比 于 中 心 在 (1,m) 方向 上 的 小 锥 体内 每 单位 立 
体 角 波 的 复 振幅 的 模 的 平方 .因为 由 阵 元 didm 所 对 的 立体 角 是 mn 'didm, 所 以 方向 图 是 
Al,m)dldm 

n ‘didm 
为 了 求 得 与 给 定 的 IN, m 有 关 的 孔径 分 布 E,(zi,%) ,我们 把 x 一 0 平面 上 的 分 量 平面 


波 对 所 有 的 L 和 nm 求 和 ,射线 (1,m) 的 场 和 y 轴 之 间 的 角度 B 的 余弦 是 n(1 一 L) 了 ,因此 ,把 每 
条 射线 的 场 分 解 到 y 方向 ,我 们 有 


2 
| = m | Al,m) |’. 


Еу) = Г f — A me didm, 
SETET 


这 不 是 十 分 典型 的 储 里 叶 变换 . 设 E,Cz,, y.) 的 传 里 叶 变换 是 PCLzz); 它 被 称 为 由 孔径 
分 布 产生 的 角度 谱 。 这 样 


РО,т) = Г T E, уе paris dadya, 
并 且 , 反 过 来 有 
Еу) = Г a PU, mye didm, 


由 此 可 得 ,P(L,m) 和 复 振幅 A,m) 之 间 的 关系 为 


nAl,m) 


(тр 一 PCLm)。 


这 里 ,辐射 方向 图 是 
nè | Am |° = (1—0) | PU,m) |? = cos$ | РО, т) |°, 


其 中 #$ 是 方向 (4,m) Яй yz 平面 之 间 的 角度 。 在 高 方向 性 天 线 的 情况 下 ,天 线 在 靠近 = 方向 (cosy 
近似 等 于 1) 的 方向 上 的 辐射 和 | P |° 在 本 质 上 与 辐射 方向 图 是 一 样 的 。 


光 衍射 
由 于 光 辐 射 与 天 线 同样 遵循 电磁 理论 ,所 以 在 光学 和 天 线 理论 之 间 有 基本 的 类 似 关系 .的 
确 ,正如 微波 光学 领域 所 证 实 的 一 样 ,无 线 电波 和 光 之 间 没有 明显 的 界线 .然而 ,大 多 数 光学 器 
件 要 比 天 线 小 很 多 ,这 就 导致 了 加 工 和 使 用 上 的 显著 的 差别 ,即使 存在 一 定 范围 的 重 登 . 随 着 
时 间 的 推移 ,光学 激励 通过 光纤 ,或 者 通过 公认 起 源 于 微波 电路 的 微 电 子 电路 ,这 些 实际 上 已 
经 模糊 了 天 线 和 光学 之 间 的 区 别 , 并 且 出 于 教学 的 目的 已 经 把 两 者 的 基本 原理 合并 在 一 起 了 。 
除了 在 很 高 的 频率 和 很 低 的 温度 情况 下 ,对 天 线 来 说 量子 效应 不 是 很 显著 .望远镜 和 接收 
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天 线 之 间 的 一 个 更 显著 的 不 同 是 望远镜 在 它 的 焦 平面 上 捕获 图 像 ,而 天 线 通常 不 是 这 样 的 。 的 
确 ,在 抛物 面 反射 器 的 焦 平 面 上 存在 一 个 图 像 ,但 是 通常 只 捕获 一 个 像素 ,例如 通过 一 个 中 心 
在 焦点 上 的 电磁 喇叭 ,如 同 是 望远镜 焦 平面 上 的 胶片 或 CCD 阵列 用 一 个 简单 的 光 探测 器 代 圭 
一 般 . 所 以 当 提 到 点 响应 函数 时 ,在 光学 中 指 的 是 通过 在 照相 底版 或 胶片 上 曝光 作为 一 个 整体 
记录 的 实体 ,然而 对 天 线 来 说 必须 进行 一 个 二 维 栅 扫 描 。 在 天 线 和 望远镜 之 间 的 一 个 更 相像 的 
类 比 是 恒星 的 精确 光度 测定 法 ,在 这 里 使 用 的 望远镜 是 在 焦 平面 上 装 有 一 个 简单 的 光 探测 器 。 


菲 涅 耳 衍射 

在 天 线 的 讨论 中 ,目标 是 建立 场 的 平面 孔径 分 布 和 和 远 场 中 作为 方向 函数 的 辐射 方向 图 之 
间 的 关系 对 本 书 来 说 ,基于 孔径 分 布 的 傅 里 叶 变换 ,或 者 角度 谱 的 研究 是 恰当 的 。 由 于 在 一 个 
函数 和 它 的 傅 里 叶 变 换 之 间 的 关系 是 惟一 的 ,所 以 角度 谱 包 含 了 孔径 分 布 的 描述 中 所 包括 的 
所 有 信息 ,从 而 形成 了 一 个 严格 的 基本 原理 。 然 而 ,对 天 线 来 说 , 远 场 辐射 方向 图 对 通信 链 路 有 
重要 意义 并 得 到 了 重视 。 

远 处 应 该 在 哪儿 开始 呢 ? 如 果 和 孔径 跨 过 N 个 波长 ,那么 远 场 ,或 Fraunhofer KA N 个 孔 
径 宽度 的 距离 上 开始 ,通信 一 般 情况 下 都 远大 于 这 个 距离 .在 频率 很 低 的 地 方 就 会 有 例外 的 情 
况 , 例 如 用 雷达 研究 电离 层 , 近 场 超过 了 几 十 千 米 ; 还 有 ,很 多 天 线 阵列 的 阵 元 十 分 接近 使 得 彼 
此 处 在 近 场 中 ,这 在 天 线 设计 中 变 为 了 一 个 因素 。 另 一 方面 ,在 光学 中 , 近 场 或 非 涅 耳 场 是 比较 
重要 的 .通过 研究 孔径 分 布 的 傅 里 叶 分 量 可 以 方便 地 讨论 菲 涅 耳 场 。 

与 前 面 一 样 , 设 孔 径 平 面 (或 函数 域 ) 为 (x,y) 平面 ,而 z 轴 垂 直 于 孔径 平面 孔径 分 布 的 
传 里 叶 分 量 是 一 个 诸如 cosk, 的 空间 静止 正弦 ,其 中 k, 是 空间 角 频 率 ,其 单位 是 每 单位 > 上 
的 弧度 数 (如 弧度 每 米 )。 这 个 特殊 波 的 消 线 与 y 轴 平 行 ,而 z 轴 穿 过 消 线 ,一 般 的 分 量 形式 是 


acos(k,r 十 k,y) + bsin(k,= + уу)» 


它 考虑 到 了 (z,y) 平面 的 任意 方向 和 z 轴 相 对 于 浓 线 的 任意 位 置 .但 是 ,通过 旋转 和 移动 (x， 
y) 办, 我 们 能 以 要 求 的 任何 幅度 回 到 cosk,r, 且 这 个 表达 式 足以 满足 下 面 的 讨论 。 

正如 我 们 已 经 看 到 的 一 样 ,通过 对 (x,y) 平面 的 照射 可 以 建立 这 种 驻 波 ,用 与 = 轴 倾 斜 相 
同 角度 i 且 与 z 轴 共 面 的 两 条 射线 可 以 描述 两 个 波长 为 的 相等 的 平面 波 。 由 此 可 得 ,无 论 是 
用 什么 方法 引起 的 驻 波 将 辐射 一 对 同样 倾斜 的 射线 入射 角度 与 k, 的 关系 为 sini = kA/2x。 
另 一 个 可 选 的 参数 1,(z 方 向 的 波长 ) 与 & 的 关系 为 &, = 27 /А, 。 当 两 个 行 波 在 = = 0 处 相 加 ， 
结果 是 驻 波 cosk,z ,或 者 cos(2xz/X,)。 但 是 离开 z = 0, 当 z 之 0, 带 有 相位 延迟 的 行 波 将 登 加 
产生 一 个 幅度 被 压缩 的 驻 波 cosk,rcosk.z JEP ki +k; = (2x/A)° .在 距离 孔径 平面 = = 2л/®. 
= À, 的 地 方 , 场 将 恢复 到 сов, т 。 因 而 ,在 < 方向 上 场 的 传播 在 一 个 周期 内 通过 的 距离 是 。 因 
Ж э. 一 定 大 于 (假设 ; 尖 0) ,所 以 > 方向 上 的 速度 是 人 射 波 速度 的 .人 A 倍 .这 正 是 在 zx 方向 扩 
展 , 且 在 r =+ A,/4 处 装 有 导电 墙 的 波导 中 的 实际 情况 。 

为 了 更 好 地 理解 这 种 结构 ,考虑 两 种 极端 的 情况 . 当 i = 0 时 ,两 个 人 射 波 一 致 ,4, 是 无 穷 ， 
cosk,x 变 为 与 + 无 关 的 1, 在 孔径 平面 上 有 均匀 的 照射 .自然 地 ,这 个 孔径 分 布 在 x 方向 上 发 射 
一 个 单个 的 射线 .如果 i 比 */2 小 一 点 且 在 增加 ,那么 人 射 波 几乎 以 完全 相反 的 方向 互相 通过 ， 
并 产生 А, == 的 合成 波 , 而 X. — 吕 。 似 乎 对 所 有 可 能 的 这 类 情况 ,孔径 内 的 波 会 彻底 抵消 耗 
尽 , 但 是 它 完全 可 以 在 4, 一 和 的 地 方 产生 孔径 分 布 .通过 在 波导 中 插 和 人 一 个 可 变 光圈 或 者 通过 
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类 似 在 玻璃 产生 全 反射 一 样 倾斜 照射 可 以 做 到 这 一 点 。 随 着 = 的 增加 ,与 cosk,rexp(—| k. | z) 
一 样 , 场 也 指数 衰减 或 逐渐 消失 。 

从 这 种 物理 描述 ,我 们 能 按照 下 述 方法 由 一 个 给 定 的 孔径 分 布 在 z 的 任意 距离 上 构造 菲 
涅 耳 场 . 傅 里 叶 把 孔径 分 布 分 解 成 各 种 空间 频率 k, 的 正弦 , 对 每 一 个 乘 以 相应 的 传播 因子 
cosk:z JEP k. = VC2x/A) — k; 而 且 通过 蠢 加 重新 合并 综合 成 菲 涅 耳 场 .如 果 k. 是 虚数 , 则 
对 应 一 个 损耗 波 (这 种 情况 不 是 对 每 个 应 用 都 存在 的 ); 因为 这 种 分 量 对 应 的 衰减 因子 是 
exp(—| k, |). 

这 个 过 程 是 严格 的 ,类 似 于 通过 把 输入 波形 分 解 成 传 里 叶 分 量 , 对 每 个 分 量 改变 一 个 传输 


因子 ,最 后 再 合并 这 种 方法 来 计算 滤波 器 的 响应 .在 菲 涅 耳 区 域 中 可 以 很 好 的 使 用 场 的 数值 分 
析 方 法 。 


傅 里 叶 分 析 的 其 它 应 用 

天 线 和 光学 器 件 是 测量 仪器 、 通 信和 链 路 、 记 录 设 备 、 机 械 和 弹性 结构 等 常见 的 组 成 部 分 ,并 
在 多 种 领域 扮演 着 重要 角色 .环境 的 微波 探测 和 摄影 就 是 这 样 的 例子 ,其 中 在 那里 是 什么 和 记 
录 了 什么 之 间 存 在 着 卷 积 关系 。 因 而 , 传 里 叶 分 析 的 背景 不 仅 对 理解 和 设计 射频 和 光学 传感器 
很 有 用 ,而 且 对 发 挥 它 们 的 信息 采集 功能 也 很 有 用 .就 信息 状况 而 言 , 传 感 器 可 以 看 作 是 一 个 
外 诸如 波束 这 样 的 用 特性 刻画 的 黑 盒子 .全 里 叶 分 析 不 仅 是 箱 式 电磁 设计 的 工具 ,而且 对 那些 
不 关心 这 种 细节 但 是 从 事 信息 采集 和 处 理 的 用 户 来 说 也 是 重要 的 工具 。 在 空间 中 用 波束 扫描 
或 映射 的 概念 类 似 于 时 域 中 的 电 滤 波 器 ,一 旦 解释 了 一 个 新 的 没有 系统 阐述 的 概念 ,就 例证 了 
傅 里 叶 方 法 的 非凡 的 通用 性 。 

要 进一步 研究 天 线 这 个 领域 需要 电磁 理论 方面 的 完整 的 背景 ,再 加 上 一 些 教材 的 学 习 , 如 
Kraus(1988) ,作者 是 我 们 的 一 个 著名 的 老师 。 在 下 面 列 出 的 其 它 教材 以 及 IEEE Transactions 
on Antennas and Propagation 期 刊 文章 中 的 参考 文献 列表 中 可 以 找到 更 详细 的 参考 书目 .要 
继续 对 光学 应 用 进行 研究 可 以 参考 Goodman(1996) ,美国 光学 协会 和 SPIE(The International 
Society for Optical Engineering, 国 际 光学 工程 社团 ) 的 各 种 出 版 物 , 以 及 参考 书目 中 提 到 的 其 
它 教材 。 
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习题 
1, 解释 为 什么 角度 谱 PO) 的 等 效 宽度 不 能 用 作 通 用 的 波束 宽度 参数 。 
2. 在 E(x) 的 复 平面 上 作 图 以 解释 积分 


[elea 
在 一 定 的 范围 上 取 E(x/X) 等 于 1, 在 范围 外 取 它 等 于 0. 取 * 的 值 使 得 最 外 端 射线 之 间 的 路 径 
3⁄3 0, А/2, А, 32/2, 

3. 在 相位 复 矢 量 图 的 帮助 下 ,解释 为 什么 一 个 均匀 激励 的 孔径 的 方向 图 在 其 端 阵 元 产生 
的 具有 相同 相位 的 远 场 方 向 上 产生 零点 。 

4. 单 脉冲 天 线 ”一 个 孔径 在 幅度 上 被 均匀 激励 ,但 是 其 中 一 半 的 相位 和 另 一 半 的 相位 是 
相反 的 。 画 出 相位 复 矢 量 图 以 证 明 角 度 谱 在 垂直 于 孔径 的 方向 上 有 零点 , 且 在 直到 下 一 个 零点 
的 中 间 的 最 大 值 是 2/x, 且 在 不 存在 相位 反 转 的 情况 下 也 是 这 样 的 。 

5. 通过 相位 复 矢量 图 研究 其 中 的 一 半 和 另 一 半 正 交 的 均匀 孔径 的 方向 图 中 的 第 一 个 零点 
的 位 置 ,以 及 主 最 大 值 的 强度 和 位 置 。 

вий 一 个 能 量 源 通过 传输 线 馈 给 天 线 , 它 用 同样 的 幅度 和 相位 激励 每 一 个 阵 
元 ,由 于 介 电 部 分 的 老化 ,传输 线 变 得 有 损耗 ,这 导致 了 激励 的 幅度 随 着 离 源 距离 的 增加 而 减 
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小 .研究 其 对 天 线 的 波束 指向 方向 和 零点 的 影响 。 
7. 研究 孔径 分 布 
соѕ"ял П (г). 
它 在 所 有 情况 下 的 有 效 波束 宽度 是 多 少 ? 

8. 通过 取 一 个 边缘 幅度 比 中 间 幅 度 大 的 孔径 分 布 (x) 了 1 (x), 有 效 波束 宽度 能 比 均匀 情 
况 ( 即 f(z) = 1) FER? 

9. 就 天 线 而 言 ,给 出 下 面 的 定理 和 关系 的 物理 解释 : 瑞 利 定理 , 定 积分 关系 ,不 确定 关系 。 

10. 焦 平 面 成 像 ”一 个 发 射 无 线 电 波 的 天 体 的 射电 图 像 形成 在 包含 抛物 面 反射 器 焦点 的 
表面 上 ;证 明 在 一 定 的 离散 间隔 上 对 图 像 进行 采样 就 足够 了 .通常 位 于 抛物 面 焦 点 上 的 收集 器 
的 尺寸 是 有 限 的 ;采样 间隔 与 这 个 尺寸 有 关 吗 ? 

11. 我 们 希望 对 一 个 被 怀疑 发 射 X 射 线 的 天 体形 成 一 个 X 射 线 图 像 , 但 是 由 于 XX 射线 被 折 
射 和 反射 的 不 多 使 得 光线 聚焦 比较 困难 .你 如 何 解 决 这 个 问题 ? 

12. 给 出 一 个 高 方向 性 天 线 的 例子 ,其 方向 图 的 旁 因 功率 电 平 以 191， 下降, 其 中 9 从 波 东 
的 中 心 开始 测量 .解释 为 什么 这 个 法 则 不 能 持续 到 0 = x/2, 作 出 你 的 例子 的 实际 性 态 。 

13. ттт ”一 个 半径 为 a 的 圆 形 孔 径 的 激励 幅度 正比 于 a? ЕВ ВН 
波 东 低 26dB, 提 出 一 些 实际 上 达 不 到 这 个 值 的 原因 ;研究 由 一 个 遮挡 孔径 5% 的 馈 电 支撑 三 
角 架 所 产生 的 干扰 的 数量 级 。 

14. 视觉 敏锐 度 ”计算 眼睛 的 波束 宽度 ,用 毫 弧 度 表 示 , 取 瞳孔 的 直径 为 4 ЖЖ. 

15. ЕЖ НЕЯ 在 缝隙 天 线 的 孔径 中 , 切 向 电场 的 y 分 量 为 

E, = en 2) (8), 
其 中 宽度 w 比 长 度 ! 小 。 主 方向 上 波束 的 等 效 宽度 是 多 少 ?在 哪个 方向 上 辐射 是 零 ? 

16. RRR ”在 飞机 的 金属 下 表面 切 出 8 个 平行 的 缝隙 阵列 .缝隙 的 宽度 和 长 度 是 
通过 结构 研究 确定 的 ,分 析 间 隔 的 选择 要 使 增益 最 大 .结构 专家 主张 缝隙 能 够 紧 舍 在 一 起 , 因 
为 由 惠 更 斯 原理 ,垂直 于 飞机 下 面 的 地 面 上 的 场 强 与 间隔 无 关 。 天 线 专家 说 , 场 强 或 许 是 一 样 


的 ,但 在 不 必要 的 方向 上 将 会 有 额外 的 功率 辐射 ;他 建议 缝隙 的 安装 应 该 间隔 全 波长 ,他 的 助 


手 用 瑞 利 定理 争辩 说 所 辐射 的 功率 是 通过 每 个 缝 险 的 功率 的 和 ,并 得 出 结论 如 果 波 束 宽度 不 
重要 ,那么 紧 靠 在 一 起 是 正确 的 .辨别 并 纠正 错误 的 令 述 。 
17. 月 蚀 ”一 个 遥远 的 米 波 辐射 点 源 从 月 亮 边 缘 的 后 面 发 出 。 证 明 由 一 个 天 线 接收 的 功 


率 和 
amal 
成 比例 的 变化 ,其 中 卫 是 到 月 亮 的 距离 ,z 是 从 相 切 的 射线 到 观测 者 的 距离 . 设 9(z) 是 这 个 表 
ARI z 的 导数 .证 明 оС) 的 傅 里 叶 变 换 是 
Q) = MDen am, 
设 从 一 个 扩展 的 源 接收 到 的 功率 的 导数 是 g(z); 证 明 它 与 真正 的 源 分 布 有 相同 的 自 相 关 函 
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数 ,因为 一 个 函数 与 g(x) 卷 积 只 是 通过 使 它们 的 相位 差 正比 于 它们 的 频率 的 平方 打 乱 了 它 的 
传 里 叶 分 量 , 所 有 与 q(— r) 的 卷 积 可 以 恢复 它们 。 分 析 把 


q(— z) *g(z) 
用 于 真正 源 分 布 恢复 的 优点 。 
18. 野外 阵列 ”一 个 著名 的 天 线 由 96 个 可 控 的 42 英尺 (1 英尺 = 0.304 8 Ж) 的 抛物 面 
组 成 ,它们 等 间隔 地 排 在 半径 1. 5 千 米 的 圆 上 ,工作 波长 是 3.5 米 .证 明 作为 方向 余弦 ! 和 zm 函 
数 的 角度 谱 是 
(Deos[2r x 430 (eos BWP — msin E) J) Pon, 
其 中 + = (十 m2),P(Cr) 是 单个 阵 元 的 角度 谱 。 注 意 到 在 排列 方向 上 96 个 余弦 波纹 等 间隔 地 


三 加 在 原点 和 那些 由 波纹 的 波峰 和 波 谷 趋 于 会 聚 的 点 构成 的 同心 圆 环 上 形成 峰值 直接 证 明 
中 心 峰值 可 以 近似 为 Ju(2x X 430r) PCr) 。 证 明 精确 的 结果 是 


[Jo(2x X 430r) 十 2Jss(2x X 430r)cos960 + 2J s (2x X 430r)cos1926 十 …]PCr) 


其 中 0 = arctan(m/l) 。 

19. 海 浪 方向 探测 器 。 说 明 如 何 能 在 海底 建立 一 个 压力 计 阵 列 用 于 海浪 能 量 的 定向 接 
收 ,如 何 通过 合理 地 处 理 每 个 仪器 记录 的 压力 来 测定 各 种 不 同 的 方向 , 反 过 来 ,为 什么 天 线 阵 
的 波束 每 次 只 指向 一 个 方向 ;为 什么 没有 出 现 类 似 于 对 天 线 阵 元 正确 定 相 的 任何 问题 ?加 州 海 
岸 外 的 海浪 的 频率 范围 是 每 1 000 秒 50 ~ 100 个 周期 (波长 大 约 等 于 1 千 米 ) 这 主要 来 自 于 南 
海洋 中 的 暴风 雨 。. 这 能 用 一 个 沿海 的 阵列 来 确认 吗 ? 

20. 计算 等 边 三 角形 孔径 的 衍射 方向 图 。 

21. 高 分 辨 率 干涉 仪 。 18 个 一 致 的 天 线 分 别 位 于 z = 1,2,3,…，,15,16,16.5,32.5 处 ,其 
中 x 的 单位 比 波长 大 .从 所 有 天 线 接收 的 信号 通过 一 致 的 传输 线 引 入 到 同一 点 ,然后 把 前 16 
个 天 线 的 电压 相 加 ,而 把 剩 下 的 两 个 天 线 (x = 16.5, 32. 5) 的 电压 相 加 ,再 把 所 得 的 两 个 电压 
相 乘 ,一 个 辐射 点 源 通过 这 个 系统 的 波束 .证 明 响应 的 宽度 近似 等 于 一 个 从 = 1 延伸 到 工 一 
48 的 单个 长 天 线 的 半 功 率 波束 宽度 。 

22. 天 空 光栅 扫描 ”在 通常 都 满足 的 条 件 下 ,射线 探测 仪 对 一 个 天 空 辐射 源 的 响应 可 以 
用 二 维 卷 积 Ax * 人 来 表示 ,其 中 工 是 辐射 源 的 温度 ,是 方向 的 函数 ,A 是 对 点 源 的 响应 ,我 们 用 
相 邻 扫描 线 之 间 间 隔 X 毫 弧 度 的 光栅 扫描 一 个 源 .假设 X 一 500/zw, 其 中 是 波长 , 忆 定 义 如 
下 一 在 与 点 源 方向 垂直 的 平面 上 做 一 个 天 线 孔 径 的 正 交 投 影 ,那么 世 是 垂直 于 光栅 线 方向 
上 的 投影 孔径 的 宽度 .证 明 如 此 得 到 的 数据 足以 弥补 缺少 的 扫描 。 

23. 轮 辐 衍射 方向 图 ”考虑 由 一 个 线 冲 激 8(y) 加 上 N 一 1 个 分 别 旋转 180"i/N 的 拷贝 组 
成 的 函数 Су) ,其 中 i = 1,2,…,N 一 1. 这 样 共有 和 个 线 冲 激 (或 2N 个 “ 辐 条 ”)。 设 /zy) 
= 了 (r,0). 写 出 了 (r,0) 的 表达 式 . 求 fF(z,y) 的 二 维 傅 里 叶 变换 Е.Ф. 

24. 三 角形 孔径 。 一 个 宽度 有 许多 波长 的 等 边 三 角形 孔径 位 于 一 个 平面 上 , 且 有 均匀 的 
单位 激励 .三 角形 以 外 激励 是 零 .角度 谱 是 P(L,zm) ЗВ PU, m) = 0. 707P(0,0)( 即 半 功 
率 围 线 ).(a) 它 能 使 你 想起 一 个 圆 , 一 个 三 角形 ,或 者 一 些 其 它 的 形状 吗 ?Cb) 你 能 简单 地 解 
释 (而 不 是 通过 计算 ) 它 为 何 能 够 拥有 你 已 经 发 现 的 特征 吗 ?(c) 你 能 给 出 一 个 认为 主 波束 周 
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围 存在 或 者 不 存在 P(1,m) 的 一 个 零 围 线 的 理由 吗 ? 
25. 旁 因 缩减 — 直径 为 2a 的 望远镜 上 的 孔径 场 分 布 为 Eo(r) = T(r/2a), 且 在 r= 二 a 处 
不 连续 地 减 到 零 , 会 有 一 个 强 的 衍射 环 或 光 旁 瓣 不 能 很 快 地 训 减 .事实 上 ,因为 


TI (r/2a) 的 汉 克 尔 变换 是 (2a)?jinc2ag , 


其 中 jincg = (24) Ji (aq), B tnt q 22 1, Ji (q) ~ (2xq) + cos(q —3x/4) , ЭНЕ д" 
衰减 ,功率 以 gq， 衰减 .如 果 我 们 希望 使 旁 瓣 降 到 一 个 更 低 的 电 平 ,我 们 可 以 去 除 间 断 点 ,更 进 
一 步 , 去 除 斜 率 的 间断 点 等 等 .用 这 种 方法 处 理 过 的 孔径 被 称 为 已 旁 辩 缩 三 的 .例如 一 个 孔径 
场 分 布 (1 一 /a*) 了 T(r/2a) 是 连续 的 ,但 它 的 斜率 在 r = а 不 连续 ;(1 一 亚 /a2)2TT(r/2a) 具有 
连续 的 斜率 ,但 它 的 二 阶 导 数 是 不 连续 的 ,等 等 .一 般 地 ,我 们 说 (1 一 /a*)*[[(r/2a) 的 人 阶 微 
分 是 不 连续 的 。 随 着 上 的 增加 ,孔径 函数 (1 — г Га?) П С 2а) 产生 的 方向 图 的 旁 辩 连续 地 减 
小 。 它 们 被 称 为 Sonine 函数 .证明 (1 一 /a*)*JI(r/2a) 的 险 特 利 变 换 是 лаг 20161 
(2zaq) *!}‹(2лад). 

26. 零 干涉 仪 ”使 用 一 个 两 元 干涉 仪 观察 一 个 角度 直径 为 0.001 的 近 处 的 恒星 从 而 确定 
在 角度 距离 0. 5” 的 地 方 存在 行星 的 可 能 性 .恒星 的 辐射 比 行星 的 辐射 大 5 000 倍 。 两 个 干涉 仪 
阵 元 反 相连 接 在 一 起 从 而 使 在 指向 恒星 的 方向 上 的 响应 为 零 .为 了 使 设想 的 行星 位 于 干涉 仪 
的 最 大 接收 方向 上 ,干涉 仪 阵 元 应 该 分 开 多 少 波长 ? 

27. 抛物 面孔 径 分 布 ”一 个 孔径 分 布 表示 为 E(&) = (1 一 48/a)I(S/a) HEP E= xz， 
a = 10。(a) 孔径 的 总 宽度 是 多 少 波长 ?(b) 求 角度 谱 P(s) , 归 一 化 使 P(0) = 1.(c) 证 明 第 一 
个 旁 瓣 出 现在 离 波束 轴 * = 0.018 35 或 1. 05", 并 且 相对 主 波束 下 降 21dB。 


# 16+ 
在 统计 学 中 的 应 用 


傅 里 叶 变 换 理论 以 几 种 方式 出 现在 统计 学 和 涉及 随机 现象 的 物理 学 中 ,这 些 方式 大 都 可 
以 追溯 到 某 一 基本 的 卷 积 关 系 上 .于 是 ,对 这 个 基本 关系 应 用 卷 积 定理 就 引信 了 传 里 叶 变 换 ， 
这 就 使 我 们 能 够 运用 本 书 中 的 理论 。 

傅 里 叶 变 换 所 涉及 的 主题 范围 相当 广泛 ,包括 需要 考虑 随机 现象 的 物理 学 和 工程 的 所 有 
分 支 .然而 ,为 了 说 明 问 题 我 们 所 举 的 例子 仅 是 诸多 可 能 应 用 的 很 小 的 一 部 分 。 合 适 的 相关 读 
物 包括 以 下 作者 的 著作 :Gardner(1986)，Gray(1987)，Leon-Garcia(1989)， 帕 普 里 斯 
Papoulis(1965) 以 及 Parzen(1962) 。 

我 们 首先 对 所 使 用 的 术语 做 一 简单 说 明 . 频 率 分 布 的 例子 有 正 态 分 布 (误差 的 ), 瑞 利 分 
布 , 泊 松 分 布 ,以 及 其 它 熟 知 的 用 一 些 具 有 各 种 可 能 值 的 量 描述 相对 频率 的 函数 .一般 情况 下 ， 
我 们 用 符号 Р(х) 表示 频率 分 布 ;z fü r + dz 之 间 的 相对 频率 或 者 概率 用 已 (z)dz 表示 , 它 是 
一 个 无 量 纲 的 量 。( 在 dz 有 量 纲 时 ,P(z) 也 是 有 量 纲 的 ,是 dz 的 量 纲 的 倒数 ) 。 

由 于 统计 理论 应 用 的 多 样 性 ,我 们 会 碰 到 许多 或 多 或 少 与 频率 分 布 同 义 的 术语 ,诸如 , 概 
率 分 布 .概率 律 , 概 率 密度 函数 ,以 及 分 布 函 数 ?。 

下 一 节 中 ,将 用 两 个 问题 来 说 明 上 面 提 到 的 卷 积 关系 。 


和 的 分 布 

如 果 我 们 购买 了 大 量 标 为 10% 容 差 的 100 Q 的 电阻 ,我 们 将 发 现 其 阻 值 范围 为 90 — 110 
0. 而 且 在 任意 一 个 1 Q 间隔 内 的 电阻 数量 都 大 致 相同 .这 种 情形 和 从 在 90 ~ 110 Q 之 间 的 任 
一 个 1Q 间 隔 有 相等 数量 电阻 的 无 数 电阻 (这 些 电 阻 中 不 包括 90 一 110 Q 外 的 电阻 ) 中 抽取 的 
结果 是 一 致 的 .这 种 结果 是 由 电阻 生产 过 程 中 的 制造 和 分 类 方法 所 决定 的 .( 一 种 潜在 的 可 能 
是 ,其 中 没有 99 ~ 101 Q 之 间 的 电阻 .那些 电阻 已 经 被 挑 出 以 更 高 精度 的 电阻 出 售 了 ) 。 因 此， 


四 ”术语 "分 布 函数 " 也 用 于 表示 累 量 频率 分 布 , 即 P(z) 从 一 = 的 积分 。 
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我 们 假设 , 现 有 的 电阻 是 从 阻 值 在 R 和 尺 十 dR 之 间 出 现 的 频 度 为 P,(R)dR 的 大 量 电 阻 中 抽取 
的 .这 里 


PCR) = 1 (32). 


20 PICR) 上 0.1 


ERETO жЕ ЕК. A 是 


Р) о 50 100 150 R 
为 了 满足 以 下 要 求 ， 


[ PCR)dR = 1. | P(R)Fo 1 590 100 150 R 
频率 分 布 P, (R) 见 图 16.1. | 23; 1 
如 果 我 们 有 一 批 50 Q 电阻 , 也 具有 a е Е 
10% 的 容许 偏差 , 它 的 频率 分 布 P:(R) 由 ”图 16.1 由 两 批 具有 10% 容 差 的 电阻 串联 得 到 的 电 
FRA H: El 的 频率 分 布 
„(ру Li (R—50 
Р. = al [ 10 ) 


我 们 计划 建立 一 个 电路 ,根据 设计 需要 一 个 150 Q 的 电阻 ,这 可 通过 现 有 两 种 电阻 的 串联 
得 到 ,并 且 我 们 需要 知道 组 合 电阻 的 容 差 是 多 少 。 换 句 话 说 ,我 们 希望 知道 在 最 小 可 能 阻 值 
135 Q 和 最 大 可 能 阻 值 165 Q 之 间 的 电阻 阻 值 分 布 情况 .我 们 把 这 个 频率 分 布 记 为 PCR) 。 

显然 P(R) УР, (R) 和 P,(R) 均 有 关 . 问 题 可 以 用 下 述 的 方法 来 解决 . 设 从 现 有 的 100 Q 
电阻 中 取出 的 电阻 ,其 阻 值 为 R'; 如 果 申 联 电阻 总 的 阻 值 为 R, 那 么 从 现 有 的 50 Q 电阻 中 取出 
的 电阻 其 阻 值 必 为 R 一 R'。 总 的 阻 值 R 出 现 的 频率 是 第 一 个 元 件 中 R' 出 现 的 频率 和 第 二 个 元 
ft R — R' 出 现 的 频率 的 乘积 在 R” 的 所 有 可 能 的 取 值 范 围 内 进行 积分 ; 即 : 


PR) = Pi(RYPR— Rd, 


在 此 积分 中 ,积分 限 可 设 为 90 ~ 110。 内 为 它 是 我 们 所 考虑 的 特殊 情况 下 R 的 所 有 可 能 取 值 
范围 .然而 ,由 于 P, (R) 在 90 ~ 110 Q 区 间 外 被 定义 为 0, 所 以 使 用 无 穷 积分 限 对 积分 值 没有 
影响 ,而 且 有 利于 增加 公式 的 通用 性 。 
观察 结果 可 知 ,Pi(R) 和 Р. СК) 通过 标准 的 卷 积 积分 组 成 了 P(R); 事 实 上 ,可 以 用 星 号 
标记 表示 为 : 
P= P, *Р,. 


这 是 两 个 量 和 的 频率 分 布 和 给 定量 的 频率 分 布 之 间 的 基本 卷 积 关系 的 一 个 例子 在 这 个 
特殊 情况 下 ,可 以 很 容易 地 求 出 这 个 卷 积 .我 们 可 以 得 到 复合 电阻 的 均值 为 150 Q ,而 且 它 的 
分 布 是 如 图 16. 1 所 示 的 梯形 分 布 。 

当然 ,这 个 梯形 响应 是 用 一 个 10 个 单位 宽 的 缝隙 扫描 一 音 轨 上 宽 为 20 个 单位 的 均匀 带 
的 结果 ; 当 缝隙 移 到 带 上 时 ,响应 线性 变化 ; 当 缝隙 完全 包含 在 带 内 时 ,是 一 个 响应 不 变 的 间 
隔 ; 最 后 线性 地 回 到 初始 状态 。 三 个 阶段 中 每 一 段 的 持续 期 均 为 10 个 单位 在 其 他 涉及 卷 积 的 
场合 也 存在 类 似 的 情况 .例如 :如 果 一 个 持续 20 个 时 间 单 位 的 矩形 脉冲 通过 一 个 冲 激 响 应 为 
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持续 10 个 时 间 单 位 的 矩形 脉冲 的 滤波 器 也 将 产生 图 示 的 梯形 输出 。 

卷 积 的 性 质 之 一 是 质心 横 坐 标的 加 性 特性 .显然 ,组 合 电阻 的 均值 的 确 是 元 件 均值 的 和 。 
此 外 , 卷 积 下 的 面积 是 参与 卷 积 的 函数 下 的 面积 的 乘积 ;因为 P. (R 和 P, (R) 都 是 单位 面积 
的 ,所 以 P (R) 也 是 单位 面积 的 ,对 结果 的 观察 也 证 实 了 这 一 点 。 卷 积 时 的 方差 也 是 加 性 的 ;由 
此 可 知 组 合 电阻 的 标准 离 差 相对 于 它 的 均值 的 百分比 , 比 各 组 成 元 件 的 标准 离 差 相 对 于 本 身 
均值 的 百分比 要 小 一 些 。 在 此 意义 下 ,组 合 电阻 的 容 差 得 到 了 改善 ,但 最 大 误差 仍 是 101. 4 
而 ,如 果 原 始 的 分 布 更 为 圆滑 ,或 者 使 用 更 多 的 元 件 来 串联 ,那么 根据 中 心 极 限定 理 ,得 到 的 结 
果 将 是 高 斯 的 ,而 且 用 标准 离 差 代替 最 大 范围 作为 分 散 度 的 衡量 要 更 合适 一 些 。 


作为 第 二 个 例子 ,考虑 一 个 装 满 钱 的 桶 ,其 中 的 一 半 是 
一 美元 ,其 余 的 是 5 美元 ,10 美元 或 20 美元 .更 准确 地 , 令 n 
美元 所 出 现 的 频率 与 序列 
(100006000030000000001) 


中 的 第 ”项 对 应 。 因 为 序列 中 各 项 的 和 是 20, 用 一 个 和 为 1 
的 归 一 化 的 序列 


10 6 3 1 
0000600004 0000000000] 


ЕТА E y {# —2 REF РАУ пау pi (m): 
它 是 桶 中 美元 出 现 的 频率 。 

如 果 从 桶 中 抽 一 张 钞票 , 这 个 序列 表示 的 是 抽 到 不 同 
面值 钞票 的 相对 频率 。 现 在 ,如 果 抽 取 两 张 钞票 ,并 把 它们 
相 加 ,我 们 的 问题 是 可 以 用 什么 样 的 序列 来 表示 所 抽取 的 
两 张 钞票 和 的 分 布 .我 们 用 p(n) 表示 待 求 序列 的 第 ”项 。 如 
果 第 一 次 抽取 的 是 m 美元 ,抽取 的 总 和 是 n 美元 ,那么 第 二 
次 抽取 的 一 定 是 一 m 美元 .由 两 个 独立 事件 联合 发 生 的 乘 
积 规则 ,pi(m) pi (n — m) 是 我 们 在 第 一 次 抽取 中 恰好 抽 得 
m 美 元 ,第 二 次 抽取 中 恰好 抽 得 n 一 m 美元 的 频率 .把 第 一 
次 抽取 中 所 有 可 能 的 m 值 加 起 来 ,我 们 有 


ро) = Dpim pln—m) 


这 样 , 待 求 序列 就 是 给 定 序列 与 自身 的 序列 积 ,或 者 ,我 们 
用 星 号 标记 表示 为 


(р) = {pi}* (p). 


А 
ооеооооесоьоооооооо5 в 


40 a) 


图 16.2 计算 户 (?) 和 它 本 身 
的 序列 积 


图 16.2 演 示 了 通过 把 给 定 序列 写 在 可 移动 的 纸 带 上 进行 数值 计算 的 过 程 . 纸 带 所 处 的 位 
置 计 算出 箭头 所 指向 的 129 这 个 值 .这 是 我 们 两 次 抽 得 美 钞 和 为 6 美元 的 概率 .括号 中 的 其 它 


400 
值 也 是 用 这 种 方法 计算 的 .完整 的 结果 是 
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0 100 000 40000 0 400 2000 0 0 400 0 000 200 200 
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000 一 一 ne 
700 ° ° ° ° 300 "" 400 


可 以 用 各 项 之 和 为 1 对 这 个 结果 进行 数值 验证 。 

很 明显 ,本 例 和 前 面 处 理 电阻 的 例子 十 分 相似 .在 第 一 个 例子 中 ,通过 两 个 给 定 分 布 的 郑 
积 得 到 待 求 频率 分 布 ,而 本 例 是 通过 序列 积 得 到 待 求 分 布 .不 过 ,在 电阻 例子 中 ,如 果 数 值 计算 
不 是 通过 解析 方法 进行 积分 ,而 是 凭借 由 数据 组 成 的 给 定 分 布 时 ,我 们 就 需要 基于 足够 小 间隔 
的 数据 来 计算 序列 积 .这 样 ,两 个 问题 的 数值 方法 就 是 相同 的 。 

相反 地 ,通过 对 两 个 问题 在 代数 处 理 方 К 
法 上 进行 区 别 ,我 们 并 得 不 到 什么 ;既然 这 Pitz)|20 6 
样 ,我 们 就 用 卷 积 来 处 理 这 两 个 问题 .这 样 ， 
桶 中 的 美 钞 可 以 通过 下 式 用 连续 变量 x 的 
频率 分 布 进行 描述 ， 


> (z) = 1l08(z 一 1) 十 .68(z 一 
Pi) = 5000 0) + 000 — 5) 


З (х laa- 
+9080 — 10) + 50062 — 20). 


图 16.3 用 常用 的 冲 激 符号 对 此 进行 了 图 
示 , 箭 头 的 高 度 等 于 冲 激 的 强度 .图 中 还 画 
出 了 两 次 抽取 和 的 分 布 , 即 P(z), 它 可 以 写作 


Р(х) = P,(z) * P, (z) 
= 

400 

+ 3680х — 15) + 98Сх — 20) + 2080 — 21) 

+ 128(r — 25) + 6002 — 30) + 8(х — 40)], 


这 可 以 通过 P, (z) 和 Р(х) 的 积分 均 为 1 得 以 验证 。 


至 此 ,我 们 已 经 看 到 了 基本 的 卷 积 关系 , 现 重新 简 述 如 下 .如 果 两 个 量 的 频率 分 布 分 别 为 
P, Cx) 和 Р, С) ,那么 它们 的 和 的 频率 分 布 PCz) 由 下 式 确定 : 


图 16.3 用 冲 激 符 号 表示 频率 分 布 


[1008(z — 2) + 1208(х — 6) + 368Cx — 10) + 608(х — 11) 


P(z) = P, (z) * P,(z)., 


我 们 已 经 假定 两 个 量 的 选择 不 会 互相 影响 。 但 是 ,如 果 桶 中 的 钱 是 一 大 卷 ,每 一 种 面值 的 钞票 
没有 被 完全 打 乱 ,那么 结果 就 会 有 所 不 同 ;再 有 , 桶 中 仅 有 一 张 面值 20 美元 的 钞票 ,那么 抽 走 
它 将 根本 性 地 影响 第 二 次 抽取 .在 应 用 卷 积 关 系 前 ,总 是 需要 考虑 两 次 抽取 是 否 独立 ,或 者 乘 
积 准则 是 否 适用 。 


卷 积 关系 的 结果 
Ж Р(х) 是 P, (z) 和 P; (z) 的 卷 积 ; 即 
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Р(х) af P, (x — u)P:(u)du, 
并 且 设 mm, Mm 是 三 个 分 布 Р.Р, 和 P, 的 质心 的 横 坐 标 ; 即 


Í rzP(z)dr 


m= , 


j Pdz 


由 于 已 经 证 明 卷 积 情况 下 的 质心 横 坐 标 具有 加 性 性 质 ,由 此 可 得 
т = m +m. 


如 果 P,P, 和 P, 是 频率 分 布 ,那么 mm 和 ms 是 三 个 分 布 的 均值 .因此 ,在 统计 学 中 ,引用 上 
面 的 定理 ,相应 的 结果 是 两 个 随机 变量 和 的 均值 是 它们 各 自 均值 的 和 。 
根据 另 一 个 定理 , 卷 积 情况 下 的 方差 也 具有 加 性 性 质 , 令 


| | -m Pdr 
g = =a 
[| Pdr 


那么 = +o. 
根据 统计 学 ,这 个 结果 的 含义 是 熟知 的 。 
如 果 把 三 个 随机 变量 相 加 在 一 起 ,他 们 各 自 的 频率 分 布 为 P, Cr), P. G) 和 P. (z), 38 Z 
前 两 个 的 和 的 频率 分 布 是 P, x P,, 所 有 三 个 和 的 频率 分 布 一 定 是 (P, x Р.) * Ps .但 由 卷 积 的 
有 关 性 质 ,没有 必要 保留 括 弧 .因此 ,三 个 量 的 和 的 分 布 P(z) 由 下 式 给 定 
P = P, * P, * P}. 


同时 也 可 得 到 
m= т +m +m 

和 ё = 0+0 +0. 
这 个 结果 显然 可 以 推广 到 任意 多 个 随机 量 的 和 。 

由 中 心 极限 定理 ,我 们 知道 如 果 对 几 个 函数 进行 卷 积 ,倘若 满足 一 定 的 条 件 , 结 果 近似 为 
一 个 高 斯 函数 。 由 此 可 得 ,如 果 几 个 随机 量 相 加 ,那么 和 的 频率 分 布 近似 为 一 个 高 斯 分 布 。 分 布 
的 均值 为 各 随机 量 均值 的 和 ,并 且 其 方差 也 是 各 随机 量 方差 的 和 .如 果 有 足够 多 的 随机 量 使 得 
卷 积 结果 在 满足 菜 些 应 用 的 精度 上 和 带 进 高 斯 结果 ,那么 使 用 均值 和 方差 的 加 性 性 质 就 可 以 确 
定 高 斯 分 布 的 参数 。 

卷 积 关系 的 重要 意义 是 ,通过 卷 积 定理 可 以 把 傅 里 时 变换 的 已 知 属性 运用 到 统计 学 中 。 现 
在 我 们 将 考虑 这 一 点 。 


特征 函数 
频率 分 布 P(z) 的 特征 函数 #1) 由 如 下 关系 定义 : 


#0 = Ë ee PCz)dz 
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这 是 频率 分 布 的 十 i 傅 里 叶 变换 。 
由 变换 关系 


P = P, * P, 


我 们 有 $G) = $ ($ (D, 
换 句 话说 ,由 卷 积 定理 ,特征 函数 的 简单 相 乘 给 出 了 和 的 频率 分 布 的 特征 函数 。 


特征 函数 具有 以 下 性 质 : 
а, $(0)=1 [因为 | _P(zr)dz 一 1]; 


b. $(1) 是 hermitian [因为 PCr) 是 实 的 ]; 即 00) 的 实 部 是 偶 的 , 虚 部 是 奇 的 ， 


с. #00 |< 1. 


此 外 ,特征 函数 的 实 部 和 虚 部 也 可 能 不 是 独立 的 .例如 :如 果 工 二 0 时 P(x) 是 零 , 那 么 
фо) 的 实 部 和 虚 部 构成 了 一 个 希 尔 伯 特 变换 对 .如果 P(z) 是 在 其 它 半 无 限 区 间 上 为 零 ,那么 


适当 地 使 用 移 位 定理 将 得 到 相似 的 关系 。 


截断 指数 分 布 

作为 卷 积 关系 的 一 个 实例 ,也 为 了 对 以 后 品 
声波 形 的 研究 打 一 个 基础 ,我 们 考察 下 面 的 频率 
分 布 

Р(х) = X'!e"”xH(z), 
式 中 HC) 是 Heaviside 单 位 阶 路 函数 ( 见 图 16.4), 
这 被 称 为 截断 指数 分 布 .均值 m 和 方差 分 别 如 
T: 
т = Х 
=X. 

这 种 频率 分 布 来 源 于 一 种 基本 的 情形 .考虑 
一 个 完全 的 随机 事件 ,最 好 的 例子 就 是 原子 核 的 
自然 放射 性 衰变 ,在 一 定 的 条 件 下 ,电话 呼叫 的 发 
生 , 或 者 阴极 电子 的 发 射 都 是 这 样 的 例子 .图 16.5 
给 出 了 这 样 的 个 别 事件 的 一 些 记录 .通过 观察 已 
经 证 明 一 个 不 稳定 的 原子 可 能 在 任意 时 刻 或 任何 
其 它 时刻 晓 变 。 这 样 ,平均 而 言 ,放射 性 物质 每 秒 
钟 发 生 赔 变 的 次 数 正比 于 不 稳定 原子 的 数目 .我 
们 假定 这 个 数目 非常 大 ,所 以 它 不 会 由 于 赔 变 的 
发 生 而 被 明显 地 耗 尽 。 

图 16. 5 的 实验 表明 对 应 于 事件 发 生 的 平均 
速率 , 一 次 事件 与 其 下 一 次 事件 发 生 的 间隔 有 一 
个 确定 的 平均 值 ,还 说 明了 比 平均 值 短 的 间隔 比 


х|- 


L. 


图 16.4 


图 16.5 


x т 


均值 为 X 的 截断 指数 分 布 


以 恒定 平均 速率 随机 发 生 事件 的 记 
录 . 平 均 间隔 是 AB 。 
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那些 比 平均 值 长 的 间隔 发 生得 更 频繁 .事实 上 ,间隔 越 短发 生 频 次 越 高 ,直到 零 间 隔 , 这 个 事实 
正 应 了 一 名 成 语 , 祸 不 单行 。 
现在 我 们 证 明 在 x 与 x 十 dr 的 间隔 内 发 生 的 频率 是 P(z)dz。 其 中 


Р(х) = X 'e *“H (2), 


而 X 是 事件 发 生 的 平均 间隔 。 

因为 事件 间 的 平均 间隔 是 X, 每 工 单 位 事件 发 生 的 平均 速率 为 X .因此 ,在 一 个 短 间隔 
Ах 中 事件 发 生 的 频率 为 X “Arz; 不 发 生 的 频率 为 1 一 X'，Az. 假 设 在 一 个 事件 发 生 后 ,下 一 个 
事件 发 生前 过 去 了 间隔 x。 设 z 为 N 售 的 Ax. 在 NN 个 连续 的 Ar 间隔 内 没有 事件 发 生 ,而 在 随 
后 的 一 个 Ar 间隔 内 有 一 事件 发 生 ,随机 事件 发 生 的 频率 近似 定义 为 PCz)Ar, 它 由 下 式 给 定 

Р(з) Ат = (1 — ХЛл)Х Arz ї2> 0. 
当 Ar 0 时 其 极限 为 
P(z) = lim = X ADEX = Xe >0 
相对 于 它 的 前 一 事件 ,事件 发 生 的 频率 随时 延 ( 不 可 能 为 负 ) 指数 衰减 .因此 
Р(х) = Х!е”*Н(х), 

当 事 件 在 时 间 上 或 一 维 空间 上 绝对 随机 发 生 时 就 引起 截断 指数 分 布 , 它 描述 了 一 个 事件 
及 其 下 一 个 事件 之 间 间 隔 的 频率 分 布 。 

其 它 的 一 些 方面 通常 也 会 引起 截断 指数 分 布 .图 16.5 所 示 的 事件 是 相同 的 事件 ,但 是 经 
常 也 会 遇 到 这 种 情况 ,不 仅 事件 是 随机 发 生 而 且 所 发 本 的 事件 大 小 也 不 同 。 例 如 ,地 球 物理 学 
现象 中 的 小 地 震 、 小 阵雨 ,以 及 那些 频繁 发 生 而 大 事件 很 少 的 情形 .经 常 发 生 这 样 的 大 小 分 布 
是 因为 这 种 现象 是 被 随机 触发 的 ,而 且 要 释放 自 上 次 事件 发 生 后 稳定 累积 的 一 定量 的 东西 (如 
弹性 能 量 或 水 )。 如 果 事 件 的 大 小 正比 于 已 过 去 的 时 间 ,并 且 事件 可 在 任意 时 刻 发 生 , 那 么 事件 
大 小 的 频率 分 布 完 全 服从 截断 指数 法 则 。 

还 有 一 些 其 它 的 十 分 明显 情形 会 引起 同样 的 分 布 。 后 面 将 要 讨论 一 个 与 噪声 波形 检测 有 
关 的 重要 例子 。 


泊 松 分 布 

下 面 的 讨论 以 截断 指数 分 布 作为 出 发 点 ,我 们 用 E(z) 表示 截断 指数 分 布 ,其 中 

Е(х) = e*H(z), 

通过 应 用 卷 积 关系 来 描述 从 分 布 EC) 中 连续 抽取 的 量 之 和 的 频率 分 布 ,我 们 可 以 理解 
泊 松 分 布 .这 本 身 是 很 重要 的 ,此 外 它 还 提供 了 用 频率 分 布 建立 标准 处 理 过 程 的 极 好 的 例子 。 
特别 地 ,我 们 可 以 详细 地 观察 过 渡 到 高 斯 分 布 (由 中 心 极限 定理 所 预计 的 ) 的 情况 。 

为 了 借助 实际 进行 研究 ,我 们 使 用 物理 情况 来 表达 它 ,因此 ,我 们 假设 某 个 地 区 在 + 和 x 十 
dr 之 间 的 降雨 量 频率 是 P(z)dz, 一 天 的 降雨 量 由 下 式 给 出 


Р(х) = E(z). 
这 样 ,平均 日 降雨 量 是 一 个 单位 。 
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两 天 的 降雨 量 是 多 少 呢 ? 由 于 这 是 从 已 知 频率 分 布 中 抽取 的 两 个 量 的 和 ,因此 需要 使 用 卷 
积 关系 .首先 ,我 们 要 证 明 任 一 天 的 降雨 量 与 其 前 一 天 的 降雨 量 无 关 . 在 很 多 地 区 都 不 是 这 样 
的 ,每 一 天 都 倾向 于 与 前 一 天 相似 ;但 我 们 要 处 理 的 是 一 个 不 可 预测 的 气候 .那么 ,两 天 降雨 总 
量 的 频率 分 布 是 


pxP. 
展开 卷 积 ,我 们 有 
P * P = Ех) x E(z) 
= Ë ° “H(z эе =? HO rdr 
一 
= xzE(z)。 


两 天 降雨 量 总 和 的 频率 分 布 * 下 像 一 个 临界 阻尼 设备 的 冲 激 响应 (参见 图 16. 6 中 的 
和 Ex E) ,这 与 截断 指数 的 不 同 之 处 在 于 最 常见 的 两 天 降雨 量 的 总 和 不 再 是 零 ! 实 际 上 在 正 
态 或 高 斯 分 布 方 向 上 特性 有 明显 的 变化 .两 天 降雨 总 量 的 均值 是 两 个 单位 ;出 现 频率 最 大 的 地 
方位 于 x = 1, 


п 天 降雨 总 量 的 分 布 是 E(x) 的 nm 重 自 卷 积 。 
[Ec]. 
HA n = 2 的 结果 ,我 们 可 以 很 容易 地 计算 出 = 3 的 分 布 


Ew] = ено). 
这 提醒 我 们 ,n 天 降雨 总 量 的 分 布 如 下 


= 
GE 


如 果 这 是 正确 的 ,那么 十 1 天 的 降雨 总 量 分 布 为 


„Жз. E i ИР Pe ы 
(Fa) [p Eo] [|a pr Je du = ЕС). 


这 样 ,如 果 对 n 天 降雨 总 量 的 推测 是 正确 的 ,那么 十 1 天 的 总 量 也 是 正确 的 ,等 等 但 现在 已 
ln = 3 是 正确 的 ;因此 = 4 也 是 正确 的 ,等 等 以 至 无 穷 。 
图 16.6 的 分 布 


HEC) = [Ew] 


又 称 为 Pearson Ш 分布。 它 表 示 n + 1 个 具有 单位 均值 的 指数 分 布 量 之 和 的 频率 有 一 个 值 +。 
由 中 心 极限 定理 ,我 们 知道 ,对 大 的 ” 值 我 们 将 近似 得 到 高 斯 分 布 。 
工 的 均值 等 于 nn 十 1, 方 差 等 于 十 1, 这 是 在 卷 积 情况 下 方差 和 重心 的 横 坐 标 具有 加 性 特 
性 这 一 定理 的 结果 。( 通 过 微分 可 以 证 明 出 现 频率 最 大 的 地 方位 于 z = n.) 
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Nr 


图 16.6 Pearson Ш 分 布 表现 为 截断 指数 E(x) 的 连续 自 卷 积 


对 于 大 的 "均值 的 标准 差 是 1 倍 的 
均值 .这 样 ,如 果 我 们 用 6 二 r/n 表示 分 布 ， 
以 使 所 有 的 分 布 都 有 同样 的 均值 ,我 们 有 


=... = piet 
GIF) mn HO. 


我 们 期 望 这 个 公式 收银 到 一 个 越 来 越 罕 的 
高 斯 形式 ,如 图 16.7 所 示 ; 即 我 们 期 望 


1 
(2хт)+ 


eten? 


op еен = 
ар ° 
Фе= 6 一 1, 且 使 用 大 数 阶乘 的 Stirling 2 
式 ， 

n! = (лп) тет", 


左边 化 简 为 


to ew = to er"™, 
п] Can)? 


对 小 的 ,展开 为 


ы: ЖЕ 
(an)? 
这 样 ,就 这 些 首 项 来 说 ,与 中 心 位 于 上 = 1 一 
1/п 的 高 斯 分 布 相 匹配 。 
如 果 事件 像 图 16. 5 一 样 随机 发 生 , 平 均 发 生 间隔 为 1, 在 间隔 x 内 恰好 发 生 n 次 的 概率 首 


[i-ai] == 


" 


图 16.7 Е" 归 一 化 到 (zx) = 1 说 明 它 趋 于 高 斯 形式 
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RIEGO "dr ARER HHR 次 事件 发 生 在 间隔 x + ar 内 的 概率 ,其 中 x 二 zx) 有 


关 , 然 后 与 紧 随 其 后 的 在 更 远 间隔 + 一 x 后 发 生 的 概率 有 关 . 第 二 个 概率 是 E(x) 从 x 一 x 到 无 
穷 的 积分 , 它 等 于 E(x 一 x )。 把 这 两 个 概率 相 乘 并 在 x 所 有 可 能 的 取 值 范围 上 积分 ,我 们 有 


[EC — [EG ar = [EC]: e = Ес) 


这 就 是 我 们 研究 的 每 单位 > 的 概率 密度 的 函数 ;然而 ,作为 一 个 与 有 关 的 离散 概率 ,我 们 称 
之 为 泊 松 分 布 (图 16. 8)。 


图 16.8 ” 泊 松 分 布 可 以 看 作 一 组 连续 的 柱状 图 
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习题 


1. 倒数 的 和 有 一 批 标 称 相同 的 电阻 ,其 阻 值 分 布 是 P(x) .计算 从 中 抽取 两 个 电阻 并 联 
后 的 阻 值 分 布 。 


第 16 章 在 统计 学 中 的 应 用 351 


2. 证 明 由 一 个 电阻 R 和 一 个 电感 工 串联 得 到 的 复 阻抗 2 = X + iY 的 频率 分 布 是 


Роху = [son (8 oR] * [зоп ( е) осол). 


0.0201. 
其 中 ,电阻 和 电感 的 值 在 标 称 值 的 1% 范围 内 均匀 分 布 ;两 个 星 号 表示 二 维 卷 积 。 在 Z 的 复 平 
面 上 画 出 分 布 的 草图 。 

3. 打破 可 能 性 ”为 了 对 绝缘 体 进行 精密 测量 ,现在 需要 建立 一 个 非 普 通 精度 的 绝对 基准 
的 1 MQ 的 电阻 ,我 们 取 10 000 个 普通 的 1% 误差 的 100 Q 的 电阻 ,并 通过 可 以 忽略 电阻 的 冬 
杯 把 它们 串联 起 来 .讨论 如 下 :如 果 把 个 平均 阻 值 为 R、 方 差 为 的 电阻 串联 起 来 ,在 多 次 实 
验 进行 平均 可 得 ,组 合 电阻 的 阻 值 是 wR, 方 差 是 no’ .均值 的 标准 差 是 n+o。 从 而 ,如 果 o/R 最 
初 是 10? 数量 级 ,那么 10 000 个 电阻 串联 的 数量 级 将 是 


rg = ta = (10000) tg = 10° x10? = 10", 
指出 以 上 认为 可 以 通过 这 种 方法 产生 一 个 万 分 之 一 精度 的 МО BRNE. 
4. Bernoulli 分 布 ”一 个 面积 很 小 的 阴极 在 1 微 秒 发 射 ”个 电子 的 概率 是 


0. 980л) +0. 16(n— 1), 


计算 一 个 面积 为 M 倍 的 阴极 在 1 秒 种 发 射 " 个 电子 的 概率 。 

5. 泊 松 分 布 ”如 果 一 个 随机 事件 平均 每 微 秒 发 生 0. 1 次 ,那么 1 微 秒 恰好 发 生 两 次 的 概 
率 是 多 少 ? 

6. 和 的 分 布 “计算 投掷 Ca) AART. b) 三 个 人 般 子 的 和 的 频率 分 布 。 

7. 和 的 分 布 ”一 个 双 稳 态 电路 有 两 个 稳定 状态 ,A 和 8B. 无 论 何 时 对 它 输入 一 个 脉冲 , 它 
将 从 一 个 状态 变 到 另 一 个 状态 .如 果 脉 冲 以 每 秒 10 个 的 平均 速率 到 达 ( 脉 冲 的 到 达 是 完全 随 
机 的 ,如 图 16. 5) ,计算 连续 两 次 从 状态 变 A 到 状态 B 的 时 间 间 隔 的 频率 分 布 。 最 常见 的 值 是 
什么 ? 

8. 特征 函数 EHUR p(t) 是 一 个 特征 函数 ,那么 它 一 定 可 以 表示 为 其 它 函数 的 自 相关 
函数 .证 明 2tcosechxt 是 一 个 特征 函数 ,并 确定 至 少 两 个 函数 使 得 它 是 它们 的 自 相关 函数 。 

9. 空间 概率 。 用 一 个 武器 瞄准 一 个 目标 进行 射击 ,武器 的 方位 角 比 它 的 射程 更 精确 ,而 
目标 位 置 的 纬度 比 精度 更 准确 .计算 误差 距离 的 二 维 概率 分 布 .对 一 次 射击 来 说 ,从 北边 还 是 
从 东边 射击 要 更 好 一 些 ? 

108 ”我 们 知道 和 的 分 布 服 从 卷 积 关系 时 ,在 卷 积 情况 下 均值 和 方差 具有 加 性 特性 。 对 
三 阶 矩 ,这 个 特性 还 成 立 吗 ? 

11. 流星 轨迹 通信 一 个 点 对 点 的 通信 系统 利用 了 由 流星 留 下 的 短暂 轨迹 的 镜面 反射 所 
产生 的 信号 脉冲 。 如果 打 开发 射 机 , 接收 机 的 信号 幅度 由 在 任意 时 刻 t; 发 生 的 形 如 A = 
Ae "Н t) 的 脉冲 组 成 .在 某 个 时 期 内 幅度 大 于 A, 的 脉冲 数 由 N = cA 确定 ,其 中 
< 和 a 是 常量 .如 果 当 信号 超过 门限 A, 时 通信 和 是 可 能 的 ,证 明 信 道 在 时 间 工 内 是 打开 的 且 持续 
期 超过 的 可 以 使 用 的 脉冲 比例 是 e““。 其 中 


T= EAr 
a 
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12. Bernoulli 实验 是 指 结果 可 以 用 概率 分 布 6 (z) + p6 (z DGR q = 1— р) 来 描述 的 
实验 .根据 离散 概率 ,这 可 以 写作 {g p) „п 次 独立 实验 结果 的 和 的 分 布 是 {49 p}"", 称 之 为 二 项 


分 布 (因为 它 的 各 项 (”)a"*p” 与 二 项 表达 式 十 户 的 ”次 等 的 展开 项 是 一 致 的 ) .证 明 二 项 分 


布 的 特征 函数 是 [g 十 pexpit]" ,并 推导 出 ,两 个 互相 独立 且 服 从 二 项 分 布 的 量 ,如 果 它 们 的 p 是 
相同 的 ,那么 它们 的 和 也 服从 二 项 分 布 。 

13. 证 明 泊 松 分 布 (zx"/n!)e ”的 特征 函数 是 exp{x[expit 一 1]} ,并 推导 出 如 果 两 个 独立 变 
量 服从 均值 为 x 和 z 的 泊 松 分 布 ,那么 它们 的 和 也 是 泊 松 分 布 且 均值 为 ri 十 x。 

14. 验证 泊 松 分 布 (x"/n!1)exp( 一 x) ,对 nn 二 0,1,2,… 求 和 的 结果 是 1。 证 明 , 当 x 是 正 整数 
时 ,总 有 两 项 是 相等 的 。 

15. 和 的 概率 分 布 ”在 星期 天 晚上 ,从 校园 搭便 车 到 高 速 公路 的 机 会 服从 概率 Pide, 
从 招手 停车 开始 记 时 ,搭便 车 花费 的 时 间 在 上 和 :十 d 之 间 。 报 告 表明 P.G) 近似 为 Pb = 
0.025exp(— 1/40), 其 中 :的 单位 是 min。 到 高 速 公路 的 时 间 平 均 是 10min, 但 它 会 在 一 个 窗 的 
范围 内 变化 ,其 标准 离 差 是 2min。 在 高 速 路 上 的 等 待 时 间 P, Ga) = 0. 1ехрС— 2/10) ,并且 到 机 
场 的 旅行 时 间 是 25min 士 5min( 标 准 离 差 ) .通过 这 种 方式 从 校园 到 机 场 的 平均 旅行 时 间 是 多 
少 ?标准 差 是 多 少 ? 

16. 倒数 的 分 布 ”在 R 和 R 十 dR 之 间 阻 值 出 现 的 频率 是 0.05 了 (0.05R — 5) ,但 是 用 一 
个 测量 电导 的 仪器 测量 它们 却 发 现 电导 值 的 分 布 不 是 平 项 的 .可 能 的 解释 是 什么 ? к 

17. Bernoulli 定理 ,中 心 极限 定理 MAH 办 (x) 十 8(z 一 X)( 其 中 p 和 9g 均 是 正 的 且 
p +q = 1), 与 本 身 卷 积 几 次 可 以 得 到 一 串 冲 激 [ 办 (x) 十 B(x 一 X)]"", 所 得 到 的 冲 激 的 强度 
Вп оо 趋 于 一 个 确定 的 高 斯 函数 .证 明 具有 n AFHL E A GRRE 


Canpa)? e r wo" Cz/X) 。 


18. 中 心 极限 定理 ,Bernouli 定 理 ”Bernoulli 定 理 中 的 量 刀 和 9 必需 是 正 的 ,因为 它们 表示 的 
是 概率 。 但 是 如 果 p fl q 具有 相反 的 符号 ,你 能 对 办 (x) + 6 (z — X) 的 n 重 自 卷 积 说 些 什么 ? 


# 17+ 
随机 波形 和 噪声 


自然 发 生 的 随机 现象 遍及 整个 物理 学 中 ,我 们 可 以 从 一 些 对 简单 物理 观测 的 叙述 中 抽取 
一 些 例子 .图 17.1 记录 的 是 河 外 射电 源 Cygnus ACRAS) 通过 射电 望远镜 波束 的 情况 。 显 
然 ,这 个 射电 源 至 少 由 两 部 分 组 成 ,但 重要 的 是 要 知道 是 否 有 伴随 这 两 个 明显 的 分 量 的 光学 。 
然而 ,由 于 记录 中 存在 不 必要 的 波动 ,通过 研究 这 个 记录 并 不 能 揭示 是 否 存在 比 这 两 个 信号 更 
宽 更 弱 的 第 三 个 源 。 


东 20 10 0 10 西 
LUD 


图 17.1 通过 射电 望远镜 的 波束 接收 到 的 来 自 河 外 射电 源 Cygnus A 的 功率 记录 ,所 
用 的 望远镜 是 第 一 台 能 产生 和 人 眼 一 样 好 的 射频 波束 (52 弧 秒 ,一 维 的 ) 的 
仪器 (Swarup, Thompson and Bracewell, 1963). 


这 是 在 噪声 背景 下 进行 信号 检测 的 一 个 典型 例子 .本 例 中 的 波动 源 很 好 理解 ;从 地 球 和 天 
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线 馈线 的 隔 层 发 出 的 微波 热 辐射 会 进入 接收 机 ,接收 机 本 身 也 会 产生 辐射 :银河 系 的 背景 辐射 
也 是 小 量 的 干扰 ,但 即使 被 研究 的 源 处 在 天 线 的 主 波束 以 外 ,其 本 身 也 占 主要 成 分 .所 有 这 些 
干扰 辐射 加 起 来 的 和 不 是 恒定 的 .正如 图 中 所 示 , 虽 然 总 的 有 害 的 干扰 能 量 确实 很 大 ,但 波动 
比 要 研究 的 信号 小 .这 些 波动 经 常 呈 现 出 与 它们 的 准确 物理 原因 无 关 的 特征 行为 ,本 章 将 关注 
这 些 普遍 的 现象 .然而 ,这 里 需要 说 明 的 是 实际 观测 结果 经 常会 呈现 出 先前 的 理论 难以 解释 的 
行为 ,而 只 能 在 观测 实验 以 后 解释 ; 随 着 更 多 的 可 理解 的 波动 通过 合适 的 测 重 逐 渐 递减 ,这 些 
奇怪 的 现象 就 会 变 为 主要 成 分 ,由 于 这 些 现象 种 类 繁多 ,所 以 本 著作 不 做 研究 。 

在 我 们 的 例子 中 , 待 求 的 辐射 本 身 也 呈现 出 随机 性 的 特点 ;事实 上 ,我 们 从 噪声 背景 中 提 
取 的 信号 本 身 也 是 随机 噪声 。 它 几乎 是 随机 极 化 的 ,这 意味 着 波 前 的 电场 可 能 指向 任何 方向 。 
而 且 , 信 号 电场 的 幅度 也 随时 间 的 推移 以 一 定 的 特征 波动 .电场 的 水 平和 垂直 分 量 的 波动 规律 
是 相同 的 ,但 在 细节 方面 几乎 完全 不 同 。 

本 章 的 相关 读物 包括 Gardner(1988) ,Goodman(1996) ,Papoulis(1968) 和 Ripley(1981) 
的 著作 。 


随机 数 的 离散 表示 

为 了 研究 上 面 讨论 的 各 种 形式 噪声 的 特征 ,我 们 首先 通过 一 个 单纯 的 数值 方法 构造 一 个 
特殊 的 噪声 波形 ,并且 熟悉 它 的 性 质 在 本 例 中 ,我 们 的 研究 对 象 可 以 被 认为 是 表示 带 限 波形 
连续 采样 的 数字 序列 ;因此 ,任何 时 候 我 们 都 可 以 毫 不 犹 瑰 地 对 序列 作 图 并 且 通过 点 画 一 条 光 
滑 的 曲线 .为 了 画 这 样 一 条 曲线 ,我 们 可 以 按照 第 10 章 给 出 的 与 采样 定理 有 关 的 规则 进行 内 
ш. 

假设 从 0 ~ 9 的 数字 可 以 任意 抽取 ,每 个 数字 被 抽取 的 几率 相同 ,例如 ,我 们 可 以 通过 对 
由 计算 机 产生 的 在 0 — 1 之 间 均 匀 分 布 的 数 乘 以 10 然后 向 下 取 整 得 到 所 需 的 随机 数 , 但 是 作 
为 一 个 具体 的 例子 ,这 里 我 们 使 用 x 的 十 进 制 表达 的 连续 数位 .我 们 知道 : 


x 一 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510… 


图 17. 2 画 出 了 前 32 位 数字 .已 经 证 明 , 几 乎 所 有 的 十 进 制 数 字 是 均匀 出 现 的 ; 即 每 一 个 数字 
出 现 概率 为 十 分 之 一 ;在 相当 长 的 位 数 上 ,对 于 r 的 这 个 性 质 已 经 做 了 研究 。 无 疑 ,在 有 限 的 长 


ЙИ. 
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图 17.2 x 的 十 进 制 表示 的 有 限 长 数字 序列 y, ,它们 的 出 现 次 数 柱状 图 ay ,以 及 我 们 
选 定 的 在 无 限 长 序列 情况 下 的 概率 PO). 
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度 内 ,每 一 个 数字 出 现 的 次 数 不 相 同 (左边 的 柱状 图 给 出 了 总 和 ) ,但 是 没有 办 法 证 明 这 个 有 限 
长 序列 与 从 一 个 符合 0 — 9 均匀 分 布 的 数据 源 中 所 抽取 的 结果 不 一 致 。 
Ф у, 表示 第 上 位 的 值 ; 即 у = 3, y: 二 1， ys 二 4,…。 我 们 可 以 将 其 表示 为 序列 {y,)} 
{y}={324159.}。 


1 可 以 看 作 时 间 , 可 以 设想 为 以 单位 时 间 为 基准 等 间隔 抽取 的 数字 .前 N 位 的 均值 m 由 下 式 给 
出 
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м = жи +» ty „1 Py 
例如 :N = 32 时 ,均值 为 4. 84。 如 果 我 们 认为 的 这 些 数字 是 从 一 个 均匀 分 布 的 源 中 抽取 的 观点 
是 正确 的 ,那么 可 以 换 种 方法 表示 这 个 性 质 ,我 们 希望 随 着 位 数 N 无 限 增长 均值 m 趋 于 一 个 
极限 (等 于 4.5), 即 


p= limm = 4.5. 


这 个 期 望 可 以 作为 (部 分 ) 均匀 性 假设 检验 的 基础 。 
计算 均值 m 的 另 一 种 方法 是 数 出 9 的 个 数 乘 以 9,8 的 个 数 乘 以 8, 等 等 , 相 加 后 再 除 以 NN。 


Galy) 表示 值 y 出 现 的 次 数 ;图 17. 2 中 数字 序列 左边 的 柱状 图 表示 的 是 a(y) , 它 的 列表 在 下 
面 ,所 以 


C) +2а(2) + = + 808) +9409) _ 1 Ç 
=2 а N = М). 


уто 


考虑 项 数 N 无 限 增长 的 情况 ,我 人 有 m АТА. 


асы 

= lim үг? 

У W) 

= Zy limt 

我 们 没有 理由 不 用 单个 极限 的 和 代替 和 的 极限 .现在 对 我 们 这 个 特殊 例子 列表 如 下 

y o 1 2 3 4 5 6 7? 8 9 
уз: o 2 са тз и з 2 з Ч4 
ум 0 бв л 22 .09 .2 .09 .06 .09 .12 


其 中 ,项 2 ну 发 生 的 分 数 频率 ,我 们 相信 ,在 极限 情况 下 ,对 y 从 0 — 9 的 所 有 值 , 这 个 
频率 都 是 相同 的 , 即 0.1. 称 此 为 值 y 发 生 的 概率 p(y) ,我 们 记 为 


PO A lim 69. 


图 17. 2 中 最 左边 的 柱状 图 就 是 20). AA Dao) = N, 显 然 p(y) 具有 概率 分 布 所 要 求 的 
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Уру) = 1 的 性 质 。 
最 终 , 我 们 有 


В 
p= Убу): 


或 者 换 句 话说 , 值 y, 的 无 限 长 序列 在 极限 情况 下 的 均值 ,也 即 量 , 不仅 可 以 用 NN 项 的 均值 (m 
的 极限 ) 来 表示 ,而 且 也 可 以 用 稍 复杂 些 的 方法 ,如 用 决定 每 个 y 出 现 的 概率 p(y) 的 一 阶 矩 来 
表示 。 

相似 的 ,序列 {y,) 的 方差 趋 于 一 个 极限 , 它 是 p(y) 关于 y 一 的 二 阶 矩 ; 即 


М , 
lim Dm = Уу pO), 
нео МА 


在 这 里 重 述 这 些 在 其 它 方面 熟知 的 结果 是 为 了 把 它们 与 所 使 用 的 术语 联系 起 来 。 

在 下 文中 ,随机 数字 序列 将 被 称 为 波形 ,或 许 是 由 起 平滑 作用 的 中 值 内 插 得 到 ,或 许 也 可 
以 把 它 看 作 是 强度 由 随机 数字 给 定 的 规则 冲 激 序列 .第 一 种 情况 ,频谱 将 会 在 一 个 频率 处 截 
止 ,这 个 频率 由 采样 所 用 的 时 间 间 隔 确定 ;而 第 二 种 情况 ,频谱 将 会 有 无 穷 高 的 频率 ;但 在 每 一 
种 情况 下 ,序列 的 均值 与 函数 的 均值 都 是 相同 的 。 


随机 输入 通过 滤波 器 :对 幅度 分 布 的 影响 

无 论 用 上 面 提 到 的 哪 种 方法 ,由 随机 数字 序列 产生 的 随机 波形 都 可 以 通过 一 个 滤波 器 , 通 
过 研究 输出 可 以 知道 滤波 器 对 波形 有 哪些 影响 .我们 可 以 把 滤波 器 看 作 一 个 有 差别 地 传输 不 
同 频率 的 器 件 , 所 以 ,一 些 影响 将 会 导致 输入 波形 的 谱 发 生变 化 但 我 们 首先 考虑 幅度 的 概率 
分 布 ,并 得 到 一 个 值得 注意 的 结论 ,因为 这 个 结论 也 是 对 随机 数 求 和 的 基本 结论 ,所 以 下 面 的 
讨论 与 滤波 器 没有 直接 关系 ,但 我 们 要 做 的 是 让 随机 波形 通过 一 个 滤波 器 ,这 个 滤波 器 对 输入 
(1000 …} 的 响应 是 一 个 10 位 序列 {1111111111)。 

我 们 依照 下 面 的 规则 把 序列 {y,} 变 成 一 个 新 的 序列 {%) p ly) 前 10 项 的 和 ,六 是 第 2 
项 到 第 11 项 的 和 ,等 等 ; 即 


p= y Hyen H yi He Бун 
在 前 面 图 示 的 有 限 长 数据 范围 内 所 得 序列 如 图 17. 3。 很 明显 ,所 得 数字 集中 在 30 多 ,40 多 ,50 


图 17.3 ”在 连续 值 之 间 引入 相关 的 一 个 数字 序列 及 相应 的 频谱 变化 
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多 以 及 60 多 的 范围 内 ,没有 值 在 此 范围 之 外 .左边 的 柱状 图 给 出 了 每 个 范围 内 的 总 数 .就 像 原 
始 的 32 个 数据 位 总 的 出 现 情况 一 样 ,我 们 相信 随 着 序列 长 度 的 增加 ,每 个 y 值 出 现 的 分 数 频 
率 将 到 达 一 定 的 极限 ,其 中 y 的 范围 是 从 0 ~ 90. 对 每 个 > 我 们 把 这 个 极限 称 为 概率 Po(y),y 
由 10 位 数 的 和 得 到 。 

由 于 在 16 章 中 已 经 证 明了 两 个 已 知 分 布 的 独立 变量 的 和 的 分 布 是 已 知 分 布 的 卷 积 ,假设 
的 十 进 制 表达 中 的 相 邻 数位 是 独立 的 ,我 们 立即 可 得 到 po(?)。 这 提出 了 一 个 新 的 重要 的 问 
题 。 


关于 独立 的 题 外 话 — 我 们 可 以 通过 假定 序列 {y.} 具有 所 期 望 的 特性 ,不 必 涉 及 实际 数值 
来 绕 过 这 个 问题 ,然而 ,由 于 我 们 已 经 选择 了 通过 实际 的 例子 来 阐明 这 个 主题 ,所 以 关于 独立 
性 的 题 外 话 就 是 必需 的 ;并 且 , 由 于 把 简单 理论 用 于 实际 数据 的 适用 性 是 一 个 重要 的 问题 , 因 
此 讨论 这 个 问题 也 是 恰当 的 。 

但 很 有 可 能 ,在 一 长 串 数 中 ,数字 出 现 的 相对 频率 是 相等 的 ,而 同时 并 不 需要 每 个 数字 与 
它 前 面 的 数字 是 相互 独立 的 。 例 如 ,无 限 长 的 十 进 制 小 数 3. 01234567890123456789…, 它 按期 
望 的 方式 重复 ,每 一 数字 的 出 现 频率 都 是 一 致 的 ,但 相 邻 的 数字 不 是 独立 的 。 

仅 靠 看 图 17. 2 并 不 能 揭示 一 个 数字 与 它 后 面 的 数字 间 有 任何 明显 的 联系 ,的 确 , 现 在 认 
为 几乎 所 有 的 十 进 制 数字 都 没有 联系 ,但 是 这 里 显然 有 必要 使 用 如 下 的 一 些 定量 测试 。 如 果 
yi 真 的 和 у, 独立 ,那么 它 和 у, 都 大 于 或 都 小 于 4. 5 的 次 数 与 一 个 大 于 而 另 一 个 小 于 4.5 的 
次 数 应 基本 相等 .通过 计数 显示 ,y+; 与 y 位 于 4. 5 两 侧 (一 个 大 于 4. 5 而 另 一 个 小 于 4.5) 的 
是 15 次 ,而 二 者 位 于 同一 侧 的 次 数 是 16 次 .这 个 结果 是 令 人 满意 的 ,更 严格 的 测试 是 检验 大 
于 4.5 的 串 的 长 度 和 小 于 4.5 的 串 的 长 度 .这 样 ,前 四 位 3,1,4,1 是 小 于 4.5 的 , 接 下 来 的 2 位 
是 大 于 4.5 的 ,再 接 下 来 我 们 有 1 个 小 于 4.5 的 ,2 个 大 于 4.5 的 ,等 等 , 稍 远 一 些 的 如 图 17.2 中 
标 出 的 长 度 为 5 的 一 趾 。16 个 连续 大 于 4.5 或 连续 小 于 4.5 的 串 的 长 度 是 4, 2, 1, 2, 1, 5, 3， 


1, 1, 1, 1, 1, 3, 1, 2，3。 显 然 ,一 串 长 为 1 的 概率 是 连续 跨越 均值 4.5 的 概率 , 即 示 ,一 申 长 


为 2 的 概率 是 二 ,并 且 一 般 情况 下 一 申 长 为 4 的 概率 记 是 2 。 


17.4 所 示 的 是 pa = 2 * 的 曲线 ,小 圆圈 表 
示 的 是 本 例 中 不 同 长 度 串 的 实际 总 数 .我 们 不 能 不 
被 理论 与 实际 的 一 致 性 所 吸引 .但 是 如 果 我 们 希望 
暂时 停止 测试 并 研究 一 致 的 重要 性 ,首先 必须 建立 
16 次 中 捉 长 恰好 发 生 n 次 的 概率 。 作 为 一 个 练 
习 ,学 生 可 以 对 偶数 位 数 的 串 长 度 和 奇数 位 数 的 串 
长 度 作 类 似 的 分 析 。 

作为 一 个 更 详细 的 检验 , 我 们 可 以 画 出 如 图 
17.5 所 示 的 ya 对 y 的 关系 ,构造 一 个 相互 关系 
图 .如果 关系 图 展现 的 是 一 条 沿 一 三 象限 对 角 线 的 图 17.4 长 度 为 《的 串 的 概率 
延长 线 ,这 表示 的 是 大 值 后 面 紧 跟 大 值 ,小 值 后 面 


紧 跟 小 值 的 趋势 . 这 个 趋势 可 通过 计算 协 方差 或 关于 质心 的 积 矩 2 (ye 一 《y+1))(y, 一 
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(у) 来 计算 。 如 果 想 得 到 积 矩 相关 系数 可 通过 除 以 可 能 出 现 的 最 大 值得 到 ,但 这 种 方法 需要 
更 多 的 数值 计算 量 .通常 ,另外 的 一 些 相关 性 测量 可 以 满足 速度 的 要 求 ;例如 ,我 们 可 以 在 中 心 
点 周围 把 图 划分 成 四 个 象限 ,并 且 数 出 每 个 象限 的 点 数 ,一 、 三 象限 点 数 和 超过 二 、 四 象限 点 数 
和 的 点 数 , 除 以 总 的 点 数 ,就 可 以 得 到 一 个 很 好 的 相关 系数 ,在 本 例 中 是 0. 03。 这 里 ,我 们 没有 
必要 停 下 来 进一步 研究 这 个 结果 的 意义 ,而 是 继续 关注 由 独立 性 强加 的 额外 要 求 。 


` ``. 
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图 17.5 每 一 个 数位 y 和 它 前 面 的 数位 y, 的 相关 图 


有 可 能 上 面 所 提 到 的 任 一 种 相关 系数 都 很 小 ,而 同时 y, 和 у, 又 有 一 定 程 度 的 相关 性 。 
图 17.6 给 出 了 一 个 人 造 的 例子 .因此 ,应 当 注意 的 是 只 用 相关 系数 不 足以 保证 独立 性 .为 了 论 
证 独立 性 ,必须 证 明 相关 图 以 所 期 望 的 均匀 度 占用 方 格 , 而 且 用 来 绘图 的 序列 应 该 是 和 顺序 无 
关 的 。 

本 实验 中 ,我 们 把 注意 力 集中 在 一 个 数字 与 它 紧 前 面 数据 的 可 能 的 相关 性 ,但 是 ,因为 我 
们 打算 把 10 个 连续 的 数字 相 加 ,所 以 我 们 也 应 当 考查 8 个 其 他 的 相关 图 , 即 y,+: ,yi+s 等 等 直 


e = s u * uan = о 
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图 17.6 Жл ya 和 у, 相关 的 相关 图 ,而 相关 系数 不 能 揭示 这 一 点 
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到 у,» 对 у, 相关 图 ,来 揭示 这 种 相关 性 。 

至 此 ,作者 可 以 负责 任 地 说 ,连续 的 数字 的 确 是 无 关 的 。 

这 是 对 实际 数据 进行 讨论 的 重要 的 一 步 因 为 我 们 从 来 不 能 完全 确保 没有 潜在 的 相关 性 ， 
为 了 避免 以 后 的 争执 ,实验 者 或 观察 者 必须 记 住 要 做 这 一 步 .事实 上 ,我 们 已 经 假设 了 一 个 确 
定 的 随机 模型 ,并 且 我 们 发 现 ,从 目前 所 做 的 部 分 测试 来 看 ,没有 理由 怀疑 手头 的 数据 是 作为 
我 们 讨论 基础 的 合适 的 选择 .细心 的 读者 会 发 现 ,我 们 已 经 指明 了 这 种 测试 理论 所 指引 的 方 
向 .试验 的 可 信 性 依赖 于 那些 能 观察 到 某 些 现象 消失 的 实验 者 ,因为 经 验 表明 ,这 些 现象 最 有 
可 能 使 情况 变 复杂 。 


卷 积 关系 。 如 果 连 续 的 数字 是 独立 的 ,那么 卷 积 关系 成 立 , 并 且 { po(y)}) 是 {p(y)} 与 自 
身 的 十 重 序列 积 ; 即 


本 
treo) = (75 10 10 10 10 10 10 10 10 10 


= 10 !° (1 10 54 212 679 … (91 Jf) … 54 10 1), 


数值 可 以 通过 计算 连续 卷 积 直 接 得 到 。 由 中 心 极限 定理 ,我 们 知道 ,这 些 值 也 可 以 由 均值 和 方 
差分 别 为 无 限 长 序列 {y,) 的 均值 4. 5 和 方差 8. 25 的 10 倍 的 正 态 分 布 精确 给 定 , 因 此 ,在 无 限 
ЖЕЎЇЇ.) 中 , 值 y 出 现 的 概率 可 以 由 下 式 近 似 给 定 : 


U 


Po (y) ~ ° 


1 
(2х X 82. 5) 


当然 ,这 个 近似 表示 对 у 小 于 0 和 大 于 90 的 值 给 出 的 是 非 零 概率 ,然而 ,从 构造 {%) 的 方 
法 可 以 知道 这 些 值 是 不 可 能 的 。 因 此 通过 测试 一 个 足够 长 的 序列 ,将 可 能 暴露 出 po(y) 事实 
上 不 是 正 态 的 。 但 是 ,这 将 需要 一 个 极 长 序列 .当然 ,也 可 以 认为 图 17.3 所 示 的 短 序列 与 一 个 
由 严格 正 态 概率 分 布 生成 的 序列 没有 什么 区 别 。 

我 们 已 经 讨论 的 问题 揭示 了 一 个 重要 的 现象 .由 中 心 极限 定理 ,一 个 用 概率 分 布 描述 的 序 
列 , 当 对 其 连续 项 求 和 时 ,将 得 到 一 个 概率 分 布 更 接近 正 态 分 布 的 新 序列 ,现在 , 当 一 个 波形 通 
过 一 个 滤波 器 ,滤波 器 的 输出 是 连续 输入 值 的 加 权 求 和 ,这 样 我 们 认为 滤波 器 输出 的 随机 信号 
幅度 的 共同 特性 是 服从 正 态 概率 分 布 的 。 

上 面 所 提 到 的 十 项 数据 的 连续 求 和 的 数值 计算 过 程 等 价 于 数据 通过 一 个 冲 激 响 应 为 {1 1 
11111111) 的 滤波 器 .序列 {y } 通过 一 个 冲 激 响 应 为 {g。g: ко …}》 的 滤波 器 的 结果 应 该 是 
什么 呢 ? 作 为 一 个 具体 的 例子 , 令 

{g} = {5311}. 
那么 ,输出 序列 值 的 概率 分 布 是 
{100001000010000100001000010000 
1000010000100001) 
*(1001001001001001001001001001) 
*{1111111111} 


*{1111111111}х10°“ 
= 10-{123571014182329…(91 项 )…321)。 
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一 般 地 ,滤波 器 输出 的 概率 分 布 是 


Жүн [13 E AYPA [3 Sas 
ЕЛЕУ 

这 个 结果 详细 说 明了 对 仅 用 “单个 ” 卷 积 联系 输入 和 输出 序列 的 系统 来 说 ,多 个 卷 积 项 怎 
样 合成 最 后 的 幅度 分 布 . 因 此 ,有 理由 认为 我 们 的 序列 {7} 阐明 了 一 个 关于 它 的 近似 正 态 幅度 
分 布 的 普遍 现象 .然而 ,这 不 是 它 的 仅 有 特征 。 我 们 现在 必须 考虑 一 项 和 它 后 面 的 项 之 间 的 关 
系 。 现 在 , 相 邻 的 项 显然 是 相关 的 ,因为 每 一 项 是 10 个 数 之 和 ,其 中 有 9 个 是 相同 的 。 


对 自 相关 的 影响 

为 了 考察 图 17.3 中 序列 {nh} 的 连续 值 之 
闻 的 相关 性 , 绘 出 7 对 六 的 关系 图 ,如 图 17.7 
所 示 。 用 连续 数字 标记 的 点 呈现 出 强 的 相关 性 ， 
与 前 面 一 样 ,通过 对 四 个 象限 (由 中 值 确定 ) 中 
的 点 计数 来 计算 相关 系数 ,我 们 发 现 值 为 (18 一 
2)/20 = 0.8。 用 相似 方法 的 计算 可 以 得 到 т: 
的 相关 系数 是 0.6, 等 等 ,这 些 值 是 递减 的 。 对 
实际 数据 分 析 来 说 ,这 种 十 分 迅速 而 且 直 观 的 
图 形 计算 方法 是 一 个 有 效 的 工具 .然而 ,我 们 现 
在 希望 在 理论 上 计算 相关 系数 。 

首先 考虑 积 矩 相关 系数 。 设 序列 {7}) 共有 
N 项 ,M, 是 前 N 一 r+ 项 的 平均 值 ,其 中 +r 二 0, 1， 
2，…, WI M, 是 后 N 一 * 项 的 均值 .那么 相关 系 图 17.7 序列 9 的 各 连续 项 之 间 的 相关 图 .相关 系 
数 定义 为 数 是 [9 十 9 一 (1 十 D)]/20 = 0.8 

Dn М) ор М) 


Го. мо mM 


其 中 和 式 的 求 和 范围 是 从 上 = 1 Б = N 一 +。 这 种 表达 用 起 来 不 是 很 方便 ,因为 均值 M, MM, 
不 相等 ,而 且 还 是 随 = 变化 的 ;然而 , 它 却 是 散布 的 点 关于 它们 质心 的 积 矩 相关 系数 的 精确 表 
达 。 

如 果 我 们 假设 当 序列 趋 于 无 限 长 时 ,一 项 和 它 后 面 的 项 之 间 的 相关 性 趋 于 一 个 极限 ,并 且 
这 个 极限 是 可 以 计算 的 ,那么 会 出 现 一 个 简单 而 重要 的 结果 。 

为 了 方便 标记 ,我 们 参照 序列 在 极限 情况 下 均值 的 表示 方法 重 述 这 个 问题 这样 


=p 
ЭИ, 
其 中 к= туд» 
且 е SS 
i` 
其 中 m lim 7те 
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那么 


如 果 这 些 新 质心 量 之 间 的 关系 是 
(m)=(1111111111)* (y), 


那么 ,除了 对 长 序列 不 太 重要 的 末端 效应 外 ,这 个 关系 与 最 初 y, 的 十 个 连续 值 相 加 的 问题 是 
一 样 的 .更 一 般 地 , 写 为 


(m) = (L)* (y), 
其 中 {1,) 是 有 限 长 序列 ,但 是 比 前 面 我 们 考虑 的 序列 更 一 般 化 。 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 限制 
{1,) 使 得 
БЕЗ, 


那么 ,要 讨论 的 问题 是 :序列 {y,} 由 N 个 不 相关 的 随机 数字 组 成 ,通过 减 去 均值 得 到 一 个 新 的 
序列 {y,) ,并 且 通 过 与 序列 {1,) 做 序列 积 得 到 一 个 线性 组 合 {m,} Ж (n,) 的 各 项 间 的 相关 性 在 
NN 趋 于 无 穷 时 的 极限 。 

(n) 和 自身 移 位 的 积 矩 相关 系数 定义 为 


Fans 
[> Dna]? 4 
其 中 的 和 式 适 合 运算 。 为 了 方便 ,使 用 第 3 章 中 引入 的 五 角 星 符号 ,我 们 把 表达 式 写 成 如 下 形 
式 


п,*п, 


页 一 化 琴 子 ” 
此 处 引入 它 是 为 了 简化 代数 表达 .在 接 下 来 的 讨论 中 ,我 们 使 用 如 下 结果 
(fx glw(f* g) = (fk f) * (gkg). 
要 得 到 这 个 结果 ,用 f, 表示 f 的 倒序 ,由 定义 
Уже = f. * g+ 
和 
СР дож Сря в) = СР в), 9 (fxg)= f, wg. * fg 
= Р.к ўж, д 
= (fh f) * (gkg). 
现在 , 令 CCr) 是 


nkan, 


归 一 化 因子 
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对 每 一 个 位 移 z 5 N 一 со 时 的 极限 值 。 我 们 把 Сот) 称 为 序列 {m,} 的 自 相关 函数 ,或 者 序列 所 
代表 函数 的 自 相关 函数 .那么 
Co = lim ят 
m UL )Y* (y) Jw[(1,) *{у,}] 
归 一 化 因子 
и, уж (107 Liyiy] 
{m 归 一 化 因子 
та, ж (107% lim[{y}x(y.}] 
Е 9— ЕРГЕ 


BE (y) 的 各 项 是 不 相关 的 ;因此 


іт (уж (у) ос (++ 00100 ·..} 


(k(l) 
BERF 
因为 我 们 选择 归 一 化 因子 使 得 C(0) = 1, 由 此 可 得 上 式 右 边 本 身 是 一 个 归 一 化 的 自 相 关 函 
数 。 

因此 ,最 初 不 相关 的 序列 在 通过 一 个 滤波 器 后 所 得 序列 的 自 相关 函数 最 终 由 滤波 器 冲 激 
响应 的 自 相关 函数 给 定 。 


C(t) = 


对 谱 的 影响 
为 了 研究 一 个 噪声 波形 通过 滤波 器 以 后 对 谱 的 影响 ,需要 重新 考虑 用 序列 {x,} 表示 一 个 
波形 的 方法 .这 样 数字 序列 {z,} 完全 等 同 于 


Dra- j), 
它 是 一 个 连续 的 均匀 间隔 的 冲 激 串 , 冲 激 的 强度 由 序列 的 数字 给 出 ;或 者 也 等 同 于 光滑 曲线 
$}х,зїпс — j) 


通过 序列 的 值 .这 两 种 表达 的 谱 差别 很 大 ;第 一 种 谱 具 有 无 穷 高 频谱 分 量 ,而 第 二 种 频谱 具有 
截止 频率 ,下 面 的 讨论 是 指 第 二 种 情况 ,以 免 涉及 到 两 种 不 同 的 谱 , 但 结果 总 可 以 用 冲 激 信号 
重新 叙述 。 


随机 输入 的 谱 。 考虑 对 应 于 序列 {y.} 的 波形 


vw = Dysinc(t—)) 
7 


假设 序列 {y,) 具有 零 均 值 , 而 且 10 个 可 能 的 值 等 概率 出 现 .那么 这 个 波形 的 谱 是 什么 呢 ? 
直接 取 傅 里 叶 变 换 
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у 25080) = У)у,е I 


观察 结果 ,我 们 看 到 当 | fl> + 时 ,变换 是 零 , 并 且 对 较 小 的 了 值 , 它 可 以 看 作 是 一 组 向 量 的 


和 ,向 量 的 长 度 ( 模 ) 为 y ,而 相位 递增 地 超前 一 个 角度 一 2xjf. 首 先 要 计算 的 是 结果 的 长 度 
( 模 ) 。 它 的 平方 由 上 面 的 傅 里 叶 变 换 乘 以 它 的 复 共 配 给 出 这 就 是 我 们 前 面 所 称 的 功率 谱 。 由 
下 式 给 出 
55° = (Ey) (Уен) HN 
= [yl + yi + у} + == + 2Су у, + угуз + узу, + °" )cos2x f 
Я 20у + угу, + узу; + °Эсоз4л/ + JA 


= (57+ D [Ery eostas JTP. 


BE D уу, 本 身 不 为 零 ,但 是 对 r 关 0 来 说 序列 (y 的 自 相关 函数 是 0, 根据 定义 , 当 序列 中 
的 项 数 趋 于 无 穷 时 对 除 с = 0 外 的 所 有 r, yy,， 相对 于 Уу) 可 以 忽略 ,因此 ,右边 的 第 一 
项 是 功率 谱 的 主要 部 分 ,需要 注意 的 重要 的 一 点 是 这 一 项 不 包含 频率 1 换 句 话说 ,功率 谱 
55° 是 平 的 ,在 /一 + 处 截止 。 


如 果 我 们 是 根据 冲 激 波形 > 'zi8(: 一 7 进行 讨论 的 ,我 么 将 得 到 直到 无 穷 高 的 频率 都 是 
平 的 功率 谱 。 
显然 ,因为 首 项 > y; 随 着 序列 长 度 的 增加 而 无 限制 地 增加 ,所 以 很 难 给 功率 谱 指派 一 个 


数值 .如果 一 个 波形 具有 无 穷 的 能 量 (在 无 穷 时 间 上 传输 一 个 非 零 的 功率 ) ,那么 如 果 所 有 的 能 
量 集中 在 一 个 有 限 的 带宽 内 ,就 没有 办 法 避免 每 单位 带宽 具有 无 穷 能 量 。 


显然 > 只, 是 波形 的 总 能 量 ,因为 


Го» -pia = У) 
并 且 类 似 地 
ss' dy = я. 


当然 ,从 瑞 利 定理 可 知 ,这 两 个 积分 一 定 相等 .一 个 好 的 克服 无 穷 能 量 困难 的 方法 是 处 理 
有 限 持续 期 的 波形 ,并 且 研 究 当 持 续 期 趋 于 无 穷 时 被 讨论 的 一 些 量 是 否 趋 于 一 个 极限 .功率 谱 
的 强度 或 许 不 会 趋 于 一 个 极限 ,但 谱 的 形状 趋 于 一 个 极限 。 

由 自 相关 定理 ,我 们 知道 如 果 功率 谱 与 II(J) 正比 ,那么 自 相 关 函 数 将 是 sincr, 而 且 由 于 
r = 0 时 的 值 等 于 1, 所 以 它 是 归 一 化 的 ;这 样 


Clr) = sincr。 


为 直接 验证 这 个 结果 ,我们 有 
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pn VOVO) 
Co = lim A EAF 
— lim 22, sincG — p Jal 22 y; sincG@ — у] 
归 一 化 因子 
jim (CI — jD] * sine) tL 27 yaa —7)]* since) 
归 一 化 因子 
СУ)» — j)J*[ У) yG — j)]* [sinctzsinct] 
归 一 化 因子 
[Erw + У) (Dry) о) * siner 
т HERF 
СУ) 8007 * sincr 
ШИШ: ТЕЗ 
š X у}зїпсг 
” 归 一 化 因子 


= sincr 


按照 冲 激 波形 удо — у) 来 讲 ,我 们 发 现 C(r) = (т) ,这 里 六 (7) АФ ЕГЕ 
0 时 等 于 1, 其 他 值 时 等 于 0, 但 是 这 会 带 来 一 些 不 方便 .一 则 ,我 们 希望 C(r) 是 功率 谱 的 傅 里 
叶 变 换 , 但 零 函 数 的 变换 是 零 ; 因 此 ,作为 在 无 穷 个 数 中 引入 无 穷 能 量 脉冲 的 后 果 , 我 们 必须 容 


忍 一 个 在 所 有 的 频率 上 是 平 的 但 等 于 零 的 功率 谱 。 然 而 ,应 当 注意 到 在 上 面 的 推导 中 引入 冲 激 
波形 是 比较 方便 的 。 


最 后 ,还 应 当 提 到 传 里 叶 变 换 的 相位 ,我 们 只 要 认为 对 一 个 有 限 持续 期 的 波形 来 说 ,相位 
在 0 ~ 2x 之 间 等 概 分 布 ,并 且 把 相位 对 频率 的 依赖 关系 作为 一 个 待 解决 的 问题 就 足够 了 。 


输出 谱 КУО) 通过 一 个 滤波 器 时 ,输出 波形 W(t) 由 下 式 给 定 
W(t) = МС) ж ТС), 
其 中 10) 是 滤波 器 的 冲 激 响 应 ,并 且 与 先前 用 来 描述 滤波 器 的 序列 {1,) 有 关 , 通 常 有 
IG) = 六 Tusine(t 一 疙 。 
由 此 可 得 ,W(z) 的 谱 是 V(D) 的 伟 里 叶 变换 SCJ) 与 滤波 器 的 传输 函数 T( f) 的 乘积 。 即 
Wwe) 二 SCDTCPD， 
并 且 输 出 的 功率 谱 为 
35 
由 于 随 着 波形 的 持续 期 的 增加 ,输入 波形 的 功率 谱 在 它 的 截止 频率 | f | 一 + 以 内 是 平 的 ,我 
AT 55° cc TI ( f) ,因此 输出 的 功率 谱 正 比 于 
тт`П‹Р. 
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这 是 
[IC)KIC)] * sinct 
的 傅 里 叶 变 换 。 上 式 是 一 个 带 限 函数 ,可 以 用 序列 表示 为 
Т. 
这 与 前 面 所 得 到 的 输出 的 自 相关 函数 完全 一 致 , 即 


{1,}ж{1,} 
归 一 化 因子 

BALU) 及 其 傅 里 叶 变 换 TT 扮演 了 重要 的 角色 , TT” 被 称 为 滤波 器 的 功率 传 
输 函数 。 

如 果 两 个 滤波 器 {1,} 和 {J,) 是 级 连 的 ,关键 的 量变 为 


«жжтж (J.D) 


并 且 完 全 的 功率 传输 函数 是 各 自 功率 传输 函数 的 积 .这 个 结果 可 以 用 来 处 理 任何 给 定 功率 谱 
的 随机 噪声 通过 滤波 器 的 问题 ,我们 简单 地 说 ,给 定 的 波形 是 具有 平坦 功率 谱 的 噪声 通过 一 个 
滤波 器 后 的 波形 。 


Cr) = 


一 些 噪 声 数据 

图 17.8 是 一 个 长 的 噪声 波形 的 采样 .这 里 的 噪声 波形 是 由 Kendall 和 Smith(1940) 出 版 
的 随机 数字 与 二 项 式 系数 序列 {1 5 10 10 5 1) 进行 卷 积 ,然后 通过 这 些 点 做 一 条 光滑 曲线 得 
到 的 。 由 于 从 0 — 9 随机 均匀 分 布 的 数字 的 均值 是 4. 5, 所 以 所 得 序列 的 均值 是 144; 图 中 的 模 
轴 位 于 平均 值 上 ,我们 现在 来 研究 波形 的 谱 .。 


图 17.8 ” 低 通 噪声 的 采样 ,共有 860 个 值 


已 经 证 明 ,在 这 种 情况 下 自 相 关系 数 的 值 与 {1.} 丸 {1,} 成 正比 ,其 中 {1} 是 滤波 器 的 冲 激 
响应 ;在 本 例 中 ,与 {1 5 10 10 5 1) 卷 积 的 数值 运算 等 价 于 通过 一 个 物理 的 滤波 器 .的 确 这 个 
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类 比 十 分 接近 我 们 通常 所 讲 的 数值 滤波 .因此 ,在 减 去 均值 以 后 ,上 面 序列 的 自 相关 序列 为 
(15 10105 1}x{15 10 1051} = (1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1}. 
现在 ,这 个 二 项 式 序列 也 可 表达 为 
| п", 
由 中 心 极限 定理 ,我 们 期 望 这 个 结果 是 近似 高 斯 的 .事实 上 ,如 果 对 整数 值 "计算 高 斯 表达 式 
252exp[ 一 x(0.24n)?] 的 值 并 且 与 二 项 式 系数 进行 比较 ,我 们 可 得 
n 0 1 2 3 4 5 
高 斯 252 210 122 49 14 8 
二 项 式 252 210 120 45 10 1 


为 了 下 面 表达 式 的 紧凑 ,用 高 斯 表达 式 来 代替 它 , 但 显然 很 容易 计算 出 更 精确 的 结果 。 
假设 点 与 点 之 间 的 内 插 是 通过 与 和 采样 理论 有 关 的 sinc 函数 的 卷 积 得 到 的 。 那 么 ,平滑 曲 
线 的 自 相关 函数 正比 于 


(ее IIIC) } ж siner 


并 且 , 它 的 功率 谱 正比 于 傅 里 时 变换 


1 nmt 
(me Я «шопо. 


最 终 的 表达 近似 等 于 
1 чуо! 
оде". f 

由 于 ,表达 式 在 应 当 突然 截止 到 0 的 f = 0. 5 频率 处 ,已 经 降 到 了 10-° ,所 以 近似 程度 是 很 高 
的 。 

由 此 可 见 ,以 上 的 噪声 数据 近似 具有 以 零 频 为 中 心 的 高 斯 谱 。 我 们 还 可 以 对 幅度 谱 进行 考 
察 ,并 且 发 现 幅度 谱 也 是 近似 高 斯 的 .因此 ,我 们 可 以 毫 不 犹 丈 地 认为 ,上 面 的 图 形 是 一 个 高 斯 
低 通 噪声 的 例子 .对 记录 的 数据 可 以 研究 很 多 有 趣 的 特征 ,诸如 : 振 划 的 强度 ,速率 和 特征 随时 
间 的 变化 ,以 及 许多 量 的 问题 ,诸如 :过 零 的 速率 及 其 分 布 ,最 大 值 和 最 小 值 的 分 布 , 等 等 。 

图 17.9 所 示 的 是 中 心 频率 非 零 而 且 带 宽 相 对 于 中 心 频率 非常 小 的 一 个 例子 .图 中 上 面 的 
例子 是 通过 点 集 {y,) 的 光滑 曲线 ,其 中 的 每 一 点 y, 由 下 式 计算 


у, = aym + буе: +, 


其 中 a 二 1.84,6 =—0. 9, Йй e, 在 一 0.5 ~ 0.5 之 间 均 匀 分 布 . 这 个 简单 过 程 的 基本 原理 如 下 。 
首先 ,考虑 不 包括 s 以 及 + 不 只 限于 整数 值 的 情况 ,这 样 , 设 y(t) 为 :的 函数 ,并 且 当 : 为 整数 
值 时 等 于 y ,那么 


уч) = [dt—1) +00 — 2)]* ува). 
这 个 方程 服从 于 一 个 阻尼 振荡 
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图 17.9 带 通 噪声 的 采样 


Ae” cos(wt +a) 
其 中 A 和 a 分 别 是 任意 的 幅度 和 相位 ,而 频率 o 和 阻尼 常数 6 与 常数 a。 和 4 的 关系 如 下 
a=2—a —ë 
b=- 0—8). 
考虑 随机 项 ,我 们 可 以 得 到 对 随机 激励 的 阻尼 谐振 响应 ,随机 激励 在 截止 频率 内 具有 平坦 的 
谱 , 截 止 频率 与 连续 项 的 离散 间隔 有 关 。 
带 通 噪声 的 一 般 特 征 是 由 以 通 带 的 中 心 频率 为 中 心 的 振荡 和 显著 变化 的 包 络 幅 度 组 成 。 
仔细 观察 表明 ,振荡 的 相位 车 移 速 率 与 包 络 幅度 变化 的 速率 有 关 。 
如 果 噪 声 通过 几 个 级 联 的 阻尼 谐振 腔 , 每 一 个 与 所 讨论 的 单独 的 一 样 ,那么 谱 将 趋 于 一 个 
以 它 的 中 心 频率 为 中 心 的 高 斯 分 布 .可 事实 上 ,这 个 例子 不 是 一 个 高 斯 谱 , 但 有 一 个 相当 近似 


的 高 斯 幅度 分 布 。 现 在 出 现 了 一 个 低 通 品 声 例子 中 所 没有 出 现 的 问题 一 一 包 络 幅 度 的 分 布 是 
什么 ? 


带 通 噪声 的 包 络 

为 了 研究 一 个 噪声 波形 усо 的 包 络 ,我 们 需要 知道 它 的 希 尔 伯 特 变换 200) 。 那 么 如 第 13 
章 所 述 , 包 络 的 幅度 定义 为 

IOF HWP. 

设 yG) 在 y 和 y 十 dy 之 间 发 生 的 概率 为 p,(y)dy, 并 设 z0) 在 = 和 =z 十 dz 之 间 发 生 的 

概率 为 p.(z)dz. 在 本 例 中 ,我 们 认为 p,(y) 是 高 斯 的 ; 设 
р,(у) = aet, 

正如 即将 证 明 的 ,如 果 200) 有 同样 的 分 布 , 于 是 


а? 


pP:(y) = ae 
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而 且 ,如 果 还 有 z 55 y 独立 ,那么 y(t) fE y fl y + dy 之 间 发 生 而 同时 =(2) 在 = 和 = 十 dz 之 间 
发 生 的 概率 是 p,(y)p.(z)dydz, 其 中 
PDP = аео, 
那么 ,在 (>,z) 平面 上 ,二 维 概率 分 布 可 以 用 极 坐标 ~ 和 0 写 为 
p, (y) p.(z)dydz 一 aze rdbdr。 
这 样 , 包 络 幅度 {[y(0) 卫 十 [=(D 了 在 ~ 和 r 十 dr 之 间 的 概率 pdr, AR 
p(r)dr = a! e= 2xrdr, 
或 РОЭ) = 2=at e=” 


给 出 .这 是 瑞 利 分 布 , 第 4 章 中 有 瑞 利 分 布 的 一 些 数值 参数 .参考 它 的 均 方 横 坐标 (m"), 它 通常 
写 为 如 下 形式 


2r аду 
027% 

至 此 ,我 们 必须 分 析 希 尔 伯 特 变换 =(t) 的 概率 分 布 . 这 里 的 基本 思想 是 z(1) 与 y(t) 具有 
相同 的 统计 特性 ;首先 ,它们 有 相同 的 功率 谱 和 自 相 关 函 数 . 把 ус) 看 作 相位 无 关 的 谐 波 分 量 
的 登 加 ,我 们 知道 希 尔 伯 特 变换 ( 它 对 每 个 傅 里 叶 的 分 量 移 位 不 同 的 量 ) 的 作用 是 给 出 另 一 个 
独立 的 同类 登 加 .基于 这 些 假设 我 们 得 到 包 络 的 分 布 服从 瑞 利 分 布 。 


р) = 


噪声 波形 的 检测 

如 果 一 个 噪声 波形 y(t) 通过 一 个 输出 为 уо) | 的 线性 检测 器 ,那么 显然 ,就 正 的 输出 来 
说 输出 波形 与 输入 波形 具有 相同 的 高 斯 概率 分 布 ,更 进一步 , | усо) | 的 包 络 与 >(t) 的 包 络 相 
同 ,因此 包 络 具有 相同 的 瑞 利 分 布 。 

如 果 我 们 用 输出 为 [y+)J 的 平方 律 检测 器 , 包 络 V 是 y(t) 的 包 络 -的 平方 这 样 


у= 


H dV = 2rdr。 
因此 ,由 于 pvdV = p(r)dr, 


这 是 一 个 截断 指数 分 布 。 


噪声 功率 的 测量 

考虑 一 个 功率 谱 为 RC) 的 噪声 波形 ,假设 我 们 要 求 测量 它 的 强度 .信号 可 能 来 自 于 一 个 
带 通 放大 器 ,放大 器 与 一 个 指向 宽带 电磁 辐射 源 的 天 线 相连 接 . 如 果 辐 射 源 的 功率 谱 在 放大 器 
的 整个 通 带 内 是 平 的 ,那么 ,RC/) 可 以 看 作 是 接收 滤波 器 的 功率 传输 函数 。 

因为 信号 的 均值 为 零 , 它 通 过 检测 器 产生 一 个 单 向 电流 ,电流 的 均值 就 是 信号 强度 的 度 
量 .在 此 我 们 使 用 平方 律 检测 器 ,我 们 需 知道 输出 的 功率 谱 由 表达 式 
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ЕС RC + H Rpaf ap 


给 出 ,在 本 表达 式 中 ,第 一 项 包含 谱 RAO 的 差 频 所 或 和 频 ) 的 各 项 ,第 二 项 表示 直流 分 量 。 和 
频 和 差 频 是 由 一 组 谐 波 分 量 的 平方 引起 的 ,就 像 振荡 信号 的 简单 检测 理论 中 的 情况 一 样 。 

为 了 测量 均值 ,必须 减少 波动 部 分 .通过 让 已 检 波形 通过 一 个 功率 传输 函数 为 S( 了 ) 的 线 
性 平滑 滤波 器 可 以 做 到 这 一 点 . 它 的 输出 的 谱 为 


SP {2RCPKRCN + [F кову әср J: 
相对 于 平均 值 ,波动 现在 被 缩小 了 ; 均 方 波动 是 
2 SERPRO JAS = Ес жк |.| Sas 
且 均 值 为 
[set керу, 


均 方 根 波动 和 均值 的 比值 决定 着 测量 均值 时 所 能 达到 的 精度 限制 ,在 测量 理论 中 经 常会 
过 到 这 样 的 限制 ,公式 为 


- + 
均 方 根 波动 _ |_2RCDKRCD lo [spar 
BE |f rara 50 
-| w |! 
TW 


其 中 Ws 是 平滑 滤波 器 功率 传输 谱 的 等 效 带宽 (第 8 章 ), 它 由 下 式 给 出 


f spas 
Ws = S00) 


而 Wasa 是 作为 RCf) 的 自 相关 宽度 在 第 8 章 中 已 经 叙述 的 量 . 它 是 КАК 的 等 效 带宽 , 把 
R( 了 /) (包含 它 的 负 频 率 部 分 ) 代入 自 相关 积分 ,就 得 到 КаК. 


RAR 一 | RO RC af. 


这 样 ， 


© RC(O*RCDdf 


Wasa = RODAR | 


记 r= у 以 及 Ar = али 可 以 更 方便 一 些 ,得 
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均 方 根 波 动 ”1 
均值 GA: ° 


如 果 接收 滤波 器 在 带宽 人 内 均匀 接收 ,在 带 外 什么 也 不 接收 ,而 平滑 滤波 器 由 一 个 在 时 间 间 隔 
工 内 取 平 均 的 器 件 组 成 ,在 这 种 简单 情况 下 ,r = T B Af = A。 对 其 它 形状 的 接收 滤波 器 和 其 
他 类 形 的 平滑 滤波 器 ,r 和 Af 的 值 见 表 17. 1。 


表 17.1 ”接收 和 平滑 六 波 器 数据 2 


接收 滤波 器 кр Ar 
т 1 Ifi- 
EPAR S > А п(-5=2) 2 
两 个 分 开 的 短 形 通 带 n (H) r(A) ata 
_ Я LEl- fo Я 
三 角形 通 带 ,f。 > А A +a т^ 
жака. fo > A [+(! = Т 2rA 
两 个 隔离 的 级 连 调 谐 电路 ,万 > A p(y] +a 
йш eo[- 去 (Se) ] 2.44 
жк 50Р r 
在 时 间 工 上 取 滑 动 平 均 sine Tf т 
单 RC 电路 [1 十 (2xRCP):] ' 2RC 
两 个 隔离 的 级 连 RC 电路 [l+ икс 1" 4RC 
ы 8L 
临界 阻尼 RLC 电路 К) teu] ы: 
жа п(%) IR 
1 
ашат (4) то» 


(D Bracewell(1962). 
@ 符合 Ro) 是 罕 或 者 可 以 忽略 的 带宽 - 
O 半 功 率 带 宽 是 (8In2) 主 A 
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习题 

1. 经 验 法 则 — 在 我 们 对 诸如 图 17. 1 的 记录 测量 信 噪 比 之 前 ,首先 需要 测量 噪声 的 强度 。 
一 种 方法 是 读 出 相 邻 间隔 上 的 值 , 并 计算 均 方 根 值 .然而 ,根据 广泛 引用 的 经 验 法 则 , 均 方 根 值 
是 峰 - 峰 值 的 五 分 之 一 .研究 这 一 法 则 。 

2. 峰 宽 精度 。 对 类 似 图 17.1 所 示 的 记录 (但 其 中 的 信号 是 高 斯 的 而 不 是 双 峰 的 ) ,测量 
信号 的 半 峰 值 宽度 ,假设 信 噪 比较 大 ,计算 所 测 宽度 的 标准 差 。 如 果 宽度 用 5% 的 标准 差 度量 ， 
峰值 信号 一 定 要 比 均 方 根 噪声 大 多 少 倍 ? 

Э. 一 个 噪声 波形 具有 高 斯 幅度 分 布 和 一 个 确定 的 功率 谱 。 对 它 的 微分 的 幅度 分 布 和 功率 
谱 你 能 说 些 什么 ? 

4. 上 过 零 率 和 峰值 率 对 功率 谱 的 关系 

Са) 一 个 高 斯 分 布 的 随机 数 序列 与 序列 {1,) 卷 积 。 我 们 假设 序列 中 连续 数字 间 的 间隔 为 1 
秒 。 当 输出 序列 的 一 个 数字 是 负 的 而 下 一 个 数字 是 正 的 时 ,我 们 说 发 生 了 一 个 正 的 过 零 , 或 者 
称 为 上 过 零 。 证 明 所 期 望 的 每 秒 的 上 过 零 数 v 由 下 式 给 出 


y 去 arccosy » 
Ож) 
1) = 再 一 化 因子 


用 通用 的 方法 选择 归 一 化 因子 使 得 m = 1, 

(b) 证 明 已 知 X 等 价 于 知道 {7,) 的 中 心 二 阶 差分 ,或 者 等 价 于 当 {1) 是 一 个 长 序列 时 ,由 
iL) 定义 的 光滑 曲线 的 自 相关 函数 (ACF) 的 中 心 曲 率 。 然 后 再 证 明 每 秒 的 上 过 零 数 ， 等 于 功 
RESAS (f) 的 回转 半径 ,或 者 


其 中 
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E [язв paf АСЕ 的 中 心 曲 率 
ss = == Е 
[sosu AFARA 


你 如 何 从 物理 上 解释 分 子 中 的 积分 不 存在 的 情况 ? 

(c) 证 明 功率 谱 为 SOS (f) 的 噪声 波形 中 , 每 秒 钟 最 大 值 的 个 数 等 于 功率 谱 为 
25075" (f) 的 不 同 波形 中 每 秒 钟 的 上 过 零 个 数 。 

5. (а) 图 17. 8 中 所 示 的 波形 具有 高 斯 功率 谱 exp f /2/1) .假设 连续 值 的 间隔 为 1 秒 ， 
用 图 中 所 给 的 对 于 图 的 解释 确定 foo 

(b) 对 一 个 具有 高 斯 功率 谱 的 观测 波形 ,要 求 通过 对 每 秒 钟 的 上 过 零 数 计数 来 求解 f。。 通 
过 实际 计数 ,估计 关系 fo = Kv 中 系数 K 的 值 , 其 中 v 是 期 望 的 每 秒 钟 的 上 过 零 数 ,这 种 估计 的 
精度 是 多 少 ? 

6. 对 直到 10 的 整数 值 , 像 图 17. 7 一 样 画 出 ,对 n, 的 散 点 图 ,作出 相关 性 对 r 的 图 形 。 

т. р 是 积 甜 相关 系数 ,y 是 通过 对 图 17. 5 那样 的 散 点 图 各 象限 中 的 点 计数 而 计算 出 的 
简单 系数 ,在 什么 条 件 下 ,p Fl 之 间 有 一 对 一 的 关系 ?证 明 


p= sindap 


是 一 个 有 用 的 转换 公式 。 

8. 前 去 噪声 峰值 ”我 们 期 望 来 自 外 空间 的 射频 辐射 在 天 线 上 产生 的 宽带 电压 包含 由 各 
种 星际 分 子 所 引起 的 窄带 信号 由 于 对 微弱 信号 的 检测 存在 很 大 的 技术 困难 ,因此 希望 通过 计 
算 机 处 理 ,接收 电压 首先 被 削 波 使 得 当 电压 值 为 正 时 等 于 十 1 ,而 为 负 时 等 于 一 1, 看 起 来 ,这 
样 似乎 会 丢失 信息 ,但 是 证 明 原 始 信号 的 自 相关 函数 为 


sa| zco], 


其 中 Со) 是 已 前 波 信号 的 自 相关 函数 ,因此 可 以 通过 傅 里 叶 变 换 得 到 辐射 中 的 谱 线 。 
о. 人 工 随 机 噪声 ”一 个 信号 уо) 包含 三 个 间隔 很 近 但 不 成 比例 的 频率 ， 


VC) = cost + coset + cosxt 


从 + 的 单位 间隔 开始 ,对 信号 作 图 ,得 到 前 几 个 周期 函数 性 态 的 印象 ,然后 快速 画 出 信号 的 包 
络 到 1 = 150。 包 络 的 起 伏 方 式 使 我 们 联想 到 窄带 噪声 ,但 幅度 分 布 当 然 不 是 高 斯 的 ,证 明 , 实 
际 上 信号 电 平 在 V 和 dV 之 间 的 概率 正比 于 


a-vo3n(Z)+e-v5in(Z)+a-vo-3n(y)- 
证 明 它 与 高 斯 噪声 非常 类 似 ,对 于 数 百 个 周期 的 采样 ,幅度 分 布 将 很 难 与 实际 情况 区 分 开 来 。 
10. 用 相干 测绘 一 个 无 线 射频 源 我 们 的 星系 或 其 它 星 系 中 的 无 线 电波 到 达 地 球 , 在 每 
个 波 达 方向 (DOA) 上 的 强度 都 可 以 用 温度 T( 在 所 涉及 的 频率 范围 内 ,这 是 一 个 方便 的 量 , 它 
与 每 单位 频率 间隔 的 功率 成 正比 ) 来 描述 .接收 场 中 有 两 个 一 致 的 天 线 ,分 别 配 有 两 个 一 致 的 
论 带 放大 器 .放大 器 的 输出 电压 由 时 变 复 矢量 V1(?) fü V: (a) 给 定 , 它 们 通过 一 致 的 传输 线 传 
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送 给 一 个 非 线性 电路 ,电路 的 功能 是 测量 出 下 式 定义 的 复数 量 Г 


— Уу; (09) 

V, (DV; (D) ° 
量 矿 被 称 为 场 的 复 相干 度 , 它 是 两 个 天 线 之 间 间 隔 的 函数 .如 果 把 注意 力 限制 在 一 个 小 的 立体 
角度 (例如 ,通过 使 用 有 向 天 线 可 以 做 到 这 一 点 ) ,证 明 可 以 用 下 式 测绘 空间 信号 源 


T 
T lo 


Ж T E fs R B RE T HERH ER. MA T HT HE É ЖЕ ЖЕЕ. HER R X Я 
的 一 种 方法 是 根据 远 处 的 垂直 于 视线 的 平面 上 的 横向 场 分 量 F(t) 来 处 理 ( 假 设 平面 比 能 量 源 
近 一 些 ) Ж T 可 以 看 作 是 可 以 用 T cc (FO) F° (1)) 来 表达 的 场 的 统计 。 

11. 一 个 放大 器 的 功率 传输 函数 (是 频率 了 的 函数 ) 是 exp( 一 玫 /2B*)。 放 大 器 后 面 是 一 个 
平方 律 检测 器 ,一 个 功率 传输 函数 为 exp( 一 让 /25) 的 低 通 滤波 器 ,和 一 个 自动 记录 电流 计 。 作 
为 一 个 总 增益 校准 过 程 ,由 一 个 精心 设计 的 嗓 声 发 生 器 作用 于 放大 器 ,结果 的 偏差 从 记录 中 读 
出 。 由 二 极 管 产 生 的 噪声 功率 的 谱 从 与 B 相 比 可 以 忽略 的 低频 到 远大 于 B 的 高 频 的 频率 范围 
内 是 均匀 的 ,而 且 它 的 电 平 也 是 标准 化 的 .证 明 记录 的 均 方 根 波动 是 偏差 的 K 倍 ,其 中 


= Г, 


ке (58). 


假设 日 = 10", b = 10 ,以 及 精度 要 求 能 保证 检测 出 1% 的 增益 变化 .建立 起 1% 的 增益 变换 
需要 多 于 还 是 少 于 1 秒 的 时 间 ? 如 何 能 够 研究 在 二 秒 量 级 的 特征 时 间 上 发 生 的 增益 波动 ? 


12. 电压 Vi (2) 作用 于 一 个 冲 激 响 应 为 ICt) 的 带 通 放大 器 ,通过 一 个 检测 器 的 修正 后 用 冲 
激 响应 为 JOO 的 低 通 滤波 器 进行 平滑 .证 明 输 出 电压 V, (О) 为 


мш = | | vua mK, OV G dnde: 
其 中 
Као = |а DJO de. 


13. 具有 高 斯 幅度 分 布 的 噪声 波形 的 谱 达 到 但 没有 超过 频率 f.。 这 样 ,由 采样 定理 确定 的 
临界 采样 率 为 2f. .证 明 采 样 点 一 般 不 是 独立 的 ,推导 在 什么 条 件 下 ,采样 点 是 不 相关 的 。 噪 声 
功率 的 测量 精度 可 以 用 独立 测量 数 的 平方 根来 表示 ,证 明 有 效 独立 值 的 出 现 率 与 功率 谱 的 自 
相关 宽度 有 关 , 而 不 是 与 有 f. X. 

14. 反射 天 线 的 表面 容 差 位 于 一 个 理想 的 抛物 面 反射 器 的 焦点 上 的 点 源 发 出 的 球面 波 
在 反射 后 变 为 平面 波 ,但 是 由 于 设计 所 允许 的 抛物 面 的 不 平 度 , 从 一 个 天 线 发 出 的 波 前 会 像 图 
17.8 那样 起 皱 . 设 y 是 波 前 与 理想 平面 波 前 的 偏差 ,4 是 工作 波长 .证 明 位 于 平面 法 线 上 远 处 
的 接收 点 ,所 接收 的 功率 与 从 一 个 理想 的 反射 器 接收 到 的 功率 相 比 下 降 了 一 个 因子 


1 
1+9(8)' 
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其 中 $ = 2xy/4。 角 括号 表示 在 天 线 孔 径 上 取 平 均 ,9 是 一 个 设计 参数 ,如 果 在 波 前 的 所 有 点 上 
的 场 强 是 一 样 的 ,那么 9 等 于 1。 

15. 随机 天 线 阵 ”指向 天 顶 的 NN 个 相同 的 天 线 , 随 机 安排 在 地 面 上 的 一 块 区域 G 上 ,这 块 
区 域 相当 大 ,因此 我 们 不 必 考 虑 天 线 重叠 的 可 能 性 。 天 线 通过 长 度 相等 的 传输 线 连 接 到 一 对 终 
端 ,连接 的 方式 确保 从 位 于 天 顶 方向 上 的 一 个 远 处 的 点 源 发 出 的 信号 到 达 终 端 对 的 相位 相同 。 
为 了 探测 这 种 “随机 阵列 ”的 辐射 方向 图 ,我 们 在 一 个 球面 上 移动 点 源 , 球 面 的 面积 比 G 大 ,中 
心 位 于 G 的 质心 上 ,然后 测量 终端 上 电压 的 幅度 和 相位 。 随 着 点 源 从 天 项 上 移 开 ,终端 上 的 电 
EFE ,在 每 一 个 源 的 方向 上 ,我 们 考虑 集合 平均 电压 , 即 G 内 所 有 可 能 N 个 天 线 的 排列 产生 
的 电压 相位 复 矢 量 的 平均 .证 明 如 果 G 完全 被 天 线 充 满 ,那么 集合 平均 电压 正比 于 收 到 的 电 
压 , 因 此 在 平均 意义 上 ,随机 天 线 阵 的 辐射 方向 图 是 一 样 的 ,就 像 一 个 巨大 的 天 线 占用 了 整个 
区 域 G。 

16. 一 个 峰值 电压 表 包括 一 个 电阻 与 电容 并 联 然后 再 与 二 极 管 串联 作用 于 这 个 电路 两 端 
的 交流 电压 在 峰值 处 的 一 个 短暂 的 间隔 内 向 电容 充电 ,充电 的 平均 速率 正好 平衡 了 电容 通过 
它 的 并 联 电阻 的 泄漏 . 跨 接 在 电容 两 端的 表 头 指示 作用 电压 的 峰值 电压 研究 能 否 用 这 种 仪器 
测量 噪声 波形 的 均 方 根 电压 。 

17. ЖЖ ”流星 在 大 气 中 留 下 的 尾 迹 很 快 就 变 成 许多 率 动 ,通过 雷达 可 以 观测 到 尾 
迹 的 盘旋 效应 , 当 可 见 度 满足 时 也 可 以 通过 摄影 观察 ,最 初 提出 的 解释 变形 的 物理 原因 是 大 气 
的 随机 涡 动 ,大 气 的 随机 涡 动 理论 自动 产生 均 方 量 .为 了 测试 这 个 理论 ,假设 尾 迹 投影 到 一 个 
平面 ,考虑 它 相 对 于 理想 直线 的 斜率 和 偏差 推导 每 单位 长 度 上 过 零 数 "由 


二 HARPE 
均 方 根 偏差 


2rv 


确定 ,研究 这 一 结果 。 

18. 随机 噪声 和 线性 检测 器 ”一 个 标准 差 为 的 零 均值 随机 噪声 电压 波形 v(t) 通过 一 个 
线性 检测 器 ,使 得 : 当 v(t) 为 负 时 输出 是 零 , 而 当 v(t) 为 正 时 输出 与 输入 相同 ,然后 输出 通过 
一 个 低 通 滤波 器 ,我 们 设 滤波 器 的 通 带 与 v(1) 的 谱 密 切 相关 ,滤波 器 的 输出 是 检测 器 输出 的 
五 个 有 效 独立 值 的 平均 ,滤波 器 的 输出 关于 均值 电压 m 波动 的 标准 差 为 o/。 

(a) 证 明 

m= (2/ю%а 
(eye. 

(b) 如 果 波形 v(t) 有 一 个 谐振 谱 , 谱 的 中 心 在 6 000 Hz,3dB 带宽 为 1 000 Hz, 且 如 果 滤 

波 器 是 一 个 数字 计数 器 , 它 的 输出 为 检测 器 5 ms 输出 的 精确 平均 ,证 明 


а aa 


#18 ж 


热传导 与 热 扩散 


热传导 问题 在 傅 里 叶 理 论 中 占有 特殊 的 地 位 ,因为 正 是 傅 里 叶 对 与 热 有 关 的 问题 的 研究 
使 他 在 1822 年 出 版 了 热 的 理论 分 析 “Theorie Analytique de la Chaleur” — $ , 15 ЙАН 8 Ë 
了 他 的 思想 ,在 本 章 中 ,将 要 说 明 伟 里 叶 分 析 是 如 何 被 引入 到 热流 研究 的 ,从 而 使 我 们 已 学 到 
的 思想 背景 可 直接 应 用 于 这 个 领域 为 简单 起 见 , 我 们 仅 讨论 一 维 热流 问题 ,但 这 对 我 们 的 目 
的 来 说 已 经 足够 了 ,而 且 ,很 显然 在 更 一 般 的 几何 情况 下 ,需要 求 取 在 二 维和 三 维 情况 下 的 傅 
里 叶 变换 。 更 全 面 的 背景 知识 参见 Jakob(1957) ЮЖНЕ. 

我 们 不 要 把 本 章 的 思想 局 限于 热传导 ;它们 本 质 上 也 适用 于 扩散 以 及 通常 由 扩散 方程 描 
述 的 行为 因此 ,所 涉及 的 这 类 物理 学 与 半导体 中 的 电子 和 空 穴 的 扩散 ,等 离子 体 中 电子 的 扩 
散 或 者 电离 层 中 已 被 电离 化 的 粒子 流 的 轨迹 是 相同 的 。 但 为 了 方便 ,本 书 是 依据 热传导 来 写 


的 ,同时 参考 了 一 些 电缆 中 的 电 现 象 。 


一 维 扩散 
扩散 方程 


或 者 它 的 一 维 形式 


是 熟知 的 用 于 描述 热传导 和 热 扩 散 现象 的 方程 .我们 将 集中 讨论 一 维 方程 ,这 对 此 处 所 讨论 的 
扩散 来 讲 已 足够 了 ,与 更 一 般 的 方程 相 比 所 不 同 的 只 是 它 的 几何 复杂 度 较 低 。 


如 果 热 只 能 沿 + z 方向 流动 时 直 棒 中 的 温度 用 V(x) 表示 ,那么 仅 在 有 温度 梯度 弛 的 地 
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方才 会 有 热能 的 流动 .每 秒 钟 沿 直 棒 传播 的 热量 [与 温度 差 成 正比 ,而 与 单位 长 直 棒 材 料 的 热 
阻 成 反比 。 即 


沿 着 温度 差 减 小 的 方向 流向 低温 处 的 热量 会 引起 那里 温度 的 升 高 , 升 高 的 温度 与 每 单位 
长 累积 的 热量 成 正比 。 描 述 材料 温 升 性 质 的 量 是 每 单位 长 度 的 热 容量 <; 温度 升 高 与 “ 成 反 


比 .每 秒 钟 单位 长 所 积累 的 热量 是 流入 热量 和 流出 热量 的 差 , 即 开 .从 而 


这 个 方程 考虑 到 了 当 接收 的 热量 不 足以 补充 必须 流出 的 热量 时 , 即 当 3 为 正 时 或 温度 差 的 变 


化 率 3 为 负 时 ,温度 的 下 降 ,可 以 看 到 ,这 就 使 得 V(z) 随 着 时 间 的 推移 而 更 加 平滑 ,而 且 ,由 


于 我 们 对 平滑 度 有 定量 的 度量 方法 ,我 们 能 对 此 给 出 一 个 明确 的 定义 。 
这 里 ,将 要 说 明 扩散 与 波 的 传播 的 一 个 根本 区 别 ,一 根 伸展 的 弦 或 一 个 水 面 在 波动 的 情况 
下 , 它 的 平滑 度 可 以 用 ( 非 耗 散 的 ) 一 维 波动 方程 
Угу 
ә? у ә 
来 描述 。 其 中 v 是 波 速 , 不 随时 间 的 推移 而 增加 ,作为 一 个 一 般 的 性 质 ,用 一 :替换 描述 的 波 也 
是 波动 方程 的 解 。 因 此 ,在 任何 合理 的 定义 下 , 随 着 时 间 的 推移 , 弦 的 平滑 度 保持 不 变 . 另 一 方 
面 ,对 扩散 来 讲 , 这 种 情况 则 是 不 可 逆 的 ;如 果 倒 过 来 考虑 的 话 ,V 的 分 布 序列 将 是 不 合 情 理 
的 。 
从 描述 一 维 热流 动 的 两 个 方程 中 消去 3T/az, 我 们 得 到 


只 要 物理 量 V 的 梯度 是 线性 比例 地 在 传递 同一 物理 量 , 它 的 累积 使 V 线性 地 增加 ,通过 
对 符号 进行 适当 的 重新 定义 ,我 们 可 以 建立 相同 的 偏 微 分 方程 .这 种 量 V 的 例子 有 :溶液 中 化 
学 药品 的 浓度 ;大 气 中 的 一 种 过 热 成 分 的 局 部 压力 ;媒介 中 的 温度 ;海底 电缆 导体 间 的 电势 差 ， 
以 及 半导体 中 电子 或 空 穴 的 浓度 .因为 可 以 用 电路 图 来 表示 ,我 们 选择 电缆 作为 我 们 的 第 二 个 
例子 .导体 有 一 个 总 的 电阻 r 以 及 每 单位 长 度 的 电容 c。 电 位 差 是 VCz), 且 一 个 导体 中 的 电流 
是 ICz), 另 一 个 导体 中 的 电流 是 — IC) .每 单位 长 度 存储 的 电荷 是 eV .与 导体 的 电阻 相 比较 ， 
任何 感 抗 都 是 可 以 忽略 的 ,而 与 位 移 电 流 相 比 , 隔 开 两 个 导体 的 介质 中 的 传导 电流 也 是 可 以 忽 
略 的 于 是 方程 


O 对 单位 截面 积 的 直 桥 , 通 过 用 热 导 率 葵 换 一 ! 同时 用 容积 比 热 ps В c 可 以 把 + 和 < 转换 成 通用 的 量 ,其 中 p 是 密 
度 而 * 表示 比 热 ,r 的 单位 是 热 欧 婚 或 热 欧 每 米 ,c 的 单位 是 热 法 拉 或 热 法 每 米 .作者 感谢 W. Shockley 提供 的 这 个 信息 , 显 
然 ,V 和 工分 别 用 热 伏特 (tholts) 和 热 安培 (thamps) 度量 - 
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可 以 用 于 电缆 , 且 长 度 为 dr 的 电缆 可 用 图 18. 1(a) 的 电路 表示 ,一段 有 限 长 的 电缆 可 看 作 是 
一 个 链 (b) ,是 由 无 穷 小 的 单元 (a) 组 成 的 . 沿 着 一 端 在 火 中 的 拨 火 棍 的 热 扩 散 类 似 于 电荷 从 


电池 往 电缆 中 的 渗透 (图 18. 2) . 线 电荷 密度 是 g = cV ,或 者 ,在 热力 学 情况 下 是 每 单位 长 度 的 
热量 。 


i тах ttar 


Ps SA | роком назр ео 
a ре Q¿EPTETLTT 
| heeg | 


(a) (b) 
图 18.1 仅 具 有 电阻 和 电容 的 电缆 的 电路 表示 


按 火 机 的 温度 电缆 中 的 电荷 密度 
= ` 
ы за 
英寸 英里 


м», - 
ы-ы 1 英寸 =25.4 em E + 


1 英里 = 1 609.3 m 
图 18.2 沿 着 拨 火 棍 的 热 扩散 以 及 电荷 向 电缆 中 的 渗透 


МЕРЕ НЕ 55 8 05 ЛЕ {ЕЗ X: „ЕНИП 09 8 ЖЭ; 
[2/08 
在 有 关 电 的 例子 中 ,不 可 逆 性 与 能 量 耗 散 有 关 , 能 量 耗 散 速率 为 
Jirar, 


在 热传导 情况 下 M — B W 1213518 3 25 B PL E EBR TF Ae SF IK ARA B 
等 的 电势 且 电流 停止 时 ,系统 达到 零 能 量 耗 散 的 最 终 状 态 。 


这 是 否 意味 着 热流 动 期 间 炉 的 增加 相当 于 电能 到 热能 的 转换 呢 ?答案 是 否定 的 ,因为 , 电 


的 耗 散 要 求 炉 会 在 一 些 点 碱 小 而 对 应 地 在 其 它 的 点 增加 ,只 是 在 对 所 有 点 积分 时 炉 才 满足 单 
调 增加 的 要 求 。 


众所周知 , 阻 容 网 络 是 非 振荡 的 ,其 中 原因 之 一 是 网 络 中 没有 电感 ,这 样 就 不 具备 普通 网 
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络 振荡 所 依赖 的 两 类 不 同 的 储 能 元 件 . 我 们 不 排除 由 自然 行为 会 产生 一 次 或 多 次 脉冲 ,但 正如 
在 一 个 普通 的 振荡 电路 中 一 样 ,如 果 刚 开始 (或 任何 时 候 ) 没有 负 的 电势 ,那么 也 就 没有 后 续 
的 振荡 。 当 然 ,一 个 非 等 温 的 热传导 系统 在 没有 外 界 干 预 下 是 绝 不 会 达到 低 于 原始 最 小 温度 
的 。 

物理 ,化 学 和 工程 的 许多 领域 都 有 简单 的 扩散 方程 ,它们 都 可 以 使 用 同样 的 变换 方法 ; 半 
导体 中 电子 和 空 穴 的 扩散 就 是 一 个 例子 .符号 的 不 一 致 ,以 及 对 符号 和 参数 (符号 是 分 配给 参 
数 的 ) 的 选择 妨碍 了 一 个 基本 理论 在 不 同 领域 间 的 转换 。 表 18.1 阐明 了 这 样 的 关系 。 


表 18.1 ”执导 体 中 热 的 扩散 ,半导体 中 载 流 子 的 扩散 ,以 及 电信 号 在 
没有 电感 或 港 测 电 导 的 电缆 中 传播 情况 的 类 比 


电 А 半导体 


х) 


== 


-e == ч======> 
от, БЕЛЕТ Hi 
к=? кент 
面积 4 
BEVAR 温度 ТОРХ 载体 密度 n( 粒 / 厘米 ) 
电流 CEO 热流 JCR) 流 密度 ЈО / 厘米 * 秒 ) 
电压 温度 密度 . 
aa V (k / 米 ) 梯度 2T/az( 开 / 米 ) 梯度 3n/3z( 理 米 ) 
电阻 / 米 r( 欧 / 米 ) AE/K OGAK / 米 ) (扩散 常数 )-: D ОНЖ? H) 
电容 / 米 <( 法 / 米 ) Ая о 5 B 23884 
io пбх 1+dl j Dua 348 
IN т ИЛИ + T 


у V+dV T T+dT s n+ dn 


і і i і Кар К 


rl =—ƏV/ər rJ =—ƏT/ər 07) == Әп/дх (1) 
caV/at =— 91/9r ce9T/9t =— 9J/9r an/at 一 一 9j/ar (2) 


гу av T әт Әл 1 Ən 
asti 3 = r г = (3) 


注 :等 式 (1) 给 出 了 电压 .温度 以 及 粒子 密度 的 梯度 .等 式 (2) 给 出 了 电流 ,热流 以 及 粒子 流 的 梯度 ,消去 电 
жо), p 就 得 到 卸 悉 的 扩散 方程 (3) .方程 (1) 的 三 种 表示 说 明 流 正比 于 梯度 .方程 (2) 对 应 于 流 
体 动力 学 中 的 连续 方程 ,表示 基 尔 圭 夫 定律 (KirchhofD , 即 在 输入 节点 处 的 电流 27: = 0. 

当 一 个 电线 的 方程 模型 中 只 包含 电阻 和 每 单位 长 度 的 电容 时 ,如 果 电 介质 损耗 较 大 (不 能 


忽略 ) 时 ,就 需要 做 一 些 修改 ;在 此 情况 下 ,需要 考虑 每 单位 长 度 的 电导 g, 这 可 以 通过 在 等 效 
电路 中 插入 一 个 与 电容 并 联 的 电导 来 实现 . 当 侧面 方向 的 热 损耗 影响 到 沿 导体 的 热 扩散 时 ,要 
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使 用 同样 的 改进 电路 . 当 等 离子 体 器 件 受到 很 高 频率 的 电 激励 时 ,电子 的 动能 就 会 影响 等 离子 
体 的 特性 ,这 时 就 需要 插 人 一 个 与 电容 并 联 的 电感 .如 果 等 离子 的 密度 高 到 电子 和 等 离子 间 的 
碰撞 不 能 忽略 时 ,就 需要 一 个 电阻 与 电感 串联 。 

作为 一 组 基于 基 尔 元 夫 定 律 的 方程 , 纯 数 学 的 电路 模拟 可 以 阐明 不 熟悉 领域 的 深奥 方程 ， 
而 且 赋予 我 们 把 在 一 个 领域 的 经 验 中 可 能 具有 的 物理 直觉 应 用 到 一 个 新 的 学 科 领 域 的 能 力 。 


一 个 点 的 高 斯 扩散 
现在 我 们 要 考虑 两 个 特殊 的 例子 。 设 在 :一 0 Bf V 的 初始 分 布 为 


Аё(х) 


其 中 A 是 常量 。 那 么 通过 代 人 上 的 后 续 值 可 以 证 明 

VCD = A(Z) ee 
以 及 
re \t ла 


у = Arc 工 
La = АТ (©. 


换 句 话说 ,V 是 一 个 高 斯 分 布 , 分 布 的 宽度 以 上 的 速度 加 宽 , 而 幅度 以 c+ 的 速度 减 小 ,从 而 使 
分 布下 的 面积 保持 不 变 。 流 [可 用 两 个 瑞 利 分 布 表示 ,它们 的 宽度 以 rt 的 速度 加 宽 ,而 幅度 以 
r! 的 速度 减 小 .和 工 的 分 布 见 图 18. 3。 对 任何 非 零 的 zx,yV 和 1 的 值 在 降 到 零 之 前 都 要 通过 最 
大 值 。 р 


у(х) Tx,t) 
早期 
后 期 
х = 


图 18.3 局 部 热 注 人 的 结果 


E t = 0 后 的 任意 时 刻 ,在 电 的 情况 下 总 储 能 为 


= Sane (фе) 


已 知 ,集中 蓄积 的 热 以 高 斯 方式 扩散 ,扩散 方程 如 下 


г) = (m) eee, 
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并 且 考 虑 到 扩散 方程 的 线性 , 它 可 以 对 不 同 的 解 进行 叠加 ,所 以 我 们 可 以 用 的 卷 积 积分 的 形式 
来 表示 一 个 具有 任意 初始 分 布 Vs(z) 的 扩散 


V,(z) = Г,(х) *V,(z), 


对 任何 正 的 ,我 们 可 以 把 分 布 V 看 作 是 初始 分 布 和 一 个 在 时 间 : 内 消逝 的 密集 点 源 的 高 斯 分 
布 的 卷 积 函数 T, C) 通常 被 称 为 扩散 方程 的 格林 函数 ,(z) 及 其 储 里 叶 变 换 可 以 参见 图 


18. 4。 
6 高 斯 (宽度 oct) 


NOV 


Te(z) Тиз) 


高 斯 (宽度 ct 二) 


图 18.4 ”扩散 方程 的 格林 函数 Г.с) 及 其 伟 里 叶 变 换 


空间 正弦 扩散 
现在 我 们 特别 感 兴趣 的 是 高 斯 扩散 函数 P,(z) 的 传 里 叶 变换 入 (s*), 因 为 通过 卷 积 定理 可 
以 引入 傅 里 叶 理论 。 我 们 知道 
DO) = ea, 
而 且 , 注 意 到 正如 对 所 有 的 1,T,(z) 具有 相同 的 面积 一 样 ,对 所 有 的 t,T,(0) = 1。 由 卷 积 定理 
可 得 


Ws) = eee Со), 


这 可 以 做 如 下 解释 ,假设 V,(z) 可 被 分 解 为 具有 “iu2rsr 形式 的 空间 傅 里 叶 分 量 , 那 么 每 一 个 
这 样 的 分 量 都 随时 间 指数 地 衰减 , 训 减 的 时 间 常数 为 


те. 
Aws 


即 ,空间 频率 s 越 高 ,衰减 速度 越 快 ;正如 预料 中 的 那样 ,温度 差 越 高 和 空间 波长 越 短 是 相互 联 
系 的 ,对 = 0, 即 对 一 个 均匀 分 布 ,时 间 常 数 是 无 穷 大 ,当然 它 必须 如 此 ,因为 没有 能 够 导致 热 
流动 的 温度 差 。 

现在 ,我 们 可 以 按 如 下 方式 对 具有 任何 初始 分 布 的 扩散 作 图 .让 分 布 进行 一 个 滤波 特性 是 
高 斯 的 且 不 产生 相位 变化 的 低 通 滤波 运算 .根据 将 要 经 过 的 时 间 , 调 整 滤波 器 的 宽度 使 得 它 与 
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t * 成 比例 地 收缩 事实 上 ,我 们 说 


OS Zsre и" 
sin 
表示 的 是 自然 响应 , 即 正 ( 余 ) 弦 分 布 仍然 保持 是 正 ( 余 ) 弦 的 , 它 只 是 没有 空间 频率 变化 且 没 
有 < 移 位 的 简单 衰 耗 ,因此 傅 里 叶 分 析 可 以 使 扩散 现象 的 描述 更 加 简单 .与 ВЕС) ARR 
的 分 布 的 响应 可 以 从 下 式 直 接 得 到 

ay _ әу 

a ər 
注意 到 对 z 的 偏 微分 等 价 于 乘 以 i2rs, 则 


(Ci2xs)2V = rc ү, 
dt 


其 中 V 是 一 个 复 向 量 ,实际 的 分 布 是 Vexpi2xsz 的 实 部 。 即 
V = Attn, 
其 中 Aexpi 是 一 个 任意 的 复 常量 , 且 
V = Re[Aeee е е] 
= Ае ur cos(2nsr +O). 
现在 我 们 已 经 给 出 了 一 维 扩散 问题 解 的 两 种 形式 .在 第 一 种 形式 中 ,我 们 从 一 个 集中 在 
一 点 的 热源 入手 ,并 且 用 分 布 的 每 个 分 量 所 产生 的 高 斯 包 络 的 线性 登 加 来 表示 一 个 任意 分 布 


的 扩散 ,在 第 二 种 形式 中 ,我 们 对 任意 的 分 布 进行 传 里 叶 分 析 , 并 且 使 每 个 谐 波 分 量 按 各 自 的 
速率 指数 地 衰减 变化 (图 18. 5) ,然后 再 次 合成 后 得 到 结果 。 


t i t 


т = 


图 18.5 ”正弦 分 布 的 指数 衰减 ,形式 不 变 ,速率 正比 于 空间 频率 的 平方 


从 前 面 的 讨论 ,我们 知道 使 用 卷 积 的 过 程 在 概念 上 很 有 吸引 力 。 然 而 ,两 种 看 问题 的 方法 
都 很 能 说 明 问 题 ,而 且 我 们 已 经 说 明 它们 是 通过 卷 积 定理 密切 相 联 的 。 

对 于 等 效 电路 还 有 一 些 进一步 要 说 明 的 问题 我 们 很 自然 地 认为 描述 电路 状态 的 两 个 必 
需 的 量 V 和 1 是 同样 重要 的 .然而 ,通过 从 基本 方程 中 消去 V, 我 们 发 现 1 与 V 一 样 满足 同一 差 
分 方程 ; 即 
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ёт al 
ар "дг" 
这 样 ,随时 间 的 推移 ,I 的 分 布 与 已 描述 的 V 的 分 布 完全 相同 。 例 如 ,方程 
1(z) = Г.б) 


描述 了 流 分 布 是 高 斯 的 且 初始 时 仅 集中 在 一 点 的 问题 的 解 ; 换 句 话说 ,问题 是 当 V 是 一 个 仅 在 
一 点 具有 非 零 梯度 的 阶 跃 函数 时 会 怎样 呢 。V 的 


[roaz 


由 对 偶 性 原理 ,电感 -电导 传输 线 ( 图 18.6) 图 18.6 电感 -电导 传输 线 
服从 我 们 已 经 讨论 过 的 同一 方程 ,但 V 和 了 互 换 。 
这 样 V 与 1 的 梯度 成 正比 ,但 反 过 来 不 成 立 。 

还 有 另 一 种 可 能 的 传输 线 电 路 本 身 就 说 明 这 ы 上 
一 点 ,如 图 18.7 所 示 的 电容 -电导 电路 。 它 的 方程 
为 


图 18.7 电容 -电导 传输 线 


PV 
由 此 5 一 SgV。 


并 且 了 服从 同样 的 三 阶 偏 微分 方程 因为 我 们 可 能 会 期 望 分 量 的 简单 组 合 会 表现 得 更 为 简单 ， 
那么 我 们 或 许 会 对 在 前 面 的 二 阶 方程 就 满足 的 情况 下 出 现 了 一 个 三 阶 的 方程 而 感到 惊讶 .为 
找 出 这 种 现象 普遍 特征 的 线索 ,让 我 们 立即 回 到 先前 的 正弦 分 布 ,我 们 有 


2л) ра = SgV, 


因此 
V = Аве, 
这 样 V 的 均匀 分 布 将 快速 衰减 ,并 且 谐 波 空间 分 布 将 以 与 空间 频率 的 平方 成 比例 的 时 间 常 数 


训 减 ,在 极端 情况 下 良好 的 空间 振动 被 持续 下 去 .由 对 偶 性 原理 ,我 们 可 以 说 图 18.8 的 电阻 - 
电感 传输 线 服从 同样 的 微分 方程 ,其 中 V 和 17 的 角 


色 互 换 。 
一 般 地 ,我 们 可 以 通过 拉 普 拉 斯 变换 式 ( 参 见 
Carslaw and Jaeger, 1947; van der Pol and 


Bremmer, 1955) 的 应 用 来 得 到 服从 更 一 般 的 初始 


条 件 和 边界 条 件 的 扩散 方程 的 解 。 图 18.8 电阻 -电感 传输 线 
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正弦 时 间 的 改变 
在 交流 传输 线 理论 中 ,由 经 验 可 知 ,对 许多 应 用 来 说 ,阻抗 ( 即 V 和 1 的 比值 ) 和 传播 常数 
为 我 们 提供 了 非常 方便 的 辅助 参数 ,对 许多 应 用 来 说 ,这 些 参 数 比 基本 参数 更 有 用 (在 我 们 的 


例子 中 是 + f c) .我 们 希望 把 这 种 优良 的 效用 引入 到 热 扩散 问题 中 出 现 的 交 变 激励 问题 .特性 
阻抗 Z, 为 


其 中 心 是 激励 的 角 频 率 。 传 播 常数 y 为 
У = баст), 


Z, 和 y 都 是 复 值 的 ,但 是 因为 每 一 个 的 实 部 和 虚 部 的 绝对 值 是 相等 的 ,所 以 仅 涉及 两 个 实 常数 
(对 应 于 两 个 实数 r 和 <c)。 
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习题 

1. 反 向 思考 ”已 知 一 个 直 棒 的 温度 分 布 .要 求 追溯 它 的 过 去 并 求 初始 的 (或 更 早期 的 ) 温 
度 分 布 ,我们 知道 扩散 方程 不 能 决定 逆向 的 流动 问题 .推导 相关 的 微分 方程 .考虑 把 用 于 处 理 
前 向 时 间 的 卷 积 过 程 逆转 的 可 能 性 ,并 对 此 问题 应 用 空间 分 量 滤波 的 概念 。 

2. 在 一 无 限 长 的 直 棒 上 ,其 rc = 2 500 s/m:, 它 的 温度 分 布 为 

V) = 300 + 106 +5677, 

推出 V(z) 先前 可 能 的 分 布 。 

3. 使 用 滤波 器 对 逆 扩 散 问题 和 均衡 问题 进行 比较 和 对 照 。 

4. 热 辐射 的 波动 ” 月 球 近 地 点 的 表面 温度 有 半 个 月 近似 为 350 KC(Kelvin) ,另外 半 个 月 
近似 为 150 K。( 月 食 时 的 红外 测量 表明 , 当 太 阳光 的 照射 停止 后 ,表面 温度 会 以 每 小 时 数 百 K 


的 速度 下 降 .用 1 cm 波长 的 微波 观测 到 月 亮 表面 的 平均 温度 为 240 十 40cos (wt 一 于 r)K, 其 


tho = 2.46 X 10-srad/s。 定 性 解释 (a) 为 什么 变化 是 余弦 的 ;(b) 为 什么 幅度 只 有 40 K; (c) 
为 什么 用 微波 波长 测 得 的 满月 比 视觉 上 的 满月 晚 八 分 之 一 个 月 。 


5. 电 - 热 类 比 欧姆 损耗 项 二 是 电缆 中 电荷 不 可 逆 扩 散 的 时 段 对 时 段 以 及 点 对 点 的 
表示 .用 热传导 的 语言 解释 二 ri ,把 它 与 一 些 热力 学 的 不 可 逆 过 程 对 应 起 来 。 
6. 当 温度 为 V 的 单位 长 直 棒 吸 收 一 定 的 热量 dq n, А dS 定义 为 
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45 = 1. 


ЗАЕТИ ЖО Т E JE R E A 1л Йй, uE BJ 4 ЖА BE JA Vo Ce) 变化 到 V,(z) 
Н, bi 39 


cfiog Уук = Јову, сода 6, 
现在 ,根据 电缆 上 电压 的 分 布 解释 表达 式 |logV,(z)dz, 把 它 与 电气 通信 领域 的 一 些 随时 间 扒 
移 会 增加 的 概念 对 应 起 来 。 

7. 圆柱 扩散 。 穿 过 地 球 大 气 层 的 流星 留 下 一 个 每 米 有 a 个 电子 和 正 离子 的 尾 迹 , 尾 迹 以 
扩散 系数 K 扩散 .证 明 在 尾 迹 通过 点 经 过 时 刻 :后 ,在 距离 流星 尾 迹 上 的 点 为 处 每 立方 米 的 
电子 密度 N 为 


ÒN 
ею 


4nKt 
对 频率 为 f 的 无 线 电波 ,如 果 每 立方 米 含有 N 个 电子 的 空气 的 折射 率 是 
зіму? 
(1-5). 


EENEN АВ t R ЗЕЕ Зе иҥин: 后 半径 缩小 
БЕЛ 


8. 一 个 弱电 离 化 的 圆柱 每 单位 长 度 分 布 着 个 电子 ,在 离 轴 r 处 的 每 单位 面积 的 电子 数 是 
Ner) ,波长 为 的 无 线 电波 入 射 到 圆柱 上 通常 被 部 分 地 反射 证 明 由 于 圆柱 的 扩散 ,干扰 使 得 
回 波 功率 减少 的 因子 为 


[Eff Noas], 


其 中 是 传播 常数 2 是 在 人 射 方向 上 与 轴 的 距离 ,dS 是 横 截面 的 面积 元 。 


9. 热 - 电 类 比 寻找 一 个 与 方程 为 9:V/3zx*dt = V 的 电气 传输 线 类 似 的 一 维 连续 物理 系 
统 。 

10. 半 阶 微分 ”证 明 进 入 一 个 直 棒 的 热流 与 作用 于 一 端的 温度 差 的 半 阶 微分 成 正比 。 

11. 球形 扩散 。 你 用 一 种 老 配 方 做 了 一 些 布丁 ,把 它们 放 在 布 中 悬挂 起 来 以 排 干 水 分 , 直 
到 它们 变 成 每 个 重 1 kg 坚硬 而 均匀 的 球 .日 复 一 日 地 ,你 取出 一 个 球 放 进 经 过 预 热 的 烤箱 ,每 
天 增加 京 调 时 间 , 直 到 有 一 天 检查 显示 没有 湿润 的 未 烤 熟 的 核 . 现 在 ,你 要 做 一 个 10 kg 的 布 
丁 。 烤 箱 也 和 前 面 的 一 样 经 过 预 热 ,解释 为 什么 你 会 认为 合适 的 烹调 时 间 是 1 kg 时 烹调 时 间 
的 5 售 。 

12. 扩散 在 一 个 长 为 工 的 水 渠 上 有 许多 等 间距 为 d 的 地 方 ,在 这 些 地方 同 时 (1 = 0 时 
AD 滴 下 量 为 Q 的 液体 肥料 ,肥料 通过 渠 中 不 流动 的 水 迅速 扩散 , 设 V,(z) 表示 + 时 刻 的 肥料 
浓度 , 它 是 沿 水 渠 距 离 z 的 函数 ,单位 为 公斤 每 米 。 
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(a) 写 出 初始 分 布 V. (z) 的 表达 式 。 

(b) 到 一 定时 间 ,浓度 将 变 成 近似 均匀 的 。 它 将 趋 于 的 常数 值 是 什么 ? 

(c) 如 果 L Oz) 是 上 时 刻 在 横 截 面 zx 处 每 秒 流向 z 正方 向 的 公斤 数 ,那么 方程 3V,(z)Vaz 
=— д1,(х)/дх 是否 正确 ? 

(d) 如 果 我 们 对 初始 分 布 V. (z) 进行 傅 里 叶 分 析 ,我 们 得 到 的 波长 是 dt 空间 频率 是 1/d) 
的 傅 里 时 分 量 的 初始 幅度 是 多 少 ?检验 你 的 单位 ,确保 得 到 的 幅度 单位 是 千克 每 米 。( 你 会 发 现 
对 无 限 长 的 渠 求解 这 个 问题 比较 有 利 , 它 将 给 出 相同 的 答案 .) 

(e) 我 们 考虑 过 去 了 一 段 较 长 时 间 ,浓度 不 是 十 分 均匀 ,但 是 我 们 想 研究 它 是 怎样 的 不 均 
匀 。 写 出 VW,(z) 的 近似 表达 式 , 定 义 你 要 引入 的 任何 附加 符号 。 

13. 正弦 通 度 变化 ”在 地 面 几 英尺 (1 英尺 = 0.304 8 米 ) 下 的 土壤 温度 9(z) 用 华氏 度 表 
示 为 :0(1) = 60° + 10°coslwt 一 x/4), 其 中 2x/w = 1 年 ,t = 0 对 应 于 仲夏 。 

(a) 试 说 明 对 应 于 温度 的 变化 ,同一 深度 的 垂直 热流 1(1) 也 是 随时 间 正 弦 变 化 的 。 

(b) 假设 IGO 是 正弦 变化 的 , 即 IGO = Jocos(wt 十 a)。 推 出 相位 角 а. 

(c) 土壤 表面 的 温度 O 显然 是 以 天 为 周期 变化 的 , 它 不 是 简单 的 A 十 Becos(wt 十 6) 这 
种 形式 ,其 中 o 的 值 与 上 面 一 样 ;考虑 到 这 个 事实 ,解释 为 什么 由 这 种 不 规律 的 表面 输入 所 激 
励 的 地 面 下 的 温度 变化 却 趋 于 简单 的 以 一 年 为 周期 的 正 艾 形 式 。 

14. 传输 线 模拟 ”描述 一 个 服从 一 维 扩散 方程 的 一 维 连续 机 械 系统 。 找 出 一 个 可 能 出 现 
这 种 系统 的 例子 。 

15. 地 面 下 的 温度 ”在 阳光 明媚 的 日 子 里 ,土地 表面 的 温度 上 升 很 快 ,在 接近 下 午时 达到 
最 大 值 ,在 日 落 时 很 快 地 下 降 ,解释 为 什么 在 1 m 深 的 土壤 中 温度 的 变化 本 质 上 是 以 24 h 为 周 
期 的 正弦 变化 ,并 且 它 的 峰 -峰值 间 的 变化 要 远 小 于 地 表面 温度 的 最 大 值 -最 小 值 间 的 变化 。 作 
为 典型 值 , 我 们 取 土 壤 密 度 o 为 2 000 kg т", Ў sX 50 Jkg"K ， 热 导 率 人 为 
30 Jm !s K”, 
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我 们 可 以 用 伟 里 叶 级 数 或 谱 表示 诸如 由 麦克 风 产 生 的 对 应 于 一 段 音乐 的 复杂 波形 ,可 以 
说 原始 音乐 段 中 的 任何 细微 之 处 ,即使 是 最 简短 的 拨 奏 曲 , 也 能 被 谱 捕获 , 谱 和 波形 完全 等 效 。 
但 是 我 们 很 难 指出 在 谱 中 与 拨 弦 相对 应 的 特征 ;即使 我 们 能 发 现 这 样 一 个 特征 , 仅 通过 观察 
谱 , 也 很 难说 在 哪个 时 刻 拨 动 了 小 提琴 的 弦 ,。 这 是 因为 傅 里 叶 级 数 系数 是 与 时 间 无 关 的 常数 。 
如 果 只 有 功率 谱 ,那么 我 们 也 不 可 能 说 出 什么 时 间 拨 动 了 弦 , 因 为 功率 谱 与 时 间 原 点 的 选择 无 
关 ; 进 一 步 ,如 果 一 些 谐 波 与 其 它 谐 波 在 时 间 上 互相 调换 ,功率 谱 也 不 会 变化 ,由 此 可 得 ,时 间 
信息 一 定 包括 在 弦 的 自然 频率 (G 弦 的 自然 频率 是 196Hz) 附近 的 复 系数 的 相位 中 。 只 有 
196Hz 系数 的 相位 还 不 够 ,因为 相位 与 任意 个 自然 周期 的 时 移 是 一 致 的 。 


动态 谱 的 概念 

我 们 的 耳朵 装备 了 几 千 个 具有 不 同 规格 尺寸 的 柔韧 的 微小 单元 ,并 用 它们 来 有 效 地 将 声 
音 分 解 到 各 个 频率 柜 中 ,它们 由 一 个 锥 形 的 流体 动力 学 波导 ,耳蜗 进行 激励 ,但 是 , 耳 人 条 不 是 只 
进行 伟 里 叶 分 析 ; 当 听 音 乐 的 时 候 , 耳 打 后 面 所 进行 的 操作 的 作用 是 提取 信息 。 所 以 , 耳 朱 的 频 
率 分 析 滤波 器 柜 不 断 地 提供 各 自 的 变化 的 输出 ,由 此 我 们 可 以 建立 起 对 最 初 产生 声音 动作 的 
印象 . 耳 打 可 以 有 效 地 专注 于 一 个 短 的 连续 时 间 间 隔 的 信号 。 当 需要 高 的 频率 分 辨 率 时 ,比如 
一 个 小 提琴 家 为 了 伴奏 双簧 管 演奏 者 的 标准 440Hz 而 拉 出 一 个 长 的 音符 时 , 耳 打 自动 地 关注 
一 个 长 的 时 间 段 . 当 需 要 高 的 时 间 分 辩 率 时 ,比如 对 爆破 音 协 调 一 致 的 辨识 , 耳 失 的 注意 力 可 
以 变 为 关注 一 个 短 的 时 间 段 .这 些 变化 可 以 随 信号 的 流入 自 适应 地 进行 。 

音乐 记号 恰当 地 说 明了 听众 对 音调 和 持续 期 的 感觉 .高 音调 的 音符 在 五 线 谱 上 也 在 高 的 
地 方 ,同时 时 间 也 是 从 左 至 右 流 过 .动态 谱 图 则 继承 了 音符 的 这 两 个 特性 。 

为 了 描述 随时 间 变 化 的 谱 , 牵 涉 到 一 个 与 量子 力学 的 不 确定 性 原理 有 关 的 频谱 分 辨 率 和 
时 间 分 辨 率 之 间 的 折衷 问题 .不 确定 性 原理 最 初 是 由 全 息 摄影 之 父 Dennis Gabor(1900 一 
1979)( 参 见 Gabor, 1946) 提出 的 .好 的 频谱 分 辩 率 需要 较 长 的 时 间 片 段 ;而 好 的 时 间 分 辩 率 
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需要 短 的 时 间 段 ， 


从 而 需要 接受 低 的 频率 分 辩 率 。 


鸟 声 .语音 (Rabiner and Schafer, 1978) 以 及 各 种 地 球 物理 现象 的 计算 表达 ,通常 已 经 使 


用 了 下 面 的 方法 ， 
到 复 系数 ,在 时 间 
确定 性 关系 ,单元 


即 首先 把 时 间 信 号 分 成 短 的 相等 的 时 间 段 ,然后 对 每 一 段 使 用 傅 里 叶 分 析 得 
轴 的 每 一 段 上 ,垂直 地 堆 居 一 些 单元 来 容纳 分 析 后 的 系数 (图 19. 1) .根据 不 
的 高 度 (或 带宽 ) 与 单元 的 宽度 (或 持续 期 ) 成 反比 ;这 样 ,单元 的 形状 或 纵横 


比 对 所 有 的 计算 表达 都 是 一 致 的 .然而 ,如 果 为 了 不 模糊 短暂 的 跃 变 而 选择 短 的 时 间 段 ,或 相 


反 地 ,为 了 得 到 更 


好 的 频率 分 辩 率 而 选择 更 长 的 时 间 段 ,纵横 比 就 会 有 所 不 同 。 在 解释 过 测量 


和 计算 的 技术 并 且 给 出 一 些 动态 谱 的 例子 后 ,本 章 将 涉及 一 些 其 它 的 时 频 平面 分 割 方法 。 


иж 


图 19.1 


动态 谱 图 
图 19, 2 在 时 


时 间 
(a) (b) to) (d) 


把 时 频 平面 分 割 成 宽度 为 At、 高 度 为 Ar 的 单元 ,单元 的 面积 不 能 小 于 某 
个 确定 的 极限 .(a) 和 (d) 中 的 每 个 单元 对 应 一 个 复数 ,(a) 是 信号 的 时 域 
采样 而 (d) 是 变换 值 .(b) 和 (c) 图 示 了 具有 不 同 单元 高 宽 比 的 动态 功率 
谱 的 结构 


频 平面 上 显示 了 一 个 动态 功率 谱 , 它 是 一 个 已 经 被 记录 下 来 的 波形 ,因为 太 


复杂 而 不 能 由 眼睛 解释 ,然而 ,耳朵 可 以 听见 滴答 声 ( 短 持续 期 和 宽频 带 的 垂直 条 纹 ) 的 波形 


频率 /Hz 


图 19.2 


0 1 时 间作 


位 于 南极 的 Palmer 站 记录 的 甚 低 频频 带 内 自然 现象 的 动态 功率 谱 , 显 示 了 电 闪 
(垂直 迹 线 ) 和 呼啸 声 (曲线 ), 它 是 在 回 到 地 球 前 经 过 几 倍 地 球 半径 的 传播 后 已 
经 弥散 的 电 内 信号 . 当 只 作为 时 间 的 函数 时 ,就 不 能 明显 地 看 出 原始 波形 记录 
中 的 许多 物理 上 有 意义 的 特性 .Courtesy Jerry Yarbrough, 
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-30 


0 


时 间 /s 
图 19.3 语音 “bait beat bite boat boot” 的 音 纹 .元 音 是 由 大 约 三 分 之 - 秒 的 持续 期 刻画 的 且 具 有 许多 大 
强度 的 谐 波 ,辅音 比较 短暂 且 带 宽 比 较 宽 .可 以 看 到 ,在 60,120,180 和 240Hz 有 连续 的 噜 声 ,这 
说 明 幅度 调制 与 语音 有 关 . 从 一 个 元 音 到 下 一 个 元 音 时 基 频 ( 约 100Hz) 的 下 降 和 语调 没有 关 
系 , 它 是 元 音 本 身 的 特征 ,如 果 注 意 倾听 这 是 可 以 听见 的 ,在 泛音 中 ,说 话 方式 之 间 的 频率 下 降 
是 更 值得 注意 的 ,如果 仔 细 听 的 话 , 每 一 种 说 话 方式 内 的 频率 变化 决定 着 元 音声 ,元 音声 用 于 
识别 说 话 者 的 口音 。(Courtesy Jerry Yarbrough) 


和 降 音调 的 长 的 快速 变化 .图 19. 3 给 出 了 一 种 语音 的 图 形 表达 .地 震 图 、 从 行星 表面 和 地 球 来 
的 雷达 回 波 .心电图 以 及 其 它 的 时 间 信号 都 能 用 类 似 的 方法 来 表达 .在 所 有 情况 下 ,可 视 化 的 
分 析 都 激 起 了 对 物理 原因 的 思考 这 样 的 动态 谱 可 以 用 按 图 19. 4 中 所 未 原理 工作 的 仪器 得 
到 。 被 分 析 的 信号 波形 \(z) 首先 被 放大 ,然后 分 为 N 路 ,同样 的 s(t) 通过 由 N 个 带 通 滤波 器 组 
成 的 涵盖 整个 频率 范围 的 滤波 器 柜 , 带 通 滤波 器 的 中 心 频率 为 万 ,它们 是 等 间隔 的 而 且 所 有 
的 滤波 器 具有 同样 的 带宽 ,就 像 紧 靠 频率 轴 的 左边 所 画 出 的 滤波 器 特性 一 样 。 随 着 时 间 的 扒 
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图 19.4 ”信号 源 s(t) ,放大 器 , 功 分 器 以 及 中 心 频率 为 万 的 一 组 带 通 滤波 
器 的 输出 r (D .滤波 器 的 传输 函数 H O 示 于 频率 轴 的 左边 ， 
所 有 的 传输 函数 具有 相同 的 形状 ;滤波 器 冲 激 响应 是 h(t) ,有 
边 的 动态 功率 谱 是 对 带 通 滤波 器 的 输出 进行 整流 和 低 通 滤波 得 
到 的 .平方 律 整流 将 得 到 动态 功率 谱 在 点 (t, 万 ) 处 的 值 
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移 , 每 一 个 滤波 器 的 输出 都 在 本 滤波 器 相应 的 中 心 频率 附近 振荡 ,幅度 和 相位 随时 间 的 变化 与 
本 滤波 器 带 内 的 信号 内 容 一 致 .每 个 输出 信号 都 被 整流 和 平滑 ,结果 显示 在 图 的 右边 ,最 后 对 
结果 进行 记录 .实际 上 ,动态 谱 像 胶卷 上 的 底片 黑 度 一 样 被 记录 下 来 ,或 者 像 屏幕 上 的 亮度 分 
布 一 样 被 表示 出 来 ,或 者 数字 地 记录 下 来 ,自然 地 ,有 种 种 方法 可 以 实现 这 一 步 , 而 且 有 几 种 可 
以 使 用 的 商业 仪器 .到 20 世纪 50 年 代 , 有 两 类 有 代表 性 的 模拟 仪器 , 一 种 是 Kay Electric 
Sonograph, 它 可 以 扫描 从 85Hz ~ 8kHz 的 一 个 可 调 滤波 器 ; 另 一 种 是 Raytheon Rayspan, È 
用 一 组 滤波 器 ( 共 420 个 ) 跨越 了 最 大 可 以 达到 50kHz 的 范围 内 的 任意 10kHz 的 带宽 。 厂 商 提 
出 了 可 比 带宽 (大 约 40Hz) 和 可 分 辨 时 间 (10ms) .整流 和 平滑 的 步骤 意味 着 不 保留 相位 信息 。 
图 19. 2 显示 的 是 动态 谱 图 的 常见 例子 ,通过 用 15kHz 的 采样 率 对 一 个 信号 数字 化 ,然后 
再 用 计算 机 处 理 就 可 以 得 到 它 ,分辨 率 与 最 初 的 模拟 仪器 相近 .动态 功率 谱 早已 是 许多 研究 的 
重要 工具 ,比如 电离 层 和 磁 气 圈 的 研究 (Helliwell，1905) ,语音 分 析 (Flanagan and Cherry, 
1969) ,音乐 (Pierce，1983), 鸟 声 ,蝙蝠 叫 声 , 海 洋 哺乳 动物 的 叫 声 和 其 它 水 下 声音 等 的 研究 。 
图 19. 5 的 人 造 信 号 例子 阐明 了 动态 谱 分 析 的 一 些 定量 特性 .图 的 底部 是 信和 号 波形 , 它 的 
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强度 先 增 大 后 减 小 ,持续 期 为 0. 1 s。 直 观感 觉 ,信号 的 频率 随时 间 明 显 下 降 ,在 图 中 可 以 看 到 ， 
随 着 时 间 的 推移 波形 的 峰 - 峰 间隔 逐渐 增 大 。 信 号 的 表达 式 为 
Ecos[2a(at + уви +m) ] ,其 中 E(t) 是 上 升 和 下 降 的 包 络 , 而 a = 2 200 Hz 是 : = 0 


时 刻 的 初始 频率 .通过 求 相位 ot 十 去 Bt* + T (用 周期 测量 ) 对 + 的 导数 ,我 们 可 以 得 到 阴 时 


频率 为 far = a 十 Bt 十 Xt? .图 中 使 用 B= 一 27 500Hzs，' 作 为 漂移 速率 .包括 7 = 95 000Hzs_° 
的 项 给 漂移 引入 一 定 的 曲 度 ,正如 f 对 时 间 的 下 降 曲线 所 证 实 的 那样 。 
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沿 频率 轴 ( 频 率 范围 大 约 在 500Hz ~ 2200Hz 之 间 ) 所 画 的 是 信号 的 功率 谱 , 它 稍微 有 点 
牌 ,正如 前 面 提 到 的 ,功率 谱 不 能 反映 信号 的 漂移 特性 .如 果 还 可 以 利用 谱 的 相位 ,或 者 如 图 中 
左边 所 示 的 Hartley 变换 H) ,那么 就 有 可 能 对 其 求 逆 变 换 。 

每 个 滤波 器 具有 相等 的 100Hz 带宽 ; 因此 , 滤波 器 输出 的 包 络 都 具有 相同 的 等 效 宽度 
(0. 015), 我 们 可 以 看 到 载波 频率 与 从 频率 轴 读 出 的 中 心 频率 一 致 .为 了 演示 的 目的 ,中 心 频 
率 的 间隔 取 200Hz, 是 带宽 的 2 倍 , 但 是 中 心 频率 间隔 取 为 一 个 带宽 要 更 实用 一 些 , 使 用 比 带 
宽窄 的 间隔 将 有 元 余 , 但 可 以 增强 如 图 19. 2 中 的 灰 度 表示 。 


计算 动态 功率 谱 


有 两 种 方法 可 用 来 计算 诸如 图 19. 4 中 右边 图 形 的 那些 值 : 频 分 和 时 分 .我 们 首先 处 理 频 
分 ,并 有 图 作 例 证 。 


频 分 频 分 意味 着 输入 信号 同时 (或 顺序 地 ) 通过 一 连 串 的 如 图 19. 4 中 的 方 框 所 示 的 带 
通 滤波 器 ,中 心 频率 覆盖 从 fw 到 /... 的 范围 , 它 可 以 是 图 中 所 示 的 均匀 间隔 ,也 可 以 使 用 频 
率 的 对 数 (logf) 是 均匀 的 频率 间隔 , 它 具 有 生物 学 意义 。 

设 第 j 个 滤波 器 的 中 心 频率 为 万。 根据 不 同 的 情况 ,滤波 器 的 带宽 通常 可 以 等 于 ,大 于 或 
小 于 频率 间隔 。 如 果 使 用 均匀 间隔 的 频率 ,那么 滤波 器 带宽 与 频率 无 关 ; 每 一 个 这 样 的 恒定 带 
宽 滤波 器 的 冲 激 响 应 是 在 其 频带 中 心 频率 附近 的 振荡 ,并 被 调制 了 一 个 对 所 有 频率 都 具有 相 
同 持续 期 的 包 络 信 号 。 如 果 我 们 使 用 的 是 对 数 频率 (log/) 的 均匀 间隔 ,而 不 是 频率 了 的 均匀 间 
隔 , 那 么 用 赫兹 度量 的 带宽 将 与 f, 成 比例 增加 .每 一 个 相应 的 常 -Q 滤波 器 的 冲 激 响 应 在 中 心 
频率 f, 附近 振荡 ,但 对 较 高 的 频率 来 说 持续 期 较 短 。 对 每 一 个 滤波 器 来 说 , 包 络 下 的 振荡 周期 
数 都 是 一 样 的 ,实际 上 冲 激 响 应 是 相同 的 ,但 是 在 时 间 上 压缩 了 一 个 正比 于 中 心 频率 的 因子 。 
在 图 19. 4 中 ,如 果 输 入 信号 是 一 个 冲 激 ,而 不 是 流畅 的 音调 ,那么 不 同 的 响应 将 排 成 一 条 线 ， 
这 是 因为 所 有 的 滤波 器 都 在 同一 时 间 受 到 激励 .显然 ,图 中 的 输入 信号 是 一 个 降 调 的 汽笛 声 。 

一 个 冲 激 响 应 为 hO) 的 模拟 滤波 器 , 它 的 响应 为 rO) = з) * AhC0。 为 了 计算 响应 ,我 们 
对 输入 信号 sO 进行 采样 ,采样 率 为 fm ,然后 对 采样 信号 s 进行 计算 于 是 ”一 sG/ fumo) > 
其 中 ;= 1,2,3,...。 用 具有 相同 采样 间隔 (1/f。m,) 的 h(t) 的 离散 值 h, 表示 滤波 器 ,那么 滤波 
器 的 输出 响应 {x;} 的 离散 值 是 (7,) = Уул, = (s) * (h) 。 卷 积 求 和 增加 了 系数 的 个 数 , 可 
能 是 20 个 或 者 30 个 ,这 与 描述 滤波 器 所 需要 的 系数 个 数 有 关 。 

这 看 起 来 很 简单 ,但 需要 考虑 一 些 实际 问题 .假设 fun = 15 kHz, 那 么 理论 上 可 以 采样 最 
高 频率 为 7. 5 kHz 的 信号 ,但 是 由 于 噪声 的 存在 ,每 周期 两 个 采样 点 就 不 够 了 .因此 ,或 许 我 们 
能 够 得 到 可 靠 结果 并 能 谨慎 测试 其 实际 物理 信号 性 能 的 最 高 频率 为 4 kHz. 但 现在 ,假设 (O 
包含 有 8 — 10 kHz 范围 的 频率 分 量 ,这 或 许 是 由 在 频率 上 等 间隔 的 谐 波 ( 它 对 语音 识别 和 音 
乐 欣赏 来 说 是 必要 的 ) 引起 的 ,也 可 能 是 由 多 余 的 噪声 或 干扰 引起 的 ,但 是 ,15 kHz 的 采样 率 
不 能 辨别 7 kHz ~ 5 КНС) 范围 信号 分 量 的 采样 .因此 ,获取 数字 数据 的 模拟 器 件 需要 保 
证 滤 除 输入 中 超过 1/2 采样 频率 的 频率 分 量 。 

当 其 中 一 个 因子 项 数 较 少时 ,比方 说 不 大 于 30, 如 本 例 中 的 {hh} ,通过 求 和 可 以 快速 地 计 
算 卷 积 .但 是 ,采样 间隔 的 选择 会 引起 一 个 实际 的 问题 .如 果 不 同 滤波 器 的 冲 激 响 应 {hi} 不 同 ， 
那么 ,对 较 低 的 f, 的 值 ,以 1/ fw 为 采样 间隔 的 系数 个 数 要 比 足 以 描述 那些 滤波 器 冲 激 响 应 
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所 需 的 系数 个 数 多 一 或 两 个 数量 级 .应 该 避免 存储 不 必要 数据 的 开销 。 常 - Q 滤波 器 不 存在 这 
个 问题 。 

求 卷 积 的 另 一 种 方法 是 取信 号 的 傅 里 叶 变 换 或 哈 特 利 变换 ,补充 足够 的 零 ,依次 乘 以 每 个 
滤波 器 的 传输 函数 ,再 取 逆 变 换 。 这 种 方法 可 以 得 到 与 时 域 卷 积 严 格 相同 的 结果 ;计算 方法 的 
选择 依赖 具体 情况 ,或 许 考虑 的 是 计算 速度 ,或 许 考虑 的 是 计算 机 容量 正如 我 们 所 看 到 的 ， 
15 kHz 的 采样 率 只 能 在 最 高 频率 6 kHz 的 低 保 真情 况 下 较 好 地 使 用 ,这 时 5 秒 的 记录 就 意味 
着 有 75 000 个 采样 点 ,这 就 使 得 在 某 些 情况 下 通过 变换 的 方法 计算 卷 积 变 得 不 太 现实 因此 
要 引 人 时 分 的 方法 。 


时 分 “我 们 可 以 把 信号 分 成 时 间 段 而 不 是 把 信号 分 成 许多 频带 :图 19.6 给 出 了 两 个 这 
样 的 时 间 片 段 ,它们 的 时 间 中 心 分 别 位 于 4 = 0.03 s 和 0. 07 s. KRAAIE AC) 或 时 间 窗 的 等 
效 宽度 来 度量 时 ,其 持续 期 为 0. 01 s。 虽 然 我 们 可 以 使 用 边缘 陡峭 的 片段 ,就 像 在 图 19. 4 中 使 
用 边缘 陡峭 的 滤波 器 一 样 , 但 使 用 高 斯 形状 更 好 一 些 .两 个 片段 中 的 前 一 片段 的 表达 式 为 


f(D = зС)е 9 озул] 


其 中 W = 0.01 s。 计 算 这 一 段 的 变换 ,然后 移动 W/2, 计 算 新 的 变换 ,等 等 ,直到 计算 完 所 有 的 
信号 ,因为 所 有 的 变换 具有 同样 的 长 度 , 所 以 这 种 计算 方法 比较 方便 。 

作为 一 个 例子 ,如 果 fun = 15 kHz, 那 么 350 个 采样 点 足以 描述 宽度 为 2W 的 f (r) ,在 每 
段 的 边 上 ,高 斯 因子 比 它 的 峰值 低 27 dB, 在 很 多 情况 下 , 它 足以 公平 地 对 待 信 品 比 , 图 中 给 出 
的 跨度 为 0. 02 s, 而 且 用 眼睛 就 可 以 看 见 截断 .如果 我 们 把 跨度 加 宽 到 2. 4W, 包 络 将 下 降 到 
40 dB, 而 且 将 有 420 个 采样 点 .这 显然 更 为 实用 ,在 频率 分 辩 率 允许 的 情况 下 , 它 有 更 宽 的 时 
间 片 段 和 更 大 的 频率 变换 的 余地 。 

图 19.6 中 所 示 的 时 间 段 的 傅 里 叶 变换 只 使 用 了 功率 谱 ,这 意味 着 相位 信息 被 丢弃 了 . 动 
态 相位 谱 也 是 存在 的 ,而 且 在 一 些 应 用 中 很 有 价值 。 


表示 ”在 动态 功率 谱 的 值 计算 完毕 并 存储 以 后 ,需要 选择 一 种 表示 方式 ,包括 使 用 具有 
不 同 可 视 密度 的 点 的 灰 度 示意 图 、 等 值 线 图 ,以 及 打印 输出 数据 矩阵 等 使 用 灰 度 谱 图 ,我 们 能 
够 通过 在 密度 和 计算 值 之 间 选 择 合适 的 函数 关系 来 加 强 期 望 的 特性 ,可 以 设置 门限 值 ,扩大 动 
态 范围 ,加 上 辅助 的 颜色 ( 伪 彩 色 ) 等 。 


等 价 定理 

我 们 可 以 用 时 分 的 方法 在 f, 频率 段 上 计算 出 4 时间 眉 的 仿 蜂 叶 变换 的 幅度 和 相位 ,把 它 
ез ба, f) ,这 个 幅度 和 相位 与 用 一 个 中 心 频 率 为 f, 的 滤波 恬 在 4 时 刻 所 计算 的 幅度 和 相 
位 一 致 吗 ?显然 ,答案 与 滤波 器 的 带宽 有 关 - 滤 波 器 的 带宽 应 当 是 这 样 的 , 它 的 冲 激 响 应 包 络 与 
控制 以 n 时 刻 为 中 心 的 片段 宽窄 的 乘 性 因子 一 致 .把 带宽 变 窗 将 使 响应 在 时 间 上 展 宽 并 且 碱 
DT t= z 时 刻 的 功率 。 

按照 频 分 , 设 Sy 处 的 滤波 器 对 信号 *(D) 的 响应 为 0 = |” заваа ,其 中 心 (0 
是 第 7 个 滤波 器 的 冲 激 响应 ;这 个 大 波 器 的 传输 函数 H; O) 是 它 的 冲 激 响应 的 传 里 叶 变换 , 表 


RX HP = [| uoe i2xft)dt。 在 时 分 方法 中 ,我 们 用 一 个 中 心 在 t == 4 的 移 位 的 时 
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频率 /Hz 


图 19.6 为 了 病 述 时 分 ,通过 乘 以 高斯 函数 exp[ 一 x(t 一 DVW?] 取 早先 信 
号 (和 虚线 轮廓 ) 的 两 段 ,其 中 等 效 宽度 W = 0.01 s, r = 0.03 和 
0.07 s, 图 中 绘制 了 对 频率 的 六 段 功 率 谱 ( 粗 曲线 ) 


间 函 数 w(t 一 6) 与 信号 (4) 相 乘 ,再 做 传 里 叶 变 换 , 然 后 问 ,对 相同 的 索引 对 (i,j) fE f = f, ht 
的 变换 值 是 否 与 (7) 的 幅度 和 相位 有 关系 。 伟 里 叶 变换 的 值 是 | зш 一 6)exp( 一 
i2x 记 dt, 所 以 ,如 果 万 (一 D) = w(t 一 ti)exp( 一 i2xft) ,那么 这 两 个 表示 是 等 价 的 。 这 样 ， 


ч) = 7 SIHF Рета = Г зае — De en a , 


由 于 H,( f) HERA HAN x aC f— f,), f > 0, 那 么 H,( f) 的 逆 仿 里 叶 变 换 h(1) 的 形 
式 确实 为 w(1)exp( 一 i2xf,t) ,而 且 当 乘 性 因子 w(t) 的 选择 与 滤波 器 冲 激 响应 的 包 络 一 致 时 ， 
就 得 到 相同 的 结果 。 

如 果 通 带 H,( f) 是 由 exp[x(f 一方 )?/W 宁 所 描述 的 高 斯 形式 ,那么 动态 功率 谱 的 值 将 与 
在 时 分 方法 中 ,当时 间 窗 w(t) 也 是 高 斯 的 且 等 效 宽度 W 是 Wj 的 倒数 时 所 得 的 结果 是 一 至 
的 。 当 用 W = 0.01 s 时 ,相应 的 滤波 器 带宽 W , 将 为 100 Hz, 正 如 图 19. 5 实际 使 用 的 一 样 。 


包 络 和 相位 

在 滤波 器 的 响应 r, (2) 确定 以 后 ,在 与 图 19.4 有 关 的 描述 中 ,一 定 能 够 得 到 它 的 包 络 (以 
及 相位 ,如 果 需 要 的 话 ) .用 二 极 管 整流 和 用 低 通 滤波 器 平滑 都 很 容易 在 计算 机 中 仿真 .计算 功 
率 谱 的 一 个 粗略 的 过 程 是 对 响应 平方 , 移 位 半 个 周期 ,再 相 加 ;这 个 估计 是 [mo 了 十 [mt 十 
AfD É. 
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更 好 的 办 法 是 通过 取 响 应 的 希 尔 伯 特 变换 (第 13 Ж) 来 确定 瞬时 包 络 和 相位 .虽然 图 19. 4 
所 示 的 是 一 组 j 个 离散 滤波 器 ,对 图 19. 6 的 说 明 也 假设 j 是 离散 的 ,但 事实 上 ,我 们 可 以 认为 了 
是 连续 变化 的 ,而 且 最 初 的 声 谱 仪 的确 就 是 连续 扫 频 的 .这样 ,r;(t) 可 以 用 第 j 个 滤波 器 的 冲 
激 响 应 h(t) 定义 为 


ч) = hC) ж 50) = [e соз? кји] ж 300), 


Жир, у, 被 看 作 连 续 变 化 的 而 且 用 冲 激 响应 心 (2) 代替 了 冲 激 序列 {h,} .对 任意 的 :和 广 ， 
„аз AARRE GO, fi) WRR A, fi) ,这 样 rj;(1) = Re(GG(t, fie) ,我们 
称 Се" 为 Gabor 动态 谱 , 因 为 在 : 和 f , 的 离散 值 上 计算 的 结果 和 与 之 对 应 的 时 频 单 元 上 谱 的 
复 系数 是 相同 的 .使 用 此 种 符号 ,动态 功率 谱 为 [G(1,f;)]。 

虽然 相位 中 有 更 多 的 信息 ,但 相位 不 像 功 率 谱 那样 容易 表示 和 解释 。 一 种 方法 是 不 用 平 
滑 ,直接 从 [x; (ti) 了 建立 一 个 半 色 调 显示 .图形 将 得 到 类 似 全 息 图 的 稀 朴 的 边缘 ,通过 r C) 的 
过 零点 的 准 平行 的 等 相 线 。 

设 7, 只 在 t 等 于 mAt 的 离散 数值 上 计算 ,其 中 At 是 Gabor 单 元 的 宽度 , 设 j 的 值 与 频率 的 
关系 为 二 攻 Af, 其 中 Af 是 相应 于 At 的 临界 单元 高 度 ,并 且 把 单元 的 复 Gabor 系数 记 为 am o 
Gabor 认为 信号 50) 可 用 这 些 系数 表示 如 下 


inw 
sD = У Plam N оны 


要 得 到 一 个 精确 的 结果 ,m An 必须 是 小 于 1 的 分 数 (Bastiaans,1994) 。 
很 多 文献 都 起 源 于 Gabor(1946) 的 论文 ;参见 Boashash(1988) 和 Cohen(1989) , 以 及 
Gabor 和 其 后 作者 的 SCI。 


用 logf 代替 了 

现在 ,我 们 回 过 头 来 讨论 (1, 了 ) 平面 的 非 均匀 分 割 , 首 先 考虑 在 垂直 轴 上 用 log f 代替 了 的 
例子 ,实际 上 ,自动 钢琴 和 它 之 前 的 音乐 禽 就 用 了 与 此 相同 的 坐标 系统 ,基于 频 分 的 方法 ,为 了 
生成 这 种 动态 功率 谱 , 需 要 一 组 常 - Q 滤波 器 ,它们 的 冲 激 响应 为 


h;t) = e= cos?a ft, 


其 中 ,等 效 宽度 工 与 信道 中 心 频率 f, RE k. T = k/f EHE k = 2; 从 而 在 频率 f; 上 的 
信号 在 时 间 工 内 正好 有 两 个 周期 .图 19. 7 的 左边 给 出 了 一 组 频率 f, = 500,707,1 000,1 414, 
2 000Hz 的 冲 激 响应 .现在 ,由 于 每 个 冲 激 响 应 的 持续 期 与 频率 f, 成 反比 ,所 以 当时 间 分 辩 率 
得 到 改善 时 频率 分 辩 率 就 会 变 差 。 当 用 与 图 19. 5 中 相同 的 信号 时 ,这 些 滤波 器 的 响应 r; C) 如 
图 所 示 。 

在 500 Hz 信道 上 , 冲 激 响应 hsoo(t) 具有 相对 长 的 持续 期 ,或 许 10 ms 而 响应 rw СО) 持续 
约 30 ms。 在 2 000 Hz 信道 上 , 冲 激 响应 为 500 Hz 处 的 1/4, 相 应 地 增加 了 时 间 分 辩 率 ;然而 ， 
响应 roow (t) 并 不 比 оо (1) 短 , 大 约 持续 40 ms, 这 是 因为 降低 频率 分 辨 率 伴随 着 增加 时 间 分 辨 
率 。 由 于 信号 通过 了 一 个 滤波 器 有 wo(/) ,其 频率 响应 比较 宽 ,所 以 输出 响应 在 时 间 上 展 宽 了 。 

值得 注意 的 是 ,rzoo C) 的 响应 峰值 的 时 刻 比 信号 的 瞬时 频率 通过 以 2 000 Hz 为 中 心 频率 
的 滤波 器 的 时 刻 要 晚 . 相 反 地 ,如 果 我 们 聚焦 于 时 间 , 在 某 时 刻 所 达到 的 最 大 响应 的 频率 小 于 
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2000 


500 


т, @ ы 0.06 0.08 0.1 


时 间 ,t/s 


图 19.7 ”中 心 频率 为 /, 的 一 组 常 Q@ 滤 波峰 的 响应 ,滤波 器 的 带宽 以 频率 比 /2 成 几 
何 级 数 增长 .左边 :滤波 器 的 冲 激 响应 h, C) 和 它们 的 传输 函数 H,( O). 
主 图 是 对 一 个 降 调 的 响应 Со) , 降 调 的 频率 下 降 如 曲线 C 所 示 


此 时 刻 的 瞬时 频率 .这 一 显著 的 影响 是 带宽 -持续 期 不 等 式 所 固有 的 不 确定 性 的 直接 后 果 。 为 
了 形象 地 理解 这 一 点 ,想象 一 个 斜 双 变量 正 态 概率 分 布 (Skewnormal bivariate probability 
distribution) 有 一 条 与 恒定 概率 密度 p(x,y) 的 同心 椭圆 轨迹 的 主轴 相 一 致 的 峭 线 , 它 类 似 
与 我 们 的 瞬时 频率 轨迹 。y 对 xz 的 回归 线 与 x 对 y 的 回归 线 类 似 于 峰值 时 间 对 频率 和 峰值 频率 
对 时 间 的 关系 。 

在 一 些 应 用 (诸如 线性 调频 脉冲 雷达 ) 中 ,都 试图 确定 瞬时 频率 和 频率 漂移 率 以 达到 比 带 
宽 - 持 续 期 不 等 式 所 允许 的 更 好 的 精度 ,例如 可 以 通过 检测 过 零点 。 对 由 电子 方式 生成 的 线性 
调频 脉冲 可 以 成 功 地 做 到 这 一 点 ,但 是 如 果 预 先 不 知道 信号 的 特征 (如 观测 地 球 物理 研究 ), 那 
么 当 对 一 个 比 线性 调频 更 复杂 的 信号 应 用 过 零 技 术 时 ,就 会 呈现 固有 的 不 确定 性 。 


小 波 变换 

一 些 具体 的 文献 (Grossman and Morlet, 1984; Kronland-Martinet, 1987; Mallat, 1989; 
Strang, 1989; Daubechies, 1991; Sheng, 1996) 使 用 称 为 小 波 的 常 Q 滤波 器 进行 动态 功率 谱 
分 析 。 下 面 给 出 了 小 波 的 明确 意义 .为 了 代替 我 们 通过 用 各 种 冲 激 响 应 和 信号 (1) 卷 积 得 到 的 
响应 集 


па) 一 [ hs) dt 一 万 CD ж 50), 
考虑 由 


Ai ) «50 


生成 的 不 同 的 集合 .在 这 种 形式 中 , 冲 激 响应 随 f, 变化 ,但 仅 只 是 简单 改变 一 个 事先 选择 的 基 
本 小 波 hO) 的 时 间 轴 上 的 伸缩 .基本 小 波 可 以 是 高 斯 波 包 ,但 不 是 必须 的 .所 选 的 基本 小 波 在 
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时 间 上 和 频率 上 应 当 是 紧凑 的 .如 果 选 择 的 A(i) 是 一 个 平方 可 积 函数 (这 样 , 它 在 两 个 方向 上 
逐渐 消失 ) 并 且 具 有 零 均 值 (频率 成 分 不 包括 直流 ), 就 可 以 满足 这 两 个 条 件 。 由 伸缩 得 到 的 冲 
激 响 应 称 为 小 波 。 

使 用 滤波 器 柜 自然 地 分 开 编码 信号 的 频带 要 求 采样 率 能 根据 频带 中 心 变化 ,这 就 导致 了 
“ 子 带 编码 ”参见 Vetterli,1984) ,这 种 技术 源 于 Kretzmer(1946) 的 著作 。 术 语 “小 波 ” 已 代替 
了 这 种 概念 早期 的 各 种 表达 。 

使 用 常用 的 符号 ,小 波 变 换 可 以 写作 


Фа. = тае a poa 
数量 具有 时 间 的 量 纲 , 它 表示 时 间 的 平移 ,而 尺度 因子 ae, 定义 为 一 log2x 户 ,也 具有 时 间 的 量 
细 , 表 示 时 间 的 伸缩 . 归 一 化 因子 |a | 对 伸缩 进行 补偿 使 得 所 有 的 小 波 具 有 相同 的 能 量 . 随 
着 频率 的 增加 ,a 变 得 越 来 越 负 ,所 以 相应 的 频率 轴 是 指向 下 ,而 不 是 指向 上 的 .@(ayp) 的 定义 
用 的 是 互相 关 而 不 是 卷 积 积分 ,如 果 h( ) 是 一 个 偶 函 数 ,那么 这 个 差别 将 不 是 什么 问题 ,不 过 
正如 上 面 做 的 ,也 可 以 通过 直接 使 用 /; 而 不 是 a 用 卷 积 引 入 小 波 变换 。 

小 波 变换 是 一 个 高 度 振荡 实体 ,而 且 如 果 经 过 整流 并 直接 显示 一 个 浓淡 点 图 ,图 像 将 呈现 
上 面 讨论 的 与 相位 有 关 的 条 纹 状 。 当 然 , 小 波 变换 也 可 以 整形 后 再 平滑 并 且 用 与 图 19. 2 相同 
的 方式 表示 ,主要 的 不 同 之 处 在 于 滤波 器 带宽 随 着 | a | 的 增加 加 宽 。 如 果 h(t) 选择 的 是 高 斯 
波 包 ,如 图 19.7, 那 么 这 就 是 惟一 的 差别 .正如 上 面 所 解释 的 ,如 果 我 们 选择 (a,b) 在 平面 作 
图 ,图 将 是 颠倒 的 并 且 在 垂直 方向 上 被 非 线性 压缩 了 ,从 而 线性 的 频率 漂移 表现 为 曲线 形式 的 
漂移 。 

虽然 ,术语 小 波 最 初 只 是 简单 地 意味 着 常 -Q 滤波 器 与 Gabor 所 讨论 的 常 带宽 滤波 器 的 区 
别 , 但 很 快 就 发 现 了 几 个 意义 更 广 的 数学 优点 , 另 一 方面 ,正如 Gabor 所 指出 的 ,高 斯 基本 信号 
是 不 正 交 的 。 这 个 缺点 已 经 通过 基本 小 波 的 自由 选取 克服 了 。 

小 波 变换 的 可 逆 性 在 数据 压缩 (尤其 是 图 像 压缩 ) 中 很 重要 。 当 一 个 波形 用 时 频 平面 上 的 
单元 表示 时 ,在 传输 之 前 ,通过 省 略 掉 具 有 较 少 内 容 的 单元 ,或 者 通过 门限 编码 ,显然 都 可 以 把 
数据 压缩 到 一 定 的 范围 。 子 带 编码 实际 上 是 省 略 超过 某 个 分 解 标 准 的 分 量 , 原 有 的 8 x 8 块 
DCT 编码 的 JPEG4 图 形 传输 协议 已 被 一 种 基于 小 波 理论 的 8 x 8 新 方法 所 取代 。 这 样 ,通过 对 时 
频 平面 上 的 动态 功率 谱 进行 可 视 化 解释 , 它 的 应 用 范围 已 经 超出 了 简单 表达 复杂 波形 的 范畴 . 虽 
然 如 此 ,基于 高 斯 基本 信号 的 简单 表示 将 继续 得 到 广泛 使 用 , 比如 使 用 空间 可 变 单元 形状 ， 
chirplets, 以 及 能 够 局 部 自 适 应 于 所 遇 信号 且 能 够 看 清楚 已 经 被 模糊 了 的 细小 结构 的 算法 。 


自 适 应 的 单元 位 置 

使 用 常 -Q 滤波 器 的 主要 目的 是 在 高 频 处 增加 时 间 分 辩 率 ,在 降 调 哨 声 和 消除 频率 漂移 的 
例子 中 ,在 提高 低频 处 的 频率 分 辩 率 的 同时 提高 高 频 处 的 时 间 分 辩 率 将 会 得 到 更 好 的 表达 ,到 
目前 为 止 所 描述 的 两 个 方案 ,在 单元 的 形状 和 位 置 上 都 没有 考虑 信号 的 特点 ,不 允许 单元 形状 
在 (z, f) 平面 上 进行 局 部 构造 但 是 没有 理由 不 让 单元 形状 与 时 间 和 频率 都 有 关 .。 我 们 可 以 在 
一 个 临时 的 动态 谱 图 上 建立 一 种 单元 形状 对 单元 位 置 的 详细 说 明 .当然 ,用 形状 变化 的 单元 铺 
满 平面 可 能 不 必 没 有 重奏 或 颖 隙 ;然而 ,允许 单元 重奏 是 没有 坏处 的 ,就 像 用 比 需要 的 更 多 的 
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滤波 器 来 改善 表达 一 样 ,虽然 没有 增加 什么 信息 。 


基本 线性 调频 信号 (Chirplets) 

我 们 知道 ,在 符合 一 个 较 低 的 面积 限制 的 条 件 下 ,(t,/) 平面 上 的 基本 单元 可 以 有 任意 的 
高 度 和 宽度 ,而 且 纵 横 比 允许 随 频 率 变 化 。 当 达到 或 接近 最 低 限制 时 ,正如 Gabor 所 定义 的 , 存 
在 一 个 基本 信号 , 它 就 是 分 析 滤 波 器 的 冲 激 响 应 .如 果 要 被 分 析 的 信号 就 是 基本 信号 ,单元 的 
纵横 比 就 可 以 随时 间 变 化 ,这 就 使 得 不 能 观测 时 变 信 号 的 滤波 器 ,可 以 象 耳 休 一 样 自 适应 地 处 
理 输 入 信号 。 

为 了 利用 计算 上 的 灵活 性 ,我 们 首先 用 固定 时 间 和 频率 分 辨 率 进 行 分 析 。 在 有 垂直 条 纹 结 
构 的 地 方 ,可 以 用 更 好 的 时 间 分 辨 率 重新 分 析 , 在 频率 相关 性 小 的 方向 上 牺牲 频率 分 辩 率 。 相 
反 , 水 平 条 纹 的 面积 可 以 用 更 好 的 频率 分 辩 率 重新 分 析 ,而 倾斜 的 结构 需要 Chirplets。 

19. 2 所 示 的 是 一 种 自然 现象 的 动态 谱 ,具有 多 个 不 同 强度 的 降 调 信号 ,它们 具有 几乎 
相同 的 形状 但 是 由 很 短 的 时 延 分 开 , 在 先前 的 信号 没有 消失 前 就 收 到 了 新 的 信号 分 量 ,在 低频 
处 , 相 邻 的 分 量 看 起 来 合并 在 一 起 了 ;在 高 频 处 呈现 的 结构 还 没有 混在 一 起 但 用 一 般 的 方法 已 
无 法 分 开 ,我 们 如 何 能 把 它们 分 开 呢 ?图 19. 8 考虑 了 两 个 时 间 相 隔 1 秒 的 简单 的 降 调 信号 , 横 
跨 两 条 瞬时 频率 轨迹 的 正方 形 单元 表明 ,Af 和 At 的 选择 不 能 分 解 开 这 两 个 分 量 , 其 它 的 两 个 
长 方形 表示 具有 相同 面积 的 其 它 基本 信号 ,这 两 个 长 方形 说 明 不 管 是 使 滤波 器 带宽 更 窗 ( 右 
下 ) 或 更 宽 (左上 ) ,都 不 能 分 开 这 两 个 信号 ,然而 ,如 果 时 频 平面 能 被 分 割 成 倾斜 的 单元 ,如 图 
中 所 示 的 中 心 位 于 较 早 发 生 的 分 量 上 的 倾斜 单元 ,那么 这 两 个 分 量 就 可 以 被 分 开 。 为 了 做 到 这 
一 点 ,我 们 要 求 滤波 器 具有 如 下 形式 的 冲 激 响 应 


течет! S [2r (A+: )], 


; Dooa 


PR a O O L E ИШИП 
时 间 ,t 
图 19.8 正方形 单 元 以 及 水 平 ( 右 ) 或 垂直 ( 左 ) 拉 长 的 单元 均 不 
能 分 辨 间隔 很 短 的 两 个 降 调 信 号 ,如 图 中 所 示 单 元 器 
过 了 两 个 频率 轨迹 .同样 面积 的 倾斜 的 单元 能 够 在 垂 
直 于 轨迹 的 方向 上 分 辨 出 两 个 轨迹 


其 中 ,频率 漂移 率 [本 例 中 是 负 的 ) 的 选择 与 所 期 望 的 倾斜 度 一 致 .Gabor 所 不 知道 的 这 个 新 
的 基本 信和 号 称 为 Chirplet, 大 约 在 同一 时 间 由 Mihovilovic 与 Bracewell(1991,1992) 和 Mann у 
Haykin(1992) 分 别 独立 提出 ;Chirplet 在 时 频 平 面 上 占用 最 小 的 面积 .对 这 两 个 降 调 信号 计算 
动态 谱 证 明 ,使 用 Chirplets 可 以 分 解 细小 的 结构 .结果 还 证 明 , 在 任意 给 定 的 时 间 段 内 , 当 两 
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个 频率 的 信号 同时 出 现在 一 个 长 方形 单元 时 ,将 会 有 调制 滤波 器 的 时 间 响 应 强度 的 差 频 出 现 。 
在 图 19. 2 中 可 以 看 见 几 处 这 样 的 差 频 , 这 表明 它们 实际 上 是 几 个 简单 分 量 的 合成 ,对 任何 记 
录 的 复杂 波形 , 自 适应 Chirplet 分 析 都 被 期 望 在 实际 研究 中 发 挥 重要 作用 。 


维 格 纳 { Wigner) 分 布 


在 对 一 维 时 间 函 数 Со) 进行 操作 以 便 在 时 频 平面 上 建立 一 种 二 维 表达 的 各 种 方法 中 , 维 
格 纳 过 程 是 最 早 的 一 种 . 令 对 应 于 f(z) 的 实 值 维 格 纳 分 布 W(t,/) 为 


wap = 人 аж оу a- torde 
ИРЕ 2 2 


可 以 很 容易 建立 一 些 例子 .这样 在 := TAERA КО T), БЕКИЙ ЖО, f) ЖШ 
上 上 = 工 处 的 一 条 垂直 线 。 它 本 身 可 以 写作 8(t 一 T) ,现在 它 是 两 个 变量 :和 ff 的 函数 ,但 是 与 
了 无 关 。 除 了 Wigner 分 布 是 完全 不 模糊 的 以 外 , 吐 答 声 的 Gabor 图 看 起 来 与 灰 度 图 是 一 样 的 ， 
这 是 Gabor 图 和 各 种 小 波 变换 的 特点 ,这 个 现象 与 不 确定 性 原理 有 关 。 

第 二 个 例子 , 取 一 个 恒定 幅度 的 线性 调频 信号 , 它 在 t = 0 时 的 频率 是 fo 且 随 时 间 以 速率 


BHzs"! 增加 ,所 以 瞬时 频率 为 fo + Bt. fO) = exp[i2x (去 Br* + fot — c) ] 的 维 格 纳 分 布 是 


6(Bt 十 f, — f), 这 个 分 布 集中 在 直线 f = f. +B: 上 。 这 与 我 们 稳定 地 旋转 信号 发 生 器 的 频率 
旋钮 时 所 产生 的 理想 图 画 出 奇 地 一 致 ,然而 ,由 不 确定 原理 所 决定 的 分 辨 率 限制 的 事实 ,将 不 
可 能 为 一 对 降 调 信号 AO + f(t 一 At) 提供 一 个 和 具有 高 斯 辐 度 包 络 的 单个 降 调 信 号 同样 清 
晰 的 维 格 纳 分 布 。 

第 三 个 例子 ,一 个 频率 为 fo 的 余弦 波 f(t) = cos2xfot, 在 Gabor 图 上 , 它 将 呈现 为 在 /二 


f. 处 的 水 平 带 , 它 的 维 格 纳 分 布 为 了 8CJ 十 万 ) 十 于 5Cf 一 万) 十 去 8CPDcostrfot 除 了 f=+f. 


的 水 平 线 以 外 ,出 现 了 一 个 交叉 项 , 即 在 了 一 0 处 的 一 条 直线 .随时 间 的 推移 , 它 的 强度 以 二 用 


为 周期 变化 ,此 交叉 项 是 由 定义 引起 的 数学 结果 ,并 且 不 具有 在 f= 土 f 处 的 稳定 线 的 直观 感 
觉 。 

最 后 ,考虑 (1) = 3(t 一 1) 十 6(t 一 5), 它 的 维 格 纳 分 布 为 6(t 一 1) +00 5) +200 — 
3)cos8xf. 每 一 个 冲 激 都 有 一 条 水 平 线 ,但 是 额外 的 在 平均 时 间 t = 3 处 还 有 一 条 ,并 且 它 在 
/频率 ) 方向 被 调制 。 

对 于 由 许多 部 分 组 成 的 复杂 信号 ,如 语音 波形 , 维 格 纳 分 布 不 能 够 像 Gabor 图 那样 作出 形 
象 的 解释 。 

维 格 纳 分 布 很 容易 求 送 ;给 定 W(t,/) ,我 们 可 以 得 到 原始 信号 为 


1 _ ( 1 ам 
70 = я | ие "ау. 
进一步 ,向 下 投影 到 时 间 轴 上 ,得 


гло [7 wa, paf 
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同时 ,水 平 投影 到 频率 轴 得 到 功率 谱 


LED P= f? жара. 
SO 的 总 能 量 等 于 维 格 纳 分 布下 的 容积 
Голота f wa,paq 


维 格 纳 分 布 在 光学 方面 很 有 用 , 它 被 认为 是 研究 现 有 系统 的 工具 。 信 号 fO) 的 傅 里 叶 变 
换 F( ) 的 维 格 纳 分 布 是 W( 一 f, 0 , 它 与 把 分 布 W(t，J) 旋转 90° 所 得 的 结果 是 一 样 的 。 在 组 
变型 光纤 中 (第 13 章 ) ,输入 孔径 中 的 空间 场 分 布 在 距离 L 上 转换 成 它 的 传 里 叶 变 换 (可 以 通 
过 横 截面 中 的 折射 率 分 布 来 计算 )。 从 输入 到 L/a 的 中 间 位 置 上 , 场 可 以 表示 为 孔径 分 布 的 a 
阶 分 数 健 里 时 变换 .Lohmann(1993) 描述 了 一 个 与 Weigner 分 布 旋转 90"/a 的 直接 联系 ， 
Ozaktas 等 (1993) 涉及 了 与 小 波 , 线 性 调频 变换 ,以 及 光 衍射 的 进一步 的 联系 。 
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习题 

1. 小 波 定义 ”一 个 基本 小 波 A(z) 的 傅 里 叶 变换 为 H(f)。(a) 证 明 |a | "АСС b)/a] 
的 全 里 叶 变 换 与 H(f) 具有 同样 的 能 量 。(b) 另 一 方面 , 如 果 从 基本 小 波 构造 的 小 波 为 
la АСС Б) /a], EB fE f = 0 时 所 有 的 傅 里 叶 变换 都 有 同样 的 值 。 

2. 尺 度 函 数 ”函数 $x) 满足 如 下 的 展开 式 


#(z) = cog(2z) 十 ctg(2zr 一 1) + с,#(2х — 2) + с,#(2лх — 3) +...,Ё = 0, 1, 2, 3,..., 
这 说 明 #(x) 能 够 分 解 为 压缩 函数 #02) 的 一 个 有 限 的 移 位 拷贝 序列 。 容 许 的 移 位 是 却 &, 即 ， 
0, + 1, 14, ... ,系数 c, 可 以 是 任意 的 。(a) 证 明 A(z 一 1) 满足 该 展开 式 并 给 出 系数 о. 


(b) 如 果 4(z 一 1) 用 间隔 Az = 1 的 采样 点 表示 , 即 用 {0 1 2 10) 来 表示 ,该 展开 式 还 成 立 吗 ? 


(c) 对 用 902) = П Сз) звпС х) 定义 的 Haar 小 波 , 该 展开 式 成 立 吗 ? 

3. 滑动 汽笛 声 ”一 个 声音 持续 1 秒 钟 ,期 间 幅 度 先 上 升 再 下 降 , 同 时 音调 从 200 Hz 升 高 
到 400 Hz 然后 下 降 。 写 出 一 个 与 鸣 笛 时 的 声 压 信号 一 致 的 表达 式 。 

4. 刺耳 的 制 动 ”到 达 一 个 十 字 路 口 的 火车 以 加 速度 — z 制 动 并 拉 响 汽笛 。 静 止 时 汽笛 的 
基 频 是 550 Hz。 写 出 十 字 路 口 的 声音 气压 信号 500) 的 表达 式 。 

5. 平均 频率 ”信号 (D KEENER SAO ,功率 谱 为 SOO ,功率 谱 是 非 负 的 ,这 与 
沿 一 条 线 的 质量 分 布 类 似 .就 像 与 功率 谱 对 应 的 质量 分 布 的 质心 那样 定义 信号 *(2) 的 平均 频 
率 , 即 
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[sisia 
[Í israr ` 
(a) 在 本 定义 下 ,信号 s) = expl z=(10 °): Jcos2x60: 的 平均 频率 是 什么 ? 
(b) 这 个 高 度 纯 单 音信 号 的 功率 谱 相 对 它 的 平均 频率 的 均 方 根 离 差 是 什么 ? 
(c) 对 波形 зб) 进行 时 频 分 析 , 合 适 的 单元 尺寸 和 形状 是 什么 ? 
6. 一 个 简单 的 波形 ”一 个 信号 500) = Jont), |r |— co 时 , 它 的 频率 趋 于 1 Hz, fE 


t= 0 附近 呈现 更 低 的 频率 ,或 许 会 达到 2/3 Hz 左右 .如 何在 时 频 图 上 显示 出 这 个 单 音信 号 的 
漂移 ? 


7. Haar 小 让 的 傅 里 叶 变换 。 对 由 (0 二 z 过 去) 时 ro = («етв fæ = 
— 1, R34 z < 0 8 z > 1 BË, fC) = 0 定义 的 Haar 小波 ,推导 它 的 传 里 叶 变 换 
F) = (xs)-!(1 一 cosxs)(sinxs + icosms) , 


8. Wigner 分 布 定理 MR SO 的 Wigner 分 布 为 W(t, 了 ,证明 


fe D 的 Wigner 分 布 是 WC 一 4, 一 让 (旋转 O 
af GQ) 的 Wigner 分 布 是 | a PWG, f) ( 非 线性 ) 
feat) 的 Wigner 分 布 是 开工 War, f/a) (相似 性 ) 


lal 
9. 高 斯 脉冲 的 Wigner 分 布 Ca) 证 明 f(t) = exp(— =ë /W° ) 的 Wigner 2} ИС, f) 
= V2Wexp[ 一 2x(#/W? — W: f]. (b) 对 一 个 给 定 的 等 效 宽度 W, 轨 迹 W(t, 了 ) = 常数 的 形 
状 是 什么 ? 


g 20 ж 
sincx,sinc2x 和 exp(— nx’ ) 的 数值 表 


本 表 列 出 了 归 一 化 函数 sincr,sinct х 和 exp( — nrz? ) ЖА 0—3. 99 的 函数 值 ( 六 个 小 数 


位 )。sincz 的 定义 是 зіпсг= uen, 
sincx ,sinc' x 和 ехр( — ял? ) 的 数值 表 
 ——————Є—————= 
х sincz зіпс r exp(—ar) x зіпсх зіпс z ехр(— па?) 


.00 1.000 000 1.000 000 1.000 000 .25 . 900 316 ‚810 569 .821 725 
.01 .999 836 .999 671 .999 686 .26 .892 454 .796 473 .808 664 
.02 .999 342 .998 685 .998 744 .27 .884 325 .782 031 .795 311 
.03 .998 520 .997 043 .997 177 .28 .875 936 .767 263 .781 687 
.04 .997 370 .994 747 .994 986 .29 „867 290 .752 192 .767 814 


.05 .995 893 . 991 802 .992 177 .30 . 858 394 .736 840 .753 713 
.06 .994 089 .988 212 .988 754 .31 .849 251 .721 228 .739 407 
.07 .991 959 . 983 983 .984 724 .32 .839 869 .705 379 .724 916 
.08 . 989 506 ‚979 121 .980 095 .33 .830 251 .689 316 .710 263 
.09 .986 729 .973 634 „974 874 .34 .820 403 „673 061 . 695 470 


.10 ‚983 632 .967 531 .969 072 .35 .810 332 .656 638 .680 556 
n . 980 215 . 960 821 .962 700 .36 .800 043 .640 068 .665 544 
.12 ‚976 481 .953 515 .955 769 .37 .789 542 .623 376 ‚650 454 
.13 ‚972 432 .945 623 .948 292 .38 .778 834 .606 583 ‚635 308 
.14 .968 070 .937 159 .940 282 .39 .767 927 .589 712 .620 124 


.15 .963 398 .928 135 .931755 .40 .756 827 .572 787 .604 923 
.16 .958 418 .918 566 .922 724 .41 .745 539 .555 828 .589 723 
„17 .953 135 .908 466 .913 208 .42 .734 070 .538 859 .574 545 
.18 .947 550 .897 851 .903 221 .43 .722 428 .521 902 .559 406 
.19 .941 667 .886 736 .892 783 .44 .710 618 .504 977 .544 323 


.20 .935 489 .875 140 .881 911 .45 .698 647 .488 107 .529 315 
.21 .929 021 .863 080 .870 625 .46 .686 522 2471 312 .514 396 
.22 .922 265 .850 573 „858 943 .47 ‚674 249 .454 612 .499 585 
.23 .915 227 ‚837 640 .846 885 .48 .661 837 . 438 028 . 484 895 
‚24 ‚907 909 ‚824 298 ‚834 472 .49 ‚ 649 291 ‚421579 ‚470 341 
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续 表 
z sincz sinz ехр(— кл?) хт sincz sinc? 工 ехр(— ла?) 
.50 ‚636 620 .405 285 .455 938 1.00 .000 000 .000 000 .043 214 
.51 .623 829 .389 163 .441 698 1.01 .009 899 .000 098 .040 570 
.52 .610 926 .373 231 .427 634 1.02 .019 595 .000 384 .038 063 
.53 .597 919 .357 507 .413 758 1.03 .029 083 .000 846 .035 689 
.54 ‚584 815 . 342 008 .400081 1.04 一 .038 360 .001 472 .033 442 
.55 .571 620 .326 749 .386 613 1.05 —.047423 .002 249 .031 317 
‚56 .558 342 „311 746 .373 363 1.06 .056 269 . 003 166 . 029 308 
.57 .544 989 .297 013 .360341 1.07 一 .064 895 .004 211 .027 411 
.58 „531 568 . 282 565 .347 555 1.08 一 .073 297 .005 372 .025 621 
.59 ‚518 086 .268 413 .335 012 1.09 一 .081 473 .006 638 .023 932 
.60 .504 551 .254 572 .322 719 1.10 一 .089 42] . 007 996 .022 341 
.61 .490 970 .241 051 .310682 1.11 .097 138 .009 436 .020 843 
.62 .477 350 . 227 863 .298 905 1.12 一 .104 623 .010 946 .019 432 
.63 . 463 699 .215 017 .287 395 1.13 —.111873 .012 515 .018 106 
.64 .450 024 .202 522 .276 154 1.14 一 .118 886 .014 134 .016 860 
.65 .436 333 .190 386 .265 186 1.15 一 .125 661 .015 791 .015 690 
.66 .422 632 ‚178 618 .254 494 1.16 一 .132 196 .017 476 .014 591 
.67 .408 929 .167 223 .244080 1.17 一 .138 490 .019 179 .013 561 
.68 + 395 232 .156 209 .233 944 1.18 —.144541 .020892 .012 596 
. 69 ‚381 548 ‚145 579 .224 089 1.19 .150 350 .022 605 ,011 692 
.70 .367 883 ‚ 135 338 .214 514 1.20 155 915 .024 309 .010 847 
„71 ‚354 245 ‚125 490 .205 219 1.21 161235 .025 997 .010 056 
.72 .340 642 .116 037 .196 204 1.22 166 310 .027 659 +. 009 317 
.73 ‚327 079 .106 981 .187 467 1.23 171 140 .029 289 .008 627 
.74 ‚313 565 .098 323 .179 006 1.24 一 .175 724 .030 879 . 007 982 
.75 .300 105 .090 063 .170 820 1.25 一 .180 063 .032 423 .007 382 
‚76 .286 708 .082 201 .162906 1.26 184157 .033 914 .006 822 
.77 .273 379 .074 736 .155 261 1.27 .188 006 . 035 346 .006 301 
.78 .260 126 .067 666 .147 881 1.28 2191 611 .036 715 . 005 816 
.79 ‚246 955 .060 987 .140764 1.29 —.194972 .038 014 .005 365 
.80 .233 872 .054 696 .133 906 1.30 一 .198 091 .039 240 .004 945 
.81 . 220 885 .048 790 .127 301 1.31 —.200 968 .040 388 . 004 556 
.82 .207 999 .043 263 .120 947 1.32 一 .203 604 .041 455 .004 195 
.83 .195 220 .038 111 2114 837 1.33 一 .206 002 .042 437 +. 003 860 
.84 . 182 556 . 033 327 .108 967 1.34 —.208162 .043 331 . 003 549 
‚85 .170 011 .028 904 .103 333 1.35 —.210 086 .044 136 .003 262 
„86 „157 593 .024 835 .097 928 1.36 —.211 776 .044 849 .002 995 
.87 .145 306 2021 114 .092 748 1.37 一 .213 234 .045 469 .002 749 
‚88 .133 156 .017 731 .087786 1.38 —.214462 .045 994 .002 522 
.89 ‚121 150 .014 677 .083 038 1.39 一 .215 462 .046 424 .002 311 
.90 .109 292 .011 945 .078 497 1.40 一 .216 236 .046 758 .002 117 
.91 .097 589 .009 524 .074 158 1.41 一 .216 788 .046 997 +. 001 939 
.92 .086 044 .007 404 .070015 1.42 一 .217 119 .047 141 .001 774 
.93 .074 664 .005 575 .066 062 1. 43 .217 234 .047 190 .001 622 
.94 .063 452 .004 026 .062 293 1.44 一 .217 133 .047 147 .001 482 
.95 .052 415 .002 747 .058 702 1.45 一 .216 821 .047 011 .001 353 
.96 .041 557 .001 727 .055 283 1.46 一 .216 301 .046 786 .001 235 
.97 .030 882 .000 954 .052 031 1.47 一 .215 576 .046 473 .001 126 
.98 .020 395 .000 416 .048 939 1.48 一 .214 650 .046 075 .001 027 
‚99 ‚010 099 ‚000 102 .046002 1.49 —.213 525 .045 593 ‚0,9 353 
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403 
аж 
т sinc sincz — exp(— xz) Zz siner sincz expC na) 
1.50 —.212 207 .045 032 .0,8 514 2.00 . 000 000 „000 000 10.3 487 
1.51 —.210 697 .044 395 .0,7 746 2.01 .004 974 000025 .0,3 075 
1.52 209 001 .043 681 .0,7 043 2.02 .009 894 000098 .0,2 709 
1.53 207 122 .042900 .0,6 399 2.03 .014 756 .000218 .0;2 385 
1.54 205 065 .042 0520 .0,5 811 2.04 .019 556 .000382 .0,2 099 
1.55 202 833 „041 141 .0,5 273 2.05 .024 290 .000590 .0,1 846 
1.56 200 431 .040 172 0,4782 2.06 .028 954 000838 .0,1 622 
1.57 —.197 862 .039 150 .0,4 335 2.07 .033 545 001125 .0,1 425 
1.58 —.195 133 .038 077 .0,3 926 2.08 .038 058 .001 448 .0,1 251 
1.59 —.192 246 .036 958 .0,3 554 2.09 .042 491 001805 .0.1 097 
1.60 —.189 207 .035 799 .0,3 215 2.10 .046 840 .002 194 .0,9 618 
1.61 —.186 020 .034 6038 .0,2 907 2.11 .051101 002611 .0,8 427 
1.62 —.182 690 .033 375 .0,2626 2,12 .055 272 .003 055 .0,7 378 
1.63 —.179 221 .032120 .0,2371 2.13 .059 350 .003 522 .0,6 456 
1.64 —.175 619 .030 842 .0,2140 2.14 .063 3320 .004011 0,5 645 
1.65 —.171 8898 .029 546 .0,1 930 2.15 .067 214 004518 .0,4 934 
1.66 —.168 034 .028 236 .0,1 739 2.16 .070 994 005040 .0,4 309 
1.67 —.164 061 .026 916 .0,1 566 2.17 .074 670 .005 5706 .0,3 761 
1.68 —.159 975 .025 592 .0,1410 2.18 .078 238 .006 121 .0,3 280 
1.69 —.155 780 .024 267 .0,1 268 2.19 .081 697 .006 674 .0,2 860 
1.70 —.151 481 .022 947 .0,1 140 2.20 .085 044 .007 2338 .0,2 491 
1.71 —.147 084 .021 634 .0,1 024 2,21 .088 278 .007 793 .0,2 169 
1.72 —.142 594 .020 3338 .0,9 197 2.22 .091 396 .008 353 .0,1 887 
1.73 —.138 016 .019048 .0,8 252 2.23 .094 396 .008 911 „0,1641 
1.74 —.133 355 .017784 .0,7 400 2.24 .097 276 .009463 .0,1 426 
1.75 —.128 617 .016 540 .0,6 631 2.25 „100085 010007 .0,1 238 
1.76 —.123 806 .015 328 .0,5 939 2.26 .102 672 010541 .0,1 075 
1.77 —.118 928 .014 144 .0,5 316 2.27 .105 184 .011 064 .0,9 322 
1.78 —.113 988 .012993 .0,4 755 2.28 .107 571 .011 572 .0,8 080 
1.79 —.108 991 .011 8799 .0,4 250 2.29 .109832 .012 063 .0,7 000 
1.80 —.103 943 .010804 .0,3 797 2.30 .111964 .012 5386 .0,6 060 
1.81 —.098 849 .009 771 .0,3 390 2.31 .113 969 012989 .0,5 243 
1.82 —.093 714 .008782 .0,3 024 2.32 .115 844 .013 420 .0,4533 
1.83 —.088 543 .007 840 .0,2 697 2.33 .117 589 .013 827 .0,3 917 
1.84 —.083 341 .006 946 .0,2 403 2.34 .119 204 .014 210 .0,3382 
1.85 —.078 113 .006 100 .0,2 140 2.35 .120688 014566 .0,2 919 
1.86 —.072 865 .005 309 .0,1 905 2.36 .122040 .014 894 .0,2518 
1.87 —.067 602 .004 570 .0,1 694 2.37 .123 262 .015 193 .0:2 170 
1.88 —.062 329 .003 885 0,1506 2.38 .124 3520 .015 463 .0;1 869 
1.89 —.057 050 .003 255 .0,1 338 2.39 .125 310 .015703 .0,1 609 
1.90 —.051 770 .002680 .0,1 187 2.40 .126 138 .015 911 .0,1 384 
1.91 —.046 495 .002 162 .0,1 053 2.41 .126 84 .016 087 .0,1 190 
1.92 —.041 229 .001700 .0:9 340 2.42 .127 401 .016 231 .0,1 023 
1.93 —.035 978 .001 294 .0,8 276 2.43 .127 837 .016 3420 .0,8 780 
1.94 —.030 745 .000945 .0,7 329 2.44 .128 144 .016 421 0,7 534 
1.95 —.025 536 .000652 .0:6 486 2.45 .128 323 .016 467 .0,6 461 
1.96 —.020 354 .000 414 .0:5736 2.46 .128 374 .016 480 .0,5 538 
1.97 —.015 206 .000 231 .0:5 070 2.47 .128 298 .016 460 .0,4 743 
1.98 一 .010094 .000102 0.4 478 2.48 .128 097 .016 409 0,4 060 
1.99 一 .005024 .000025 .0,3 953 2.49 .127772 .016 326.03 473 
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续 表 


siner Sin? z exp(—xr) z sincz sincz expl na") 


. 127 324 .016 211 20,2 969 3.00 .000 000 .000 000 -0,25 255 
.126 754 2016 067 20,2 537 3.01 一 .003 322 .000 011 10,4 351 
. 126 064 .015 892 .0,2166 3.02 —.006618 .000 044 10,3 600 
. 125 256 .015 689 .0,1848 3.03 一 .009 886 .000 098 +02 977 
. 124 331 .015 458 20,1 576 3.04 一 .013 123 .000 172 ‚02 460 
. 123 291 .015 201 20,1 343 3.05 一 .016 326 .000 267 +02 032 
‚122 137 .014 918 20,1 144 3.06 —.019492 .000 380 10,1 677 
+. 120 873 .014 610 .0,9737 3.07 —.022618 .000512 01.1 383 
.119 500 .014 280 .0,8283 3.08 —.025701 .000661 .0x1 140 
.118 020 .013 929 .0,7041 3.09 —.028740 .000 826 . 059 393 


.116435 .013557 .0,5982 3.10 一 .031730 .001 007 .0,7733 
.114748 .013167 .0,5078 3.11 一 .034670 .001202 .0n„6 362 
.112961 .012760 .0,4 309 3.12 一 .037557 .001411 .0,5231 
.111076 .012338 .0,3654 3.13 一 .040389 .001 631 .0s4 299 
.109097 .011902 .0,3 096 3.14 —.043 162 .001863 _.0,3 530 


. 107 025 .011 454 20,2 622 3.15 —.045876 .002 105 .0ь2 897 
. 104 864 . 010 996 .0,2219 3.16 —.048528 .002 355 .0132 376 
.102 615 .010 530 .0,1877 3.17 051 114 .002613 -Ou 1 948 
‚100 283 +. 010 057 .0,1587 3.18 —.053635 .002877 ‚01 595 
.097 869 .009 578 .0,1340 3.19 —.056087 .003146 01 306 


‚095 377 .009 097 .0,1 132 3.20 一 .058 468 .003 419 ,011 069 
.092 810 .008 614 .0o9547 3.21 一 .060777 .003 694 .048 736 
.090 170 .008 131 .0o8 050 3.22 一 .063 012 .003 971 .0u7 138 
.087 461 .007 649 .0ь6 783 3.23 —.065171 .004 247 ‚045 829 
‚084 685 .007 172 .0o5712 3.24 一 .067 253 .004 523 ,04 757 


.081 847 .006 699 .0o4807 3.25 一 .069 255 .004 796 -018 879 
. 078 949 +. 006 233 .0o4043 3.26 —.071177 .005 066 .043 162 
. 075 994 .005 775 .0o3 398 3.27 073018 . 005 332 10,2 575 
.072 985 .005 327 20,2 855 3.28 074 775 .005 591 „0,2 096 
.069 926 .004 890 „02 396 3. 29 076 448 .005 844 10.1 706 


. 066 821 .004 465 .0o2010 3.30 —.078036 .006 090 .0u1 387 
.063 671 . 004 054 .0ь1686 3.31 —.079537 .006 326 «Oul 127 
.060 482 .003 658 201412 3.32 080 951 .006 553 .09 147 
1057 255 .003 278 .0,1 183 3.33 082 277 .006 770 .0,7 423 
.053 995 .002 916 20.9 897 3.34 .083 514 .006 975 10,6 020 


. 050 705 .002 571 .0u8 277 3.35 .084 662 .007168 04 879 
.047 388 .002 246 .0u6 917 3.36 .085 719 .007 348 .0ь3 951 
‚044 047 .001 940 .0)5778 3.37 一 .086 686 .007 514 .0ь3 198 
.040 687 .001 655 .0h4823 3.38 一 .087 561 .007 667 .0ь2 587 
.037 309 .001 392 .0u4023 3.39 一 .088 346 .007 805 .0ь2 091 


.033 918 .001 150 .0u3 354 3.40 一 .089 038 .007 928 01 690 
.030 517 .000 931 .0u2795 3.41 一 .089 640 . 008 035 .0ь1 364 
.027 110 .000 735 .0u2327 3.42 一 .090 149 .008 127 «051 101 
.023 699 . 000 562 .0u1936 3.43 一 .090 567 .008 202 .0%8 877 
.020 288 .000 412 .0u1610 3.44 一 .090 893 .008 262 .0e7 153 


.016 880 .000 285 -0u1338 3.45 一 .091 128 .008 304 10,5 761 
.013 478 .000 182 .041111 3.46 —.091272 .008331 .0, 4 637 
.010 086 .000 102 .0„9225 3.47 一 .091 325 .008 340 ‚03 730 
.006 707 .000 045 .0a7 652 3.48 一 .091 288 .008 333 . 0, 2 998 
.003 344 .000 011 0,6 344 3.49 —.091161 .008310 .02 409 
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续 表 
P sinez sincsz exp(—xz) zx зіпсх sin? r  exp(— лл?) 
3.50 —.090 946 .008 271 20,1 934 3.75 一 .060 021 . 003 603 . 0136 508 
3.51 090642 .008 216 .0,1 551 3.76 —.057 952 .003358 .0,5 140 
3.52 090 251 .008 145 .0,1 244 3.77 —.055 836 .003118 .01,4 057 
3.53 089773 .008 059 .0,,9 969 3.78 一 .053 677 .002 881 .0,3 201 
3.54 —.089 209 .007 958 .0.7 983 3.79 —.051 476 .002 650 .0,,2 523 
3.55 088561 .007843 .0m6389 3.80 一 .049236 .002424 .0,1988 
3.56 087829 .007 714 .05110 3.81 一 .046 960 .002 205 .0,1565 
3.57 一 .087015 .007572 .0:4085 3.82 一 .044649 .001994 .0,1232 
3.58 —.086 120 .007417 .0„3263 3.83 —.042 306 .001790 .0,9 685 
3.59 —.085 145 .007250 .0,,2 605 3.84 一 .039 934 .001595 .0:7 611 
3.60 —.084 092 .007071” .0v2078 3.85 —.037 535 .001409 .0,5 978 
3.61 —.082 962 .006 883 .0.1 657 3.86 —.035 111 .001 233 .0,.4 692 
3.62 —.081 756 .006 684 .0r1320 3.87 —.032 666 .001 067 .0,.3 680 
3.63 —.080 477 .006 4706 .0,,1 051 3.88 一 .030 200 .000912 .0,.2 885 
3.64 —.079 125 .006 261 .0,.8 367 3.89 —.027 718 .000768 .0,.2 260 
3.65 —.077 703 .006 038 .0.6 654 3.90 —.025 221 .000636 .0,1 769 
3.66 —.076 212 .005 808 .0,,5 289 3.91 —.022 712 .000516 .0,.1 384 
3.67 —.074 655 .005 573 .0,,4 201 3.92 —.020 194 .000408 .0,.1 083 
3.68 一 .073 032 .005 334 .0,.3 335 3.93 一 .017 668 .000312 . 0,18 459 
3.69 —.071 346 .005 090 .0,2 646 3.94 一 .015 138 .000229 .0,6 606 
3.70 —.069 599 .004 844 .0,,2 097 3.95 —.012 606 .000 159 .0,5 156 
3.71 —.067 794 .004 596 .0,,1 662 3.96 —.010 074 .000101 .0.4 022 
3.72 —.065 931 .004 347 .0,1316 3.97 一 .007 545 .000057 .0,3 135 
3.78 —.064 013 .004 098 .0,,1 041 3.98 —.005 022 .000025 .0.2 442 
3.74 _—.062 042 .003 849 .0,8 235 3.99 —.002 506 .000006 .01 901 


半 峰 值 横 坐 标 
sinc0. 603355 一 0.5 
зіпс?0. 442946=0. 5 
exp[—x(0. 469719): J=0. 5 
sinc0. 442946=1//2 
exp[ 一 x(0. 332141))=1//2 


sinc' 并 一 (cosrz 一 sincz)/ 工 


# 21+ 
部 分 习题 答案 


第 2 章 基本 原理 
14. 因为 对 复 量 f(z) = RC) 十 iT(z) 来 说 ,可 以 通过 它 本 身 与 其 复 共 印 相 加 再 除 以 2 得 
到 它 的 实 部 ， 


RO) = $ fe + +оо. 


BA 广 (z) 


一 /( 一 z). 因 此 

RG) = 去/(z) 570). 
因为 RG) +R х) 为 零 , 所 以 RC) 是 奇 的 .对 虚 部 1Cr) ,我 们 有 
Исо = 2700 +f' G = ою +, 


因为 ICz) 一 IC— z) = 0, 所 以 虚 部 是 偶 的 。 

f(z) = RG) 十 iI(zx) 的 傅 里 叶 变换 有 两 个 部 分 .由 上 一 题 可知 ,R(z)( 它 是 实 的 和 奇 的 7 
的 变换 是 纯 虚 的 .I(zx)( 它 是 实 的 和 偶 的 ) 的 变换 是 实 的 ;从 而 iT(z) 的 变换 是 纯 虚 的 。 因 此 整 
个 变换 是 纯 虚 的 。 

19. 如 果 在 一 个 周期 上 计算 2. 18 的 积分 ,那么 2. 18 的 表达 式 就 可 以 用 于 对 称 度 的 度量 。 


对 第 一 个 函数 , 偶 对 称 轴 位 于 z = 0, 土 1, 士 2,… ,对称 度 是 100%。 对 AG) 一 去 , 奇 对 称 度 是 


100% ,因为 如 果 把 它 移动 x 的 半 个 单位 , 它 就 变 成 奇 的 了 .函数 AC) 一 + 保持 了 100% 的 偶 
对 称 , 但 是 奇 对称 本 质 上 被 破坏 了 ,只 有 12.5% 的 对 称 度 。 
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A [ао - 2ле 1]8/, [A Pdr 


4 
= 2f ($-a)(-4+a)ar/f a -adr 
=1/8. 


22. 如 果 УС) 是 偶 的 ,那么 f(z) 十 F(z) 的 变换 是 它 本 身 。 例 如 ,f(z) = 1 H Еб) = 
6(s) ,那么 1 十 8(x) 是 它 自己 的 变换 ; 另 一 个 例子 是 开 (x) + sinclar), CHERE sinc( s) 十 
JI(s) ,更 一 般 地 (J]. Phys. A: Math. Gen. , vol. 24, pp. 1.1143-1144, 1991), f(z) + F(z) + 
РС z) КЕС z) 的 变换 是 它 本 身 ,由 上 面 可 知 ,因为 f(x) + /С— z) 是 偶 函数 , 它 的 变换 是 
FCs) 十 F( 一 5)。 傅 里 叶 变换 是 自 变换 的 特征 函数 列表 于 习题 8. 25 。 


第 3 章 ең 
6$ f =g*h RA 


f* f (кж ж (g* h) 
= g* [h * (g*h)] 
= g*[h* (hxg)] 
= g*[(h*h) * g] 
= g*[g* Аж] 
= (вж g) * (h * h), 证 完 。 


9. 定理 ,| ` fax hdz = | Qw par 


推导 ， 

Готе [ло [вадка oaa ]az 
= [оо [f] fha иэ Jau 
= Г асосе ваи 
= Г «жш. 

一 个 更 对 称 的 定理 是 


E ghk fydr = [hexpar, 


它 与 f(g * h) 无 关 , 但 是 通过 交换 g 和 hh 可 以 从 前 面 的 定理 推出 。 
说 明 : 有 关 伟 里 叶 变 换 的 一 个 关系 是 


[rs *h)dz = [` ксоона;. 


11. $ K, (u) M K, (u) 是 两 个 hermitian 函数 ,并 设 S) = K, (u) + K; (u) UR Pu) = 
Ki(w) Ki(w) 。 由 定义 ,如 果 SC— u) = 5° (w) ,那么 S(u) 是 hermitian 的 我 们 注意 到 ， 
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5(— ш) = K, (~u) + K, C— u) = K; (u) + K; (u) = [K (u) +K] 一 S Gy, 
所 以 和 是 hermitian 的 。 又 
РС = K,C— u) K,C— u) = K} OK; (u) = [KWK:(W] = P* G), 

所 以 积 也 是 hermitian 的 。 

17. 4 r = 0.2n, 其 中 是 整数 .那么 问题 是 先 要 求 得 f(x) 的 近似 值 ,其 中 

{fi Cn)} ж {1.0 0. 8187 0. 6703 0. 5488 0. 4493 0. 3679 ==} = (1), 
由 图 3.10 的 方法 ,我 们 可 得 {f1(n)) = {1 一 0.8187)。 所 求 的 归 一 化 序列 是 
{1 —0.8187}/0.1812 = {5.518 — 4.518}. 


25. 所 求 的 函数 是 两 个 圆心 距离 为 > 的 单位 直径 的 圆 的 重 得 面积 .如 果 圆 心 位 于 C 和 CQ 
是 CC' 的 中 点 ,P 是 两 个 圆 的 一 个 交叉 点 ,RR 是 圆心 为 C 的 圆 上 最 靠近 C' 的 点 ,面积 是 PQR 所 
围 面积 的 4 fF. 


chatr = 4ОЙ Ж CPR 的 面积 一 三 角形 СРО 的 面积 ) 
= 4[ 言 CPeos'r 一 100. Pq] 


[cos r-ra- 2)" ], 


29. (a) 可 以 通过 取 卷 积 和 来 验证 一 个 序列 是 另 一 个 序列 的 互 易 序列 。(b) 采样 与 两 个 序 
列 一 致 的 两 个 函数 是 v(t) = 2H(t) 和 i(t) = 2cosrtH (t). 

30. 任意 周期 为 2,3 或 6 的 序列 与 6 元 序列 {a,) 的 卷 积 都 是 看 不 见 的 (无 形 的 ) ;从 而 ,给 定 
序列 {cs) 中 将 不 会 出 现 周期 为 2,3 或 6 的 周期 分 量 因 此 , 反 卷 积 算法 不 能 重建 它们 ; 反 卷 积 只 
能 得 到 未 知 {65,) 的 除去 周期 为 2,3 或 6 的 分 量 的 部 分 一 一 称 之 为 基本 解 (Austral. J. Phys. ， 
vol. 7, рр. 615-640, 1954) ,不 过 ,在 某 些 情况 下 ,未 知 的 {5.) 是 可 以 恢复 的 ,例如 当 (b.) 具有 
有 限 长 度 时 。 这 个 重要 的 主题 出 现在 恢复 的 标题 下 。 

31. 卷 积 所 需 的 时 间 应 该 与 哪个 序列 更 短 没有 关系 。 随 N 的 渐 近 变化 与 计算 卷 积 时 所 使 
用 的 方法 有 关 , 是 通过 直接 相 乘 求 和 的 方法 ,还 是 通过 第 3 章 中 矩阵 相 乘 的 方法 ,或 者 是 通过 
变换 相 乘 的 方法 ,甚或 是 通过 嵌入 的 程序 等 有关 记 时 的 有 趣 的 事情 是 对 于 你 所 选择 的 方法 ， 
可 以 经 验 地 确定 这 种 渐 近 变化 。 


第 4 章 ”一 些 有 用 函数 的 记 法 


sin(z —u)sin4xu q, 


7. 4sincz * sinr = f 
-= ти 


sinr[™ cosusin4xu cosr[” зїпизїп{ли 
= du 一 du 
x J— и 4л J-e u 


= фа" Sosesintxwdu 一 (бй а iS Bi 0) 


我 们 需要 用 标准 积分 (如 , 见 Gradshteyn 和 Ryzhik No. 3.741. 2). 
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| sinarcosht а. = r/2， a>b>0. 


° 


因此 
Р sin4xucosud — /2 
° u 


H 4sinc4<x * sinz = sinz, 


12. 我 们 可 求 得 
0 1zl>1 
xod 一 1<z<0 
=] 0<х2<1 


我 们 知道 这 等 于 一 (zx/2)sgnzx。 除 在 zx =— 1,0,1 处 的 间断 点 外 ,二 阶 导数 为 零 . 在 传统 分 析 
中 ,我 们 说 A'(z) 在 这 些 点 不 可 导 , 或 者 说 ЛС) 在 这 些 点 上 的 二 阶 导数 不 存在 .然而 ,下 一 章 
中 ,这 种 情况 可 以 用 6 符号 处 理 如 下 : 


Аб) = la +1) — 2802) +8(х—1). 


A(z) Ах) 
15. 由 定义 
[2 220 
д -| r 2<0 
且 由 于 | xz | 是 连续 的 ， 
Airi | 1. 0 ass 
dr —1 х<0 i 


现在 ,sgnz 是 不 连续 的 ;因此 我 们 不 能 简单 地 对 的 两 段 范围 内 的 表达 式 1 和 一 1 求 导 ,并 总 结 
说 (d/dzx)sgnz 在 任何 地 方 都 等 于 零 .用 下 一 章 的 符号 ,在 x = 0 处 的 不 连续 量 十 2 将 产生 结果 
sgn'z = 25(z)。| z | AI 2zH (z) 有 相同 的 二 阶 导数 是 由 于 它们 的 一 阶 导数 只 差 一 个 常量 ,就 
像 对 | z | 一 x = 2rH(z) 求 导 所 看 到 的 一 样 。 

19. 这 个 结果 可 以 使 用 元 长 的 积分 表 , 或 者 等 效 地 通过 余弦 变换 表 得 到 证 实 ,两 种 表 都 有 
可 以 使 用 的 软件 包 .或 者 ,图 示 集 表明 jincr Ə (1 一 闪 )I(s/2)。 所 求 的 无 穷 积分 等 于 变换 在 
s= 0 处 的 值 ,也 即 1. 
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第 5 章 MARS 
3. 除 2 一 言 一 0 外 ,表达 式 8(2x — 去) 的 值 均 为 零 , 即 表达 式 在 z 一 土工 处 有 冲 激 .每 


个 冲 激 的 强度 是 2x* — y 的 绝对 斜率 的 倒数 ,在 z 二 二 和 一 一 二 处 的 绝对 射 率 都 是 2, 因 此 


02°) = 0902) (2) әсас) 的 情况 , 它 在 z 一 a。 和 x = 一 a 的 绝 


对 斜率 是 24 .因此 6(x* – а?) = д(х — а)/2а + (z + а) /2а. 

7. (а) sinxz 的 根 位 于 x = 0, +1, +2, 且 在 过 零 处 的 绝对 斜率 是 x, 因此 8(sinrzr) 是 
一 串 位 于 工 的 整数 值 上 的 强度 为 x 的 冲 激 。 所 以 ,x6(sinxz) 与 III(z) 相同 。 

(b) 对 6(sinz) , 冲 激 位 于 z= 0, 土 x, 士 2x,…, 具 有 单位 强度 ,可 以 用 x'1I1(zx/n) ЖЖ 
示 。 括 号 中 的 x 拉 伸 了 横 坐 标 使 得 冲 激 间 隔 是 x 而 不 是 IIICz) 的 单位 间隔 .但 是 拉 伸 增强 了 冲 
激 ;因此 前 面 要 有 补偿 因子 x 。 


9 .假设 我 们 取 II (十 去 ) 为 去 ,用 图 形 可 以 证 明 
IIICz) 开 (z/8) = (+4) +I(xz)1(z/7)+ 186-0 


ЖЕП (т) МАРНА Е AREK А T Т С) 的 定义 ,而 是 来 自 于 筛选 冲 激 落 在 
被 采样 函数 的 间断 点 上 时 的 筛选 积分 .结果 是 (61 页 ) 


[se — o fGyaz = [fat + а —)]/. 


在 我 们 的 例子 中 ,对 II(z/8) 的 右边 沿 ,我 们 可 以 写 


1 


А 
[ise-ona = +. 
s: 


ИҢ .,д(х—4)[1(х/8) 与 二 3(z 一 4 等 效 , 类 似 地 对 左边 沿 ,6(z 十 4)I[(z/8) = Jato. 


12. (а) 8 (— z) =—#' (z) 的 一 个 令 人 满意 的 证 明 如 下 .在 72 页 的 记 法 中 ,用 序列 p.(z) 
= riexp( 一 rzz/r) Ж ХТ д0), В 


[| scoFeoaz A limf” pF ade = FO (GD 
序列 p.(x) EX 9 (z) 。 现 在 ,让 我 们 证 明 
[8 WF Dd =- Р). (2) 
由 定义 
全 epFeoaz= limf pH Fd 


=—lim| pF ad (72% 
иш], 
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=-Е00 HO). 
MEIH ar): 


[ос Fear = limf" р, DF 
=- limf” p(x)F(z)dr (p, 是 奇 的 ) 
= Оо). 


使 用 广义 函数 ,这 个 讨论 提供 了 一 个 展现 基本 关系 (1) 和 (2) 的 导数 的 机 会 .但 讨论 可 以 概括 
如 下 ,广义 函数 6 (一 x) 是 负 的 6'(x) ,因为 定义 8 (一 zx) 的 序列 是 负 的 定义 2 Cr) 的 序列 。 

这 个 结果 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 有 等 价 于 p) 的 非 偶 序 列 和 等 价 于 p'.(x) 的 非 奇 序列 。 
然而 ,在 广义 函数 理论 中 ,5(z) 和 a (z) 分 别 是 偶 对 称 和 奇 对 称 的 .对 此 性 质 的 更 多 描述 可 参 
见 5.19。 


在 另 一 种 方法 中 ,我 们 可 以 把 
ёа) flr) = го) o) 


看 作 是 2 Cr) 的 基本 性 质 。 对 两 边 取 反 可 得 


Fa) x f r) = résto. 


Ф glr) = fC— z), RA 
yC n. =— go). (4) 


把 (3) 和 (4) 比较 说 明 8 (一 x) 和 一 8 (x) 具有 同样 的 性 质 。 
(b) 为 了 研究 287 (z) ,对 它 乘 以 测试 函数 Ест) 并 积分 。 由 (2) 


[асаа =— ELF] = РО). 


但 是 [| aade = РО). 
因此 аё' = 一 5(z)。 

со BUODD] = EOD] = feo, 
及 


[feae] = f(x)dx) + f'(z)8(z) 
= fGD'G) + f OS). 


因此 000 Сх) = f(0)9'(z) — f'(0)8(z). 
为 了 加 强 对 结果 的 直观 印象 , 所 有 上 面 的 讨论 都 可 以 用 序列 a/o 和 它 的 导数 
ri[sCz 十 r/2) 一 5Cz 一 rz/2)] 来 做 。 
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19. 书 中 有 时 采用 “因果 ”序列 I| (x 一 去 r)/-] C> 7 来 处 理 在 := 0 时 刻 施加 输入 


的 系统 的 响应 .那么 冲 激 响应 是 + 一 0 时 对 和 矩形 脉冲 响应 的 极限 .和 矩形 函数 序列 定义 了 一 个 实 
Ж 8, (z), 它 具有 如 下 性 质 


GOÐ = limf" (2) / lar = [7 а. Gde 
其 中 
GOH = limG +l e D. 


6- (z) 具有 相似 的 性 质 。 由 于 (61 页 ) 


Г 5(z)G(z)dr = 060—7 + 1604), 


所 以 可 得 8(z) = 18 G) +-у8 (а). 
жойи е" | ACz/a 十 去 AL(z 一 口 /可 | 包括 两 个 部 分 ,第 一 部 分 性 态 与 5(z) 相同 ,第 二 部 
分 的 性 态 与 二 Bf со 相同 , 它 定义 了 一 个 实体 6.(z) =D + 8, (а) 一 à, G) + yà. (ба) ( 即 


p= l= 


在 广义 函数 理论 中 ,通过 把 注意 力 限制 在 各 阶 导数 均 存在 的 序列 和 测试 函数 回避 了 许多 
问题 ,由 于 我 们 经 常 对 不 满足 需求 的 测试 函数 Сох) 应 用 冲 激 符号 标记 ,所 以 为 了 建立 即使 
Сбх) 有 缺陷 时 也 正确 的 标准 结果 ,通常 要 做 一 些 辅 助 的 讨论 .然而 , 除 此 以 外 有 些 实 际 中 的 现 
象 根本 就 不 包括 在 广义 函数 理论 之 中 .筛选 间断 点 处 右边 沿 值 的 6: (zx) 就 是 这 样 的 一 个 例子 。 


24. (a) 当 我 们 取 志 AL(z/7) 一 切 在 tr 一 0 时 的 极限 时 ,我 们 必须 首先 固定 ,如 果 我 们 


取 > 等 于 0, 那 么 对 所 有 的 r 函 数值 都 是 零 , 所 以 极限 是 零 . 如 果 工 天 0, 函 数值 上 升 形成 一 个 峰 
且 随 r 一 0 下 降 ; 对 + 二 xz/2, 函 数值 保持 零 所 以 极限 是 零 . 在 r 一 0 的 极限 情况 下 ,所 给 出 的 函 
数 гот) 具有 单位 面积 但 对 所 有 z 都 趋 于 零 .( 我 们 可 以 注意 到 , 随 r 一 0,max[ (x,r)] 无 极 
限 地 增加 。) 正则 序列 (74 页 ) 也 有 同样 的 性 质 .虽然 如 此 ,这 样 的 序列 等 价 于 5(z) 的 其 它 序 
列 。 

(b) tr 一 0 时 f(0,7) ~ 一 co 的 一 个 例子 是 r[ACciz 一 2) 一 A(c zz) 十 ACcz 十 2)]， 
它 的 中 间 是 一 个 负 的 三 角 窗 函数 ,两 边 是 两 个 相等 的 正 的 三 角 窗 函数 , 且 具 有 单位 面积 。 

25. (а) 由 习题 5. 12,f(z)8'(z) = f(0)W (z) — f'(0)8(z) , 

对 其 求 导 可 得 fa) + fa а) = f(0)W(z) — f'(0)9'(z), 

因此 , f(z) Cz) = 70000 0) — 0008 00) — 7 С) 8 Со) КАН 5.12 展开 第 三 项 ,我 
们 有 

fx) = FOCE) — 28 0008 00) + 00080). 


(b) 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 .如果 


第 21 章 部 分 习题 答案 413 


FEL)” (z) = as f(0)8% (z) – а 7 (OPT) + = +a, f°? (0)8(z) (1) 
那么 
SEIE? (z) + f C18” (z) = as f(0)8%D (z) — а 7 0008 Cr) + +a, f (0)8 Cx) 
移 项 并 使 用 (1)， 
FEE? (z) = as f(0)8% (r) — а, "(008° (z) + + +a, f? (0)8'(х) 一 
aof 0008" (z) +. +a, f” 0008" (z) + anf” (0)8(z) 


= by f(0)0% (z) — bi f 0008 (z) +++ + b, f” (0)W (z) 一 
b. FP (0O)6Cz) 。 (2) 


我 们 知道 {& b … b} = (1 1) ж {ao а, + aw)。 现 在 ,对 n = 2,(1) 是 正确 的 ,二 项 式 系数 为 {1 2 
1} .因此 对 n= 3,(2) 是 正确 的 ,二 项 式 系数 为 {1 3 3 1) ,因此 对 n 二 4 和 所 有 的 整数 这 都 是 
正确 的 。 


32. 由 于 波形 不 太 重要 ,所 以 我 们 选择 矩形 脉冲 .我 们 也 能 研究 电流 ГС) 。 如 此 ,V(t) = 
KIG) ,由 于 V(t) = RIO ,由 此 可 得 IG) = (K/D П с/т) BA 


уотоа = 2, 
TVOD = (К/К) П а/с). 
[ae lepa = 2, 


由 此 ,我 们 得 到 К° = 2R/r。 因 此 有 了 瞬时 功率 
VOID = 2 По), 


这 告诉 我 们 , 随 着 + 变 得 越 来 越 短 , 功 率 可 以 用 冲 激 28(t) 来 描述 。 然 而 ,如 果 电压 本 身 是 一 个 
规则 冲 激 , 那 么 与 给 定 的 情况 相反 , 它 将 传输 给 电阻 无 穷 的 能 量 。 注 意 到 


VOID = (УРЕ = 2R mr а/с) 
我 们 可 得 
уч) = T G). 


因此 对 VO) EORR ó 88 21212 [ а/о) 。 即 使 电压 波形 是 一 个 零 函数 , 它 也 能 传 给 电阻 有 
限 的 能 量 。 


эз. а) [` cowdrdy = в] [7 ONGO ddy 


= limf” drdy =1. 


20) -wad -ys 


由 于 这 个 性 质 ,我 们 可 以 像 66 页 一 样 写 8(z)6(y) = ?6(z,y)。 
(b) 一 个 与 x 轴 成 9 角 的 叶片 可 以 用 8(> 一 rtang) 来 表示 ,8(y) 是 沿 工 轴 的 叶片 .因此 , 问 
题 是 要 我 们 考虑 如 下 积分 
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1= | 三 sc 一 ruanpaCmndzdy。 
根据 规则 ， 


r= iaf Г праана) 


= limf] azas, 


被 积 函 数 是 平行 四 边 形 ABCD 上 的 rz 一 ,平行 四 边 形 的 高 度 是 r, 底 是 r/sinb, 面 积 是 二 /sing。 因 
此 积分 值 是 1/sin6, 而 且 随 着 相交 部 分 越 来 越 斜 , 它 趋 于 无 穷 。 


35. [sein I (z = 4 Jaz > 1 
[осока =2 


Гоо Па/4)йх = 5. 


36. 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 使 用 者 会 有 很 大 的 异议 ,为 了 解释 的 目的 ,他 们 通过 把 符号 变 为 
8, (z) 来 避免 这 一 点 (参见 习题 5. 19) 。 
37.9 由 于 1z| 是 连续 的 , 除 z 的 原点 以 外 , 它 的 导数 等 于 sgn(z)。 所 以 宣称 的 相等 受 条 件 
工 才 0 的 约 东 .在 zx = 0, 导数 是 一 个 不 确定 的 常量 ,但 是 在 进一步 求 导 时 它 将 消失 。 由 于 |z | 十 
x j 2rH (z) 一致, 它们 具有 同样 的 二 阶 导 数 26(zx) ,即使 它们 在 原点 处 没有 定义 。 
. эв. 对 越 来 越 大 的 N 值 ,如 N = 200, 400 和 800, 在 0 二 s < 0. 25 的 范围 内 观察 归 一 化 的 
A N У) "2sin2xks 。 如 果 它 不 是 明显 不 同 的 话 ,图 形 将 显示 出 > ,2sin2rxks 不 收 仇 ,但 是 图 形 


还 说 明 ,当选 择 s 使 得 2xs = 1° 时 ,部 分 和 在 方 cos 于 "附近 等 由 振荡 .在 TII(z)sgnz 作为 一 个 


因子 出 现在 物理 可 实现 的 表达 式 中 的 这 类 问题 中 ,采用 所 推荐 的 变换 可 以 得 到 严格 正确 的 结果 。 


жон ”基本 定理 
12. 符号 у?! 表示 f 与 本 身 卷 积 半 次 .由 上 一 题 ,下 式 是 合理 的 。 


O 此 答案 不 是 原 题 的 答案 .一 一 译 者 注 
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fu э Fe 
或 者 


fue 三 


[|== feudu y ds, 


这 个 积分 表达 式 为 分 数 阶 自 卷 积 提供 了 一 个 可 操作 的 定义 .对 不 同 的 观点 ,参见 13 章 。 
14. 由 习题 6. 1(d)， 


e= D (х/а)%е**” 
因此 
e et D nlab) фено 


зо. й воо = | fdu А Gods = go. 


Í. Ясо = Гоа. 


26. f" sine zeosrzdz = [7 лсо [59(8+ +) +8( = +)]= =+. 


28. 首先 验证 (xz)-: 忆 一 isgns, 通 过 计算 公式 右边 的 傅 里 叶 积分 可 以 很 容易 做 到 这 一 点 。 
那么 
(пах)! ж С xz)! D (一 isgns)(isgns) = sgn’s = 1, 
变换 为 1 的 函数 是 5Cz)。 由 此 可 得 ,变换 在 1 和 一 1 之 间 跳 变 的 任何 函数 的 自 相关 是 冲 激 , 这 种 
函数 的 例子 有 2sincz 一 6(z),6(z) — 4sincrcosar (w > 2r) „Ж (пз) e" 。 
29. 说 
e = 002) + (An) 190 0а) H a) 


可 能 不 正确 似乎 是 一 个 令 人 惊讶 的 结果 。 如 果 我 们 写 出 如 下 完全 的 推理 ,问题 就 出 现 了 : 


N 

fa) = 597 1ТЕ 00) (2) 
м 
D ASF” (0) /n!J (3) 
= 


ii [oof foar 一 CD Лог], 


我 们 知道 ,有 限 个 函数 和 的 傅 里 叶 变换 是 各 自 变换 的 和 ,但 是 和 的 极限 的 变换 (2) 等 于 变换 的 
和 的 极限 吗 ?显然 不 是 .这 种 情况 类 似 于 必须 在 行 和 列 上 相 加 的 双边 无 穷 序列 。 如 果 我 们 打算 
先 求 出 行 的 和 ,再 把 它们 加 起 来 ,那么 行 的 和 本 身 必须 存在 .在 本 例 中 ,我 们 从 极限 情况 下 对 每 
+ ;来 说 和 都 存在 的 (2) 式 化 成 s 上 的 伟 里 叶 积 分 并 非 严 格 存在 的 (3) 式 . 即 便 如 此 ,特殊 的 关 
系 式 (1) 仍 有 些 应 用 。 例 如 ,如 果 我 们 要 求解 e” H OG/a) ,解析 的 方法 不 是 很 方便 ,通过 


asincar * [80х) + (áz) 18" 60) ++] 


416 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


将 会 得 到 一 个 正确 的 级 数 结果 吗 ? 
33. 令 (Exp) 表示 任意 形 如 aexp( 一 | z |) 的 函数 .那么 


(Voigt) = (Gaussian) * (Cauchy) D (Gaussian) X (Exp). 


所 以 
(Voigt) * (Voigt) D (Gaussian) X (Gaussian) X (Exp) X (Exp) 
= (Gaussian) X (Exp) , 
因此 
(Voigt) * (Voigt) = (Voigt), 
第 7 章 ”求解 变换 


1. 二 阶 导数 Fr(s) 可 以 用 二 阶 有 限 差 分 F(s 十 As) 一 2F(s) 十 F(s 一 As) 除 以 (As) 来 近似 。 
因此 F0) 可 以 用 [F(As) 一 2F(0) 十 F( 一 As)]/(As)? 来 近似 ,F(s) 的 虚 部 是 奇 函 数 , 在 * = 
0 处 曲率 为 零 ,而 实 部 是 偶 函 数 ,使 得 可 以 用 F(As) RE FO As) 。 因 此 表达 式 一 FY(0)/4m* 可 
以 由 21800) — R(1)J/4 CAs)? 来 近似 ,这 个 量 比 数据 的 二 阶 和 矩 稍微 小 一 点 (As 越 小 ,一 致 性 
越 好) , 当 КОО) 已 被 核实 等 于 57 f(zx) 后 , 矩 检 验证 实 了 RO) 没有 过 失误 差 。 

2. 参见 复 变 量 的 三 角 函 数 的 积分 表 或 者 余弦 变换 表 。 一 个 简单 的 数值 检验 就 是 以 Ах 为 
间隔 ,对 cosxzx: 求 和 ,再 乘 以 Az, 并 与 F(C0) = 2-1: 进行 比较 . 随 着 工 的 增加 ,被 加 数 变 得 高 度 
振荡 ,以 至 于 数值 求 和 似乎 不 太 可 靠 , 然 而 ,只 有 z = 0 左右 的 几 个 周期 对 积分 的 贡献 最 大 ,在 
| z | 较 大 时 的 快速 振荡 往往 可 以 被 忽略 ,因此 以 Az = 0.1 为 间隔 从 xz = 0 到 10 的 求 和 在 几 
个 百分点 内 与 期 望 相 吻 合 ,直接 消除 了 过 失误 差 , 重 做 以 Az = 0.001 为 间隔 从 z+ = 0 9] 100 0 
求 和 得 到 的 一 致 性 可 以 达到 0. 2% 虽然 这 种 数值 近似 没有 形成 证 明 , 但 它 可 以 给 出 因子 2,r 
等 的 快速 的 验证 ,证 明 涉及 到 代数 学 和 微分 学 的 知识 。 


э. Ë N созда 局 22(cosxs 十 sinxe)。 附 加 的 积分 i sinnte tde 等 于 


2 sinrzzeos2rzdz( 由 于 被 积 函数 是 的 奇数 ,所 以 可 忽略 sinz'sin2rsr 的 无 穷 积分 ), 从 
积分 表 或 余弦 变换 表 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 : 
e D 2-1⁄2[ cosms? + sinr’? 十 icosxs: 一 sinrs)] 
= [ес + ie] 
= тес”. 
虽然 表格 很 方便 ,但 变换 也 可 以 手工 计算 .以 这 种 情况 为 例 。 因 为 cosz? 或 sinz 都 不 会 随 着 = 


的 增加 而 衰减 ,引入 稍 后 趋 于 零 的 阻尼 .因此 考虑 exp( 一 cr?)expiz? ,这 里 的 o 最 后 将 趋 于 零 。 
于 是 


ao = ёа 


eft Da жаг+аЁ /ed 
ене reds 
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= etie F E dr 


а а 4 60-да? 
несет 


最 后 
ео lim®(s) = 
由 此 可 得 
e ~ йе” 
将 实 部 和 虚 部 分 开 , 可 得 
cosrzz D 27% (cosns’ + зіяе?) 
sinna? D 27% (созт? 一 sinrs ) 。 


5. (а) 运用 相似 性 和 移 位 定理 。 


= 1 A .. 1 L зу 
(= 00 15 3 45 0% 12 11+ 15 1 


Сс) 一 致 性 在 最 差 情况 下 要 好 于 FO) 的 0.25% 。 

6. 结果 与 G(s) = 8erssinc8s 十 4. 56(s) 的 一 致 性 不 是 很 好 .假设 在 一 种 相似 的 情况 中 ,你 
不 能 很 容易 地 得 到 理论 变换 ,但 是 你 可 以 计算 变换 .为 了 解决 这 一 问题 ,可 以 通过 重新 计算 当 
前 例子 从 而 使 计算 的 值 更 接近 理论 变换 的 方法 进行 试验 。 

т. 对 于 所 有 的 从 1 直到 N 的 整数 值 ,由 于 对 每 一 个 这 种 整数 ,乘积 中 都 有 一 个 零 因 子 ,所 
以 乘积 的 极限 值 是 零 .对 < 1 乘积 近似 为 1 一 ?一 /4 一 5/9 一 … =1— (1+ 1/4+1/9+ 
э = 1 一 (me/6)s'，exp( 一 x25/6) 也 接近 于 这 一 结果 .因此 计算 说 明 只 有 当 * 的 值 足够 小 使 
得 指数 函数 的 二 次 展开 形式 足够 精确 时 ,结果 与 高 斯 一 致 .从 标准 展开 式 


1 
т 0}. 


sinzs = яз] 0/0), 
Л 


可 以 预料 到 这 种 粗粮 的 近似 ,正如 习题 8. 32 中 所 提 到 的 一 样 这 说 明 , 最 初 的 连续 积 的 极限 是 
sincs, 

8. 把 一 周 均值 (1/7) У) 赋 给 下 。. 基 频 分 量 (每 周一 个 循环 的 频率 ) 有 其 振幅 和 相位 ,将 这 
两 个 参数 赋 给 F, 和 F, .将 F, 和 F, 赋 给 每 周 两 个 循环 的 频率 分 量 ,再 加 上 三 次 谐 波 (每 周三 个 
循环 ) 的 两 个 数值 ,就 可 以 完成 七 个 数值 的 计算 。 

这 就 出 现 了 一 个 有 趣 的 问题 .从 每 日 的 数值 中 可 分 辩 的 最 高 频率 是 每 天 0. 5 个 循环 或 一 
周 3.5 个 循环 ,并 且 可 以 从 用 于 搜集 z, 的 长 数据 集中 确定 出 这 种 以 两 天 为 周期 的 分 量 的 幅度 
和 相位 .然而 ,与 七 个 完备 的 数字 F. 相关 的 频率 落 在 0,1/7,2/7 和 3/7 处 ;这 些 频率 中 最 高 的 
也 达 不 到 每 天 0. 5 个 循环 .因此 可 能 有 一 些 重要 的 表征 性 的 信息 (逐日 交替 的 信息 ) 被 丢失 了 。 
这 种 丢失 的 机 制 是 交 蔡 的 每 周一 的 数据 都 会 反 相 ,所 以 每 天 的 交替 被 一 周 的 总 和 给 抵消 掉 了 。 
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通过 在 两 星期 上 求 和 得 到 一 个 14 个 值 的 数据 集 可 以 辨别 这 种 变化 ,现在 ,根据 一 组 新 数 Fe ， 
k = 0 Ж 13 提出 最 初 的 问题 ,并 且 将 F, 分 配给 均值 (1/14) > F, ,那么 为 了 完全 表达 14 个 数 
值 所 需 的 剩 下 的 13 个 F 的 值 是 什么 ? 


第 8 章 两 个 域 


4. 我 们 可 以 像 习 题 6. 14 中 那样 来 完成 两 个 高 斯 函数 的 卷 积 ,或 者 使 用 下 面 的 推导 方法 。 
题目 中 的 每 个 高 斯 函数 的 面积 均 为 zx“ ;由 性 质 : 


f Frode- | faf" вй. 


可 知 ,它们 的 卷 积 的 面积 为 x。( 这 个 性 质 可 用 于 对 卷 积 进行 数值 检验 (22 页 ), 它 是 从 定 积分 关 
系 (110 页 ) 推导 出 来 的 ,根据 这 一 关系 ,(1) 式 的 左右 两 边 都 等 于 FOGO.) 因为 在 卷 积 运 
算 中 ,方差 具有 可 加 性 (129 页 ), 所 以 所 求 卷 积 的 方差 是 exp( 一 xz*) 的 方差 的 2 倍 ;因此 ,结果 
的 宽度 增加 到 277° 倍 ;再 乘 以 z: 21: 就 得 到 了 面积 为 x 的 结果 。 因 此 


exp( 一 好) ж exp(— z*) D (z/2)!?exp(— 5/2), 


KR pai ВА ЕСЕ ИЖ, E BN fi fr fi 09. Са) 可 以 用 于 交叉 检验 .因为 它 和 积分 不 同 ， 
因此 不 大 可 能 出 现 同样 的 错误 .Cb) 可 以 求解 部 分 结果 .例如 当 峰值 和 面积 因为 其 他 因素 而 固 
定 不 变 时 ,可 以 只 求 得 宽度 。 在 以 上 的 讨论 中 我 们 得 到 了 参数 ;而 我 们 已 经 知道 ,高 斯 函数 的 着 
积 仍然 是 高 斯 函数 。 

6. 实际 的 每 日 黑子 数 是 可 以 推出 的 ,其 结果 如 下 ,从 1900 年 1 月 1 日 起 : 

10,10,5,0,0,0,0,0,0,0,0,15,35,30,20,25,15,10,10,10,0,0,10,10,15,25,20,20,15, 

20,15. 

一 般 来 说 ,连续 和 的 逆 会 受到 某 种 由 严格 地 周期 变化 组 成 的 不 确定 项 的 影响 ,其 周期 等 于 
求 和 周期 的 长 度 , 均 值 为 0。 在 大 多 数 情 况 下 ,有 一 些 外 部 因素 有 有 助 于 确定 这 种 求 和 项 的 幅 
度 值 和 形式 ,在 本 题 中 ,关键 的 一 点 的 是 ,这 些 数字 表示 的 是 太阳 黑子 数 ,因此 不 能 为 负 值 。 相 
应 地 ,在 任何 情况 下 ,如 果 连 续 5 天 的 连续 和 为 0, 则 这 一 天 邻近 5 天 的 黑子 数 一 定 都 是 0。 根 据 
这 一 点 ,在 1900 年 1 月 中 ,就 可 以 得 到 惟一 的 解 .在 其 他 情况 下 ,我 们 没有 这 种 可 以 使 用 的 先 
验 知识 ,如 本 题 中 的 太阳 黑子 数 的 5 天 周期 性 .例如 ,通过 猜测 连续 几 个 值 ,我们 可 以 得 到 一 个 
解 ,然后 通过 数字 滤波 去 除 1/5 整数 倍 附近 的 频率 分 量 .这 是 一 个 很 好 的 优化 问题 ,因为 有 限 
的 数据 使 我 们 不 能 得 到 无 限 窄 的 滤波 器 带宽 。 

10. 所 提出 的 这 个 定义 试图 在 两 个 方面 拓展 等 效 带宽 的 适用 性 。 首先 , 用 功率 谱 
FOF (5) 的 积分 代替 频谱 FO) 的 积分 ,这 可 以 消除 当 FO) У F(0) 在 s 的 某 些 点 处 相位 相 
反 时 发 生 的 抵消 现象 .其 次 ,考虑 到 频谱 的 最 大 值 可 能 在 * = 0 以 外 的 地 方 出 现 ,因此 用 Fa (Е 
为 归 一 化 因子 。 但 是 ,这 个 定义 的 量 纲 不 是 带宽 的 量 纲 ,带宽 与 具有 相同 的 单位 ,这 将 会 引起 
一 些 问题 .例如 ,如 果 给 定 F(s) 的 幅度 在 s 的 所 有 值 上 放大 2 倍 ,通常 不 应 该 认为 是 带宽 的 变 
化 ,但 是 所 提出 的 定义 的 值 放大 了 2 倍 。 


їз. (а) 令 к\а) 是 f(z) RAR RR ERM WE fede = ров ШУ 4 = 
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| "dz, 因此 ,由 自 相关 带宽 的 定义 ， 


War = Глау dz f| Sf dz = Wae 
(b) g(x) 的 等 效 带 宽 W, 对 g(0) 是 敏感 的 .因此 ， 


w= Jaz eoo = Гаво 
仅 当 700) = gO 时 ,Wy = W,. 
(c) 波形 信号 的 总 能 量 为 | /7 dr, 这 在 混 组 中 没有 改变 。 因 此, | F(s) |° # s= 0 处 是 不 


变 的 ,Wi 也 是 常数 ,因为 Wire = [WA 站 :同样 的 ,| | F tas 也 是 常数 。 


15. 如 果 f(x) = eH (1) ,那么 对 称 函数 为 g(z) = el" 。 因 此 ,e'” 与 对 称 函数 除了 横 
坐标 扩展 了 2 售 以 外 是 相同 的 。 根 据 这 一 关系 我 们 可 以 知道 ,e'"" 的 功率 谱 面 积 扩大 到 2 Ë 
(波形 的 能 量 加 倍 ) ,等 效 带宽 减 小 到 一 半 , 中 心 值 扩大 到 4 倍 。 

18. 根据 调制 理论 ， 


1 


wt Lente? y l „чу-е? 
e” coswr D те ++ , 


这 个 变换 式 由 两 个 单位 等 效 带宽 的 驼峰 组 成 ,而 且 如 果 w > 1, 这 两 个 驼峰 之 间 的 间隔 就 会 很 
宽 。 所 要 求 的 自 相 关 函 数 的 变换 式 是 上 式 的 平方 ,并 且 也 同样 包括 两 个 驼峰 ， 


lettu? 十 l nawa 
4° + 4° 


再 加 上 一 个 小 的 交叉 乘积 项 对 变换 式 进行 反 变换 ,我 们 得 到 自 相 关 函 数 应 该 为 : 
2 二 eacosur。 
26. 考虑 一 个 压力 变化 : 
0.01e-*D' cos(2500e“*) Nm", 


其 中 工 为 10s。 这 表示 一 个 强度 高 低 变化 的 音调 , 且 每 3. 5s, 音 阶 上 升 八 度 。 如 果 这 个 音调 在 
3. 5s 间隔 内 无 穷 地 重复 ,那么 在 任意 一 个 给 定时 刻 将 会 有 几 个 上 升 两 倍 的 频率 分 量 存在 。 这 
听 起 来 就 是 一 个 带 有 谐 波 ( 和 声 ) 的 复杂 的 音符 , 随 着 时 间 的 流逝 ,音符 的 定 调 似乎 是 升 高 了 。 
当 每 个 谐 波 轮 流 升 高 并 超出 人 耳 可 听 到 的 范围 时 ,就 有 一 个 子 谐 波 从 下 面 进入 人 耳 , 从 而 获得 
在 强度 上 持续 一 段 时 间 的 音调 连续 升 高 的 印象 。 

29. 因为 g(z) = f(z) * ПС), ТД 


5 1 3 Бук 
ва ова pta- b+ = fas а р 6 р А + ] 
= ро + НО). 
两 边 求 微分 ， 
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в +) +Z + = f) 


9 1 Й 3 
Ë G-p +ë a-p +] ze = РС). 


因此 ， 
Iw = 80а 1) +000 H a 5) +56 
2 2 2 
我 们 可 以 直接 验证 
поо 9 [анаа ә], (GD 


因为 当 sincs 天 0 时 ,(sincs)-G(s) = FCs) ,所 以 似乎 应 该 有 IT"'(zx) 汪 (sines)"' ,但 是 ,在 sincs 
= 0 处 ,我 们 不 能 用 sincz 作 分 母 , 因 此 我 们 不 能 得 到 F(s) 在 s = 土 1, 土 2,… 处 的 值 。f(x) 中 
所 有 和 和 矩形 函数 的 宽度 一 致 的 整数 周期 的 任何 傅 里 时分 量 都 被 抑制 掉 了 ,在 给 定 的 g(x) 中 不 
存在 这 些 分 量 ,因此 不 能 重建 。 当 计算 IJ * g(x) 时 ,常会 受到 具有 单位 周期 任意 形状 和 大 小 
的 周期 性 附加 项 的 不 可 逆 的 限制 ,在 很 大 程度 上 这 就 像 任 意 的 积分 常数 一 样 。 

在 * 域 中 表现 出 来 的 不 可 逆 性 质 ,其 根源 在 那些 分 母 为 0 的 点 上 ,这 提醒 了 我 们 ,z 城 的 表 
达 式 隐藏 了 一 个 细节 , 重 写 (1) 式 中 的 有 限 项 ,我 们 得 到 

поо « [8x— тве аа D] ас аа 4). 

对 所 有 的 r, ПЕВ n — co 时 负 脉 冲 将 会 移出 我 们 所 考察 的 范围 的 右边 界 . 但 是 ,如 果 
在 令 n 一 吕 之 前 我 们 让 等 式 的 两 边 同 时 与 菜 些 操作 数 做 卷 积 ,我 们 得 到 的 结果 和 直接 与 6(x) 
卷 积 的 结果 不 一 样 ,周期 为 1，1/2, 1/3, = 的 正弦 是 一 些 例外 ,它们 被 负 脉 冲抵 消 掉 了 。 

很 多 情况 下 ,任何 周期 性 分 量 的 参数 可 以 通过 先 验 信息 来 确定 。 例 如, 如果 函数 /(z) 在 它 
为 0( 比 如 有 限 持续 期 信号 的 起 始 和 终点 ) 的 区 间 伸 展 ,根据 定义 , 它 的 任何 周期 分 量 都 是 无 始 
无 终 的 ,所 以 幅度 必然 为 0 以 上 讨论 不 适用 于 存在 误差 时 的 确定 信号 的 重建 (Proc.L R. E. , 
vol. 46, рр. 106-111,，1958) ,实际 上 它 决定 可 以 做 些 什么 。 

32. 我 们 知道 ， 


(1—22) — 22/4) — 22/9) =1— (+1/4+1/9)7 + (1/4 +1/9+1/36)z* — х*/36 
一 1 一 1.3611z: + 0. 0274х* — 0.0271", a) 
但 是 ， 
sincz = 1 — 1. 6449z* + 0.8117z* — 0. 19081* + + 
= 的 系数 决定 了 中 心 曲率 (以 及 傅 里 时 变换 的 二 阶 矩 ), 正 确 的 值 为 一 x*/6。 在 无 限 乘积 表达 
式 中 ,每 一 个 后 继 项 都 使 中 心 曲率 增 大 ,因此 ,任何 有 限 项 因子 都 不 能 得 到 准确 的 系数 .但 是 ， 
我 们 注意 到 (1) 式 中 r 的 系数 可 以 表示 为 级 数 7)，,n 趋 于 无 穷 时 ,级 数 和 的 极限 为 x*/6, 根 


据 中 心 极限 定理 (146 页 ) 可 知 ,大 量 形 为 1 一 ms? 的 抛物 线 项 的 乘积 (并 不 要 求 m 取 值 相同 ) 在 
一 定 的 条 件 下 将 趋 于 高 斯 函数 .在 这 里 ,我 们 得 到 的 是 sinc 函数 。 
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34. 所 要 求 的 方差 可 以 表示 为 


me А 2 
Í Te t/%) cos2murdr 
= 


[Ге оола 


为 了 避免 计算 积分 ,可 以 利用 波 包 f(z) WERTER РО). А 


__F(0) 
а F(0)° 


根据 调制 理论 我 们 得 到 


Ро) = Lwen + Lyen 


以 及 F(0) = Wew? „д FO) 的 草图 可 知 , 它 包括 两 个 高 斯 形式 的 波峰 ,波峰 的 宽度 为 1/W， 
中 心 位 于 士 v( 参 见 图 示 集 ) , 它 在 原点 处 的 二 阶 导数 F(0) ,是 函数 exp( 一 xzW?” ) 在 *=* 处 的 
二 阶 导数 2 售 。 所 以 ， 


FO) = W(4 W's — 2) е |, = WA — 2x)e w , 
因此 ， 
о 2 Мату 一 2x)erw _ 1 


ШЖ Wy > 1/ Vn 是 否 为 负 ? 是 的 , 当 W = v 三 1 时 ,a* 一 一 0.841。 
35. 首先 我 们 寻找 一 种 容易 的 方法 来 构建 函数 。 
(a) 注意 到 g(x) 可 以 表示 为 四 个 矩形 函数 的 和 。 


По П 0/7 (а — DILG +-ра)/а], 


其 中 0 = (1 十 a)/2,c = 1 一 a。 上 式 的 变换 式 等 于 i2xsF(s) ,所 以 
F(s) = (csinccssin2nbs — (1 一 a)sincassinras)/rs。 
(b) g(z) 的 二 阶 导数 
g(x) = 8\х +4) +0(z 4) — (a! — 1)[8(х +1) 002 — 001+ 04647 – 10000), 
因此 ,F(s) = [2cos2x4s 一 2(a-: — 1)соз2лз + 4647 — 1)]/(— 40), 


(с) 从 梯形 函数 (1 一 a)II[Lz/(1 十 ae)]* 02/0 —a))/(—a) 中 减 去 (1 一 a)A(z/a) 得 
到 另 一 种 表达 方式 ,由 此 


FO) = Q —a)(1+a)sinc[ (1+ а)5) X sinc[ (1 —a)s] —a(1 — a)sinctas, 
(d) 注意 到 f(x) 是 两 个 三 角 函 数 的 差 , 即 f(x) = A(z) 一 A(z/a), 则 有 


F(s) = sinc*s— asinc’as。 


422 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


最 后 一 个 表达 式 显然 是 最 佳 的 答案 .这 些 表达 式 之 间 的 差异 是 令 人 吃惊 的 ,虽然 它们 彼此 等 
价 。 但 是 如 果 考 虑 到 推导 和 验证 的 工作 量 , 它 们 就 不 等 从 了 .这 么 做 的 思想 是 :在 开始 时 花 一 些 
时 间 来 思考 不 同 的 方法 。 


36. (a) 传输 线 长 度 应 使 在 线 上 的 往返 传输 时 间 为 A = 0. 1 ps, 即 15 m, 
(b) 对 长 度 为 工 的 远 端 开 路 的 传输 线 , 其 输入 阻抗 为 


Z = Zucoth[ VCr 二 ia)Cg 二 ic)L]， 
对 于 无 损 传输 (~ = g = 0) ,通常 近似 地 用 单位 长 度 的 电感 ! 和 电容 c 来 表示 
Z = 一 iZucot2wT， 


其 中 T= 2u, v = 1/ VK, 是 传输 线 上 的 波 速率 (接近 于 光速 ), 相应 的 电压 传输 函数 为 


一 icot2wT 。 


(c) 冲 激 响应 为 
та) = да) + 220 — A) + 20(t — 2A) +++ 


一 段 开路 传输 线 的 传输 函数 是 1(1) 的 傅 里 叶 变换 。 因 为 TCO) 不 是 :的 奇 函 数 ,所 以 它 的 傅 里 叶 
变换 就 不 是 纯 虚 函数 ,而 一 定 有 实 部 .这 似乎 意味 着 无 损 电 路 也 会 消耗 功率 ,但 实际 上 任何 电 
路 都 会 消耗 一 些 功率 。( 参 阅 Electronics Letters, vol. 34, pp. 1927-1928, 1998. ) 

ЭТ. 根据 E(z) = exp(— z) H (x), M 8.17 中 的 第 二 条 曲线 可 以 重新 写 为 一 LE(z 十 5) 一 
E(zr 一 5)], 这 是 一 个 有 限 差 分 。 

第 一 条 曲线 不 能 用 这 种 方法 表示 成 一 个 长 时 间 间 隔 上 的 单 波峰 函数 的 有 限 差分 ,但 是 这 
条 曲线 具有 有 限 和 的 形式 ,因此 可 以 表示 为 有 限 差分 .函数 ГС) 的 有 限 和 s(x) 为 


fO) w (1111) = ра) + Р а) + ре а) + РС За) + 
s(x) 在 相同 间隔 a 上 的 有 限 差分 就 是 原始 的 fj(z)。 类 似 于 积分 与 微分 ,有 限 和 与 有 限 差 分 互 
为 逆 操 作 。{1 1 1 1 …}》 和 {1 1) * 两 个 算 子 连续 作用 ,就 得 到 了 恒 等 算 子 , 因 而 ， 


tl111…)*tl —1} = (b. 


第 三 个 例子 可 以 表示 为 具有 4 个 阶 路 (由 所 给 定 的 四 个 冲 激 积分 得 到 ) 的 函数 的 微分 ,但 是 不 
能 表示 为 有 限 差分 。 


第 9 章 ”波形 ,频谱 ,滤波 器 和 线性 性 

П. (a) 考虑 一 整 天 的 输入 及 其 相应 输出 的 变化 ,如 果 第 二 天 给 予 系统 完全 相同 的 输入 ， 
输出 也 会 完全 相同 ,只 是 延迟 了 一 天 的 时 间 。 因 此 系统 是 时 不 变 的 琼斯 没有 考虑 到 下 午时 系 
统 的 状态 已 经 发 生 了 改变 ,也 许 中 午时 有 其 他 人 用 过 了 并 且 给 它 输入 了 一 个 阶 路 电压 信号 。 

(b) 系统 是 非 线 性 的 .可 以 理解 ,在 第 二 个 输入 V(t) 作用 之 前 , 门 开 关 必须 是 打开 的 ,以 
便 所 有 的 测试 都 是 在 同样 的 系统 初始 状态 上 进行 ,而 且 如 果 需 要 的 话 , 在 两 个 独立 输入 (要 测 
试 它们 的 从 加 ) HA V O +V: о) 作用 之 前 ,要 再 次 打开 它 。 

12. 根据 时 不 变 的 定义 ,这 个 系统 是 时 不 变 的 .我 们 可 以 看 到 从 加 原理 不 成 立 是 因为 压力 
正比 于 每 抉 平板 上 的 电荷 ,因此 正比 于 电压 的 平方 ,所 以 电压 加 倍 时 ,并 不 能 使 响应 加 倍 ,但 是 
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响应 会 产生 一 些 变化 .因此 系统 是 非 线性 的 。 

26. 由 微分 定理 的 逆 可 以 得 到 如 下 关系 , 一 i2xzf(z) D F). 

27. Ca) 就 像 从 图 中 所 见 到 的 那样 ,函数 y(z) 是 严格 周期 的 ,周期 为 2x, 或 者 也 可 以 说 频 
RAE. 


(b) >(z) 的 傅 里 叶 变 换 庶 图 Y(s) 有 四 根 谱 线 , 分 别 位 于 * =E 0 和 * =t 2 处 .这 是 根 


Ë ус) 的 两 项 的 变换 分 别 是 4. 56(s 士 去) 和 5. 58(s + A) 而 得 到 的 .变换 Y(s) 在 频率 去 处 


并 没有 分 量 。 由 此 我 们 可 以 看 出 ,周期 性 可 以 由 人 的 观察 得 到 ,但 却 不 能 用 传 里 叶 分 析 得 出 这 
种 现象 在 二 维 或 是 三 维 的 晶体 结构 中 尤其 显著 。 

28. 两 个 函数 和 的 傅 里 叶 变换 等 于 变换 的 和 ,因此 两 个 函数 的 线性 组 合 不 可 能 包含 任何 两 
个 原 函数 中 没有 的 频率 分 量 .但 是 现在 的 问题 是 非 线性 的 ,这 是 因为 两 个 分 量 函 数 у(х) 和 
ж (r) 不 是 简单 地 相 加 ;最 终 的 输出 由 函数 >(z) = H[y,(zx) 十 y,(x)] 确 定 ,这 里 ,一 条 黑 线 加 
印 在 另 一 条 线 上 ,结果 仍然 是 黑 线 ; 所 得 的 y(x) 值 是 1, 而 不 是 2. 本 例 中 , 傅 里 叶 分 析 将 会 展 
现 这 种 可 见 的 周期 性 。 

29. (а) Lou = W/ /2x = 0. 797 88W。 在 exp( 一 xxz:/W:) 的 二 阶 导数 为 零 处 ,最 小 值 消失 。 


图 9.29 ”把 具有 相等 宽度 W 且 对 称 的 位 于 由 刻度 指明 的 土方 上 处 的 


两 个 相同 的 高 斯 函数 相 加 .合成 曲线 的 中 心 曲率 当 工 一 Lo 
= 0. 8W( 粗 刻度 和 粗 曲 线 ) 时 改变 符号 .图 中 显示 ,间隔 为 
Lou 的 线 时 平 顶 的 ,没有 中 心 最 小 值 .和 平 项 曲线 上 下 相 邻 
的 曲线 分 别 是 位 于 0. ВІ. 和 1.21, 时 的 曲线 ,而 最 外 的 曲 
线 是 位 于 2Lw 时 的 曲线 。 


(b) 两 个 “未 分 解 ” 的 谱 线 接合 时 形成 的 单 峰值 在 形状 上 不 是 高 斯 的 ;理论 上 ,可 以 把 两 个 
分 量 分 离 并 得 到 它们 的 幅度 .但 实际 上 , 当 观 测 剖 面 图 是 惟一 的 信息 源 时 ,观察 者 如 何 能 确定 
“真正 的 ” 分布 恰 好 是 由 两 个 等 强度 的 谱 线 构成 的 呢 ?为 了 知道 这 些 , 观 测 者 需要 掌握 某 些 原 
本 不 知道 的 先 验 信 息 . 可 以 采用 的 一 种 方法 是 ,观察 者 可 以 假设 存在 少量 的 具有 随机 位 置 和 幅 
度 的 谱 线 ,并 证 明 不 相等 的 谱 线 在 观测 误差 范围 内 是 一 致 的 ,并 将 结果 用 于 后 面 的 观测 设计 。 
在 存在 外 部 误差 或 仪器 误差 的 情况 下 ,给 定 一 定 的 似乎 合理 的 误差 统计 ( 似 然 概率 ) ,我 们 可 以 
建立 作为 误差 水 平 函数 的 相等 谱 线 对 的 可 分 解 的 分 离 无 疑 , 很 难 在 Lm 的 基础 上 改善 很 多 。 

最 后 ,最 初 所 述 的 问题 的 另 一 种 事实 是 已 知 有 作用 的 剖面 图 的 确定 事实 上 ,在 可 以 用 一 
个 单独 的 强 的 窗 谱 线 对 一 个 仪器 测试 的 地 方 ,这 有 时 是 一 个 有 效 的 办 法 ,但 是 即使 如 此 ,仪器 
的 响应 基本 上 是 一 个 受到 自身 误差 限制 的 一 个 标准 的 剖面 ;我 们 是 否 能 假设 仪器 的 响应 是 高 
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斯 的 ,那么 从 谱 线 的 中 心 向 外 有 多 余 2 个 或 3 个 的 等 宽度 的 谱 线 ? 
30. (а) VO =0 
VO) = 0.5 
V(2) = е! +0. 8 
V(3) = е +1. бе! +1 
У) = e +1. 6e? + 2е71 +0. 3 
V(5) = е! +1. бет? 十 2e +0. бег! 
У(6) = е +1. бе! + 2° +0. бе? 


(b) 系数 与 V:(1) 在 整数 时 间 点 上 的 值 完全 相同 。 这 正如 由 如 下 事实 所 期 望 的 那样 ,这 个 
事实 是 借助 冲 激 符号 的 补充 ,离散 信号 理论 是 包含 在 连续 时 间 信号 理论 的 体系 中 的 。 


第 10 章 采样 和 级 数 
6. 由 于 因子 s 的 存在 ,| FO | 在 有 限 带宽 上 的 积分 同 无 限 区 域 上 的 积分 会 有 很 大 的 不 
同 , 即 使 带 限 区 域外 的 能 量 y 很 小 .在 工 域 中 有 类 似 观点 ,将 一 个 小 幅 正 弦 信 号 加 到 一 个 带 限 
函数 上 ,如 果 正 弦 信号 频率 很 高 ,就 会 严重 影响 基本 斜率 。 
17. ба) 一 个 包括 有 限 数量 电感 .电容 和 电阻 的 滤波 器 ,只 具有 有 限 个 的 自然 模式 ,因此 
它 的 自然 响应 可 以 用 有 限 个 常数 来 表示 。 
(b) 显然 ,如 果 确 定 了 Y, = aY, 十 Ya 十 … + BX, 中 所 用 的 足够 多 的 系数 ,那么 公式 
的 右 端 就 可 以 准确 地 预测 输出 Y, 。 
35. function[Y] = binom(n) 
b = ([11]); y = 1; count = 1; 
while count < n + 1 
y = conv(y,b); count = count + 1; 
end 
36. 是 ,所 以 我 们 看 到 Mountararat 的 简化 愿望 仅 在 一 个 地 方 抑制 了 因子 1/L 却 使 它 在 变 
换 域 中 的 两 个 地 方 出 现 .与 直接 从 用 相似 性 定理 得 到 的 一 样 ,间隔 为 的 单位 冲 激 串 的 变换 为 
Ш) 。 看 来 采用 符号 的 一 个 反常 规 的 步骤 ,使 得 一 个 基础 理论 不 适用 了 ,同时 也 不 能 节约 黑 
水 。 
эт. 通过 内 插 的 方法 ,用 频谱 SC f) 的 采样 值 足 以 得 到 其 他 值 .例如 ,如 果 采 样 值 关于 f = 
0 对 称 分 布 , 我 们 可 以 通过 


500) = 0. өз5с1 Т" ) — 0. 21501 4r» 十 … 十 0.63S( 一 4r ) 一 0.21S( 一 1 ++ se 


得 到 S(0)。 作 用 于 本 例 中 采样 点 的 系数 恰好 就 是 中 点 内 插 系 数 。 
38. 级 数 和 必须 是 偶 的 且 以 2 为 周期 .在 0 过 zx 三 * 范 围 之 外 ,级 数 和 一 定 是 二 x | sinz |, 


因此 基本 周期 为 <. 系数 可 由 从 0 到 2x 上 对 到 xsinzcos2rnz 积分 求 出 。 
39. 和 式 的 极点 与 cotz 的 极点 一 致 ,而 且 如 果 所 说 的 一 致 性 是 正确 的 ,零点 应 落 在 士 x/2， 
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士 3r/2, 士 5r/2, … 处 ,研究 》) (ako ,看 在 工 一 x/2 时 , 它 是 否 等 于 零 . 要 检验 的 级 数 
是 


$ 2 
КЭ, сэ iDa 


2 о рле 
= 二 [1+ 十 + 二 二 性 十 言 十 言 十 广 二 ] 


如 果 选 择 成 对 的 项 ,级 数 和 就 可 以 为 零 ,但 也 可 以 是 其 他 值 ; 由 于 这 个 原因 ,我 们 不 能 称 这 个 级 
数 是 收敛 的 。 


选择 (zr 一 kn) 与 (+ 十 kx)”' 作 为 一 对 ,对 每 一 对 求 和 可 得 2z/(x?* 一 kx*)。 那 么 所 得 的 结 
果 cotz = tud == ру cotz 极点 之 外 的 所 有 二 都 正确 .这 种 没有 缺点 的 展开 来 


自 于 对 序列 的 强制 来 和 。 

我 们 对 由 cotz 具有 无 穷 多 个 无 穷 间断 点 这 个 事实 引起 的 问题 有 思想 准备 ,如 果 通 过 与 
elexp( 一 xx*/e*)( 这 里 e 是 一 个 很 小 的 正 数 ) 卷 积 把 它们 去 除 掉 , 所 得 的 平滑 后 的 函数 正如 我 
们 希望 的 那样 ,和 cotz 没有 区 别 。 因 此 ,所 提出 的 这 种 一 致 性 有 一 些 优点 ; 它 可 以 和 卷 积 定理 
一 起 使 用 ,产生 如 下 正确 的 结果 

eles w cotz D e * ОТТА 

问题 是 ,x 与 间隔 为 x 05 80 (9 th k ЕНТ > (其 尾部 的 面积 为 土 c2) 的 
采样 点 。 如 果 通 过 预 加 把 值 相 等 符号 相反 的 项 抵消 ,那么 卷 积 就 得 到 有 限 项 的 和 ;但 是 从 前 所 
学 的 数学 是 ,对 无 限 项 的 求 和 ,对 各 项 进行 绑 定 会 导致 不 一 致 的 结果 .这 里 不 会 有 单一 的 求 和 
结果 。 

40. 如 果 不 是 很 明显 ,由 图 可 以 看 出 > sink 不 收敛, 但 同时 也 可 以 看 出 部 分 和 会 关于 
тоо 5885. 

对 1/z 以 间隔 r 进 行 复制 , 求 和 结果 假设 为 cotz, 可 以 表示 为 xz * a/n) E 
变换 为 (一 irsgns)III(rxs) , 它 的 逆 变 换 成 为 >'， 2sin2kzr .那么 通过 从 加 1/zx 函数 所 得 到 的 cotz 
的 一 个 假设 表达 的 结果 是 cotz = У), 2sinkz 。 


和 前 一 个 问题 一 样 ,对 表达 式 中 的 因子 所 提出 的 变换 的 合并 是 一 个 很 客观 现实 的 问题 ,可 
以 导出 非常 正确 得 结果 。 


第 11 章 ”离散 傅 里 叶 变换 和 FFT 
首先 给 出 的 是 在 11 章 中 间 出 现 的 练习 a 到 。 的 答案 ,随后 是 有 编号 的 习题 答案 
(a) 作 快速 依 里 叶 变 换 fft([4 2 100012]) 得 


{10 6.8284 2 1.1716 2 1.1716 2 6.8284}, 
正如 所 述 的 那样 , 它 是 纯 实 的 。 
(b) 对 4ACt/4) 在 t = 一 3, 一 2,，…，3, 4 上 的 8 点 采样 为 
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{1 2 3 4 3 2 1 0) 
一 和 一 2 一 1 0 1 2 3 4 
5 6 7 


其 中 在 样本 点 下 面 小 写 的 数字 是 其 下 标 n, 像 1 一样,n 可 以 取 负 值 .应 用 8 一 n 置换 一 n 的 移 位 
规则 可 得 到 正 值 的 下 标 5,6,7 它们 位 于 小 写 数字 的 第 二 行 .这 时 ,可 以 用 正 值 的 下 标 {4 32 1 0 
1 2 3} 来 代替 侦 函 数 4A(t/4) ,一 般 地 ,对 于 NN 点 序列 , 移 位 规则 为 x( 一 n) 二 zx(N 一 n), 其 中 
值 满足 1< N—n< N. 

(c) 考虑 一 个 偶 函 数 f(1) ,其 满足 

feo) =0, 5+1) =1, (+2) =2, /(+3) = 3, f(+4) = 4。 由 置换 规则 ,相应 的 下 标 
Ж. п = 1 开始 的 9 点 序列 应 该 为 {F(1) AD f(3) f(4) f( 一 4) F( 一 3) 7С 2) fC— 1) f(0)) 
= {1 2 3 4 4 3 2 10)。 这 样 的 一 组 序列 所 对 应 的 连续 变量 函数 有 许多 .在 本 例 中 ,最 简单 的 例 


子 是 f(D) = 4.51 пса 12/9] лал. 5)} CHEIE H 40. 5sinc9s 一 20. 255іпс?4, 55, fE 


为 更 进一步 的 练习 ,我 们 可 以 画 出 此 傅 里 叶 变换 的 实 部 和 虚 部 ,并 和 采样 序列 的 fft() 进行 比 
=. 

(d) 所 给 定 的 序列 表示 的 是 ACt/4)sgnt 在 时 间 : 的 单位 间隔 上 的 采样 集合 ,对 其 应 用 
fft() 可 得 到 10 —9. 65691 一 4i 一 1.6569i 0 1.65691 4i 9. 65691) 正如 我 们 预 
期 的 , 它 是 纯 虚 的 ,附加 项 sinat 的 存在 不 会 改变 在 整数 位 置 上 的 采样 值 。 

(e) 三 个 离散 侍 里 叶 变 换 是 

Xk) = (4000) 

Xk) = (4 1—2.4142i 0 1 一 0.4142i 0 1 十 0.4142i 0 1+2. 4142i} 
Хью) = (4 3.0137 — 2.01371 1 一 2.4142i — 0.2483 — 1. 24831 0 0. 8341 + 
0.16591 1—0.4142i 0.4005—0.5995i 0 0. 4005 +0. 59951 
140. 41421 0.8341 —0. 16591 0 —0. 2483 4-1. 24831 1+2. 41421 

3.0137 + 2.01371). 

为 了 比较 ,ReF(s) = 4cos5xsinc4s 和 ImF(s) 一 一 4sin5rssinc4s。 

10. 用 实 部 和 虚 部 表示 变换 VC 了) = 4(1 十 i8xf)"', 如 下 图 所 示 。. 应 当 注意 的 是 它 的 虚 部 比 
实 部 衰减 得 慢 (这 是 因为 v(t) 的 奇 部 是 不 连续 的 ) .下 面 也 给 出 了 FO) 的 实 部 和 虚 部 以 及 
DFT。 两 者 的 实 部 在 对 应 于 0 入 г< 16 HEKE 0 < f < 0.5 上 吻合 得 很 好 ,然而 ,在 了 = 0.5 的 
附近 ,它们 的 虚 部 吻合 得 不 是 很 好 。 

如 果 将 采样 的 间隔 取 为 1 s, BE Z V C f) 的 虚 部 将 产生 混合 ,根据 虚 部 的 这 种 混 导 现象 可 以 
解释 上 述 的 情况 .由 于 当 f = 0.5 Hz 时 ,ImV(JP) 仍 没有 衰减 到 零 ,因此 1 s 的 采样 间隔 是 不 够 
的 ,在 本 例 中 ,图 中 所 包括 的 复制 岛 (点 虚线 )ImV(f 一 1) 是 f= 二 0.5 附 近 FT 和 DFT 之 间 的 主 
要 差别 ,一般 地 ,更 远 的 谱 包 ImV(f п) 作用 也 比较 显著 。 
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v(t) 


4/32 


20-4 


13. (а) 离散 Hartley 变换 的 M- 文件 为 
function y = dht(f,N) 
% Discrete Hartley transform of N-element real vector f 
F = ЕЕЕ), 
y = (real(F) - imag(F))/N; 
(b) 连续 使 用 两 次 dht 命令 将 如 所 期 望 的 那样 得 到 原 序列 ,只 是 它 的 大 小 只 有 原来 的 作 
分 之 一 .为 了 解决 这 个 问题 ,可 以 在 逆 变 换 中 去 掉 因子 1/N,。 逆 变换 idht 的 M- 文件 为 
function y = idht(f,N) 
% Inverse disctete Hartley transform of N-element real vector f 
F = fft(£); 
y = (real(F)-ing(F)); 
14. (a) 取 中 间 元 素 5 对 应 z = 0, 我 们 可 以 看 到 所 给 定 的 元 素 正 是 函数 5(1 一 | z | /5) 在 
r=0,+1, +2, … 处 的 值 .但 是 这 9 个 元 素 并 没有 构成 整个 无 穷 区 间 的 采样 。 
(b) 下 标 ， 对 应 于 频率 v/N( 每 单位 z 的 周期 数 ), 其 中 在 本 例 中 N 为 20, 因 此 在 ”一 4 处 
的 第 一 个 零点 对 应 于 频率 4/20, 这 与 期 望 的 * = 1/5 是 一 致 的 .DFT 与 FT 一 致 或 许 是 合 情 合 
理 的 ,但 是 在 ,= 6, s= 0. 03,зїпс* 函数 的 第 一 个 旁 加 出 现 了 最 大 值 ,其 值 为 25X0.045 032 = 
1.125 8, 而 DFT 所 得 到 的 值 为 1. 527 9. 这 是 由 重复 的 混 到 造成 的 ,正如 我 们 在 v = 20 处 所 看 
到 的 峰值 一 样 .通过 给 样本 插入 更 多 的 零 值 ,可 以 将 这 些 混和 推 得 更 远 一 些 。 
v 0 1 2 3 4 5 6 e 20 


20XDFT 25 20.43 10.47 2.43 0 1.00 1.53 ri 20. 43 
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s 0 1/20 2/20 3/20 4/20 5/20 6/20 ee 1 
25sin25s 25 20.26 10.13 2.25 0 081 1.13 ws 20. 43 


15. 序 列 {1 4 6 4 1) 在 均 方 根 宽度 和 面积 方面 与 函数 f(z) = (16/ /2mexp(— +“ 匹 
MÆR F(s) = 16exp( 一 2xs*) 所 给 出 的 值 大 体 上 与 DFT 是 一 致 的 .它们 如 下 所 示 


v 0 1 2 3 m 8 rei 15 16 

16XDFT 16 14.80 11.66 7.65 — 0 we 14. 80 16 

s 0 1/16 2/16 3/16 see 8/16 s 15/16 1 
l6exp(— 2z’) 16 14.81 11.75 7.99 s 0.115 e 5/10 4/10" 


我 们 可 以 看 到 ,如 果 通 过 取 采 样 值 的 DFT 来 求 得 傅 里 叶 变换 ,那么 精度 将 是 一 个 主要 关 
注 的 议题 .通过 作 图 可 以 把 DFT 的 值 和 5(z 十 2) 十 48(z 十 1) 十 66(z) 十 46(z 一 1) 十 SCz 一 2) 
的 变换 6 十 8cos2xs + 2cos2x2s 进行 比较 ,从 而 看 出 复制 的 效果 。 
16. 普通 的 卷 积 和 为 
{1 12 65 208 429 572 4290 一 429 一 572 一 429 一 208 一 65 一 12 —1} 
圆周 卷 积 和 为 
{ 一 64 0 64 208 429 572 4290 一 429 一 572 一 429 — 208}. 
18. (а) MATLAB 程序 如 下 : 
f = [14641]; 
F = fft(f); 
G = zeros(1,10); 
G(1:3) = Е(1,3); 
G(9:10) = F(4:5); 
h = ifft(G) 2 
(b) 为 了 弥补 N 值 由 10 到 5 的 变化 ,对 上 述 结果 乘 以 2。 
(c) 把 第 三 行 改 为 G6 = zeros(1:30) ,第 五 行 改 为 6(29:30) = F(4:5)。 
(d) 作为 比较 ,MATLAB 的 内 插 为 
{.1273 о .2970 о .5516 1 2.4190 4 5.4323 6 5.4323 4 
2.4190 1 .5516 0 .2970 0 .1273}。 


жоя ият 

10. (а) (0000 —2000) 
原 序列 中 没有 直流 分 量 , 只 包含 单一 频率 分 量 0. 5, 因 此 序列 的 DHT 仅 在 WN 一 0.5,' 或 "一 4 
处 有 值 。 

(b) 功率 谱 为 {0 0 0 0 4 0 0 0}。 由 于 在 ,= 1, 7 以 及 2,6 和 3,5 处 都 没有 频率 分 量 , 故 除 
了 在 "= 4 处 以 外 ,功率 谱 的 值 均 为 零 。 


п. 如 果 使 用 足够 多 的 项 ,一 个 方 波 信号 可 以 由 健 里 时 级 数 = ro 十 2)avcosng 来 通 进 。 
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cas 函数 公式 不 仅 是 方 波 信号 的 简单 而 精确 的 方程 式 ,而 且 具 有 直接 计算 的 形式 .使 用 0 对 土 
地 的 模 也 是 很 令 人 感 兴趣 的 。 

12. 在 傅 里 叶 变 换 情况 下 ,93f(x) = fC— z) 而 且 函 数 是 反 向 的 ,所 以 经 过 四 次 变换 可 以 
恢复 原始 信号 f(x) 。 从 这 个 变换 的 互 易 性 质 可 知 哈 特 利 变 换 也 具有 循环 性 。 

20. RRSO 的 无 穷 积分 为 零 ,但 是 从 零 到 无 穷 积分 却 不 是 零 ,其 绝对 值 从 负 无 穷 到 正 
无 穷 积 分 亦 不 为 零 . 因 此 ,6 函数 的 导数 并 不 是 一 个 零 函 数 。 当 然 我 们 也 不 希望 它 是 零 函 数 ,如 
RAAS O 的 力 击 打 一 个 重 m 的 高 尔 夫 球 ,将 给 高 尔 夫 球 (A/m)6(+) 的 速度 , 且 当 :之 0 时 ,使 
球 产生 (A/m) 的 位 移 .而 以 一 个 零 函 数 去 击 打 是 产生 不 出 任何 东西 的 。 


21， 冲 激 信号 位 于 ENE( 东 北 东 ) „Саз 函数 变换 的 周期 为 (o: Het = 2d。 因 此 a = 
cos22. 5°/2d,b = sin22. 5"/2d。 


22. Ф Кы = z, Fine = yo 在 坐标 系统 (zx,y') PCa sy) 是 相对 于 (z,y) 旋转 0 角度 得 
到 的 坐标 系统 ， 

х' = rcosg 十 ysing 

y = ycos0 — rsing 
M 0 =— n/4 时 ,可 得 

VZz' =х—у= Fe 一 Fu = НО) 
Му = r+y= Е. + F< = Н(—›). 
这 样 HO) 十 iH( 一 v) 可 以 通过 F... + iFa 旋转 一 x/4 的 角度 ,大 小 乘 以 VZ 得 到 。 
23. 由 三 角 函 数 和 的 正切 公式 可 得 


tan($ + r/4) = [tan(r/4) + tan$]/[1 一 tan(r/4)tang] 
= (1 + tan$)/(1 — tan$) 
= (1+ F<. /F...)/(1 一 F< / Frai) 
= (Е. + Е, )/ СЕ. — Р) 
= НС 0)/НО). 


24. Ф а = cos0, b = — sin0, с = 0, d = зіп, е = cos0, f = 0. 


26. "ЕСО? 的 值 应 等 于 序列 均值 除 以 /2。 对 于 DCT2 的 逆 变 换 没有 简单 的 对 比 关系 。 关 系 
为 


fe) = 2-'⁄20F(0) + 'F(1)cos(x/2N) + "Е(2)соз(2х/2М) + "F(3)cos(3x/2N) + =. 
序列 DCT1 的 首 元 素 值 为 Ne [FO + fO) HED += + fON— ОЮУ 


42) ,而 且 由 于 DCTI 是 对 称 的 ,f(0) 的 数值 可 以 进行 类 似 的 检验 。 
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42. 转换 为 偶 函 数 /(| = D 的 伟 里 叶 变 换 , 并 计算 | SO z 1)cos2rsrdz。, 因 为 /CD) = 
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THO) Аас ,我 们 可 以 用 已 知 的 矩形 函数 的 变换 加 上 一 个 二 次 冲 激 来 求解 


F.(s) = Tsincs+ -L (sincs — cosxs)。 
Е 


2 $ 


通过 注意 到 F.(0) = 5/6, 其 等 于 A z D 下 的 面积 可 以 进行 验证 。 

43. 既然 你 不 了 解 这 样 处 理 的 目的 ,就 弄 懂 这 个 作业 而 言 ,有 效 的 方法 是 列 出 显示 你 能 力 
的 问题 . 举 个 例子 ,需要 考虑 计算 速度 吗 ? 一 个 月 做 一 次 的 事 听 起 来 不 是 很 紧急 ,但 是 在 月 末 的 
工作 结束 后 不 久 就 有 一 个 公开 (出 版 ) 的 最 后 期 限 ,所 以 如 果 速 度 很 关键 ,你 需要 开发 一 种 基 
于 将 365 因 式 分 解 为 5X73 的 快速 运算 .f(r) 的 每 天 波动 值 不 重要 吗 ? 你 注意 到 每 月 平均 值 被 
抑制 了 ;解释 你 如 何 处 理由 周末 休假 引起 的 7 天 的 分 量 ? 选 择 余弦 函数 是 为 了 抑制 f(r) 的 奇 
部 吗 ? 如 果 存 在 一 个 每 月 的 周期 (例如 引入 会 计 实 践 ) 那么 月 末 的 趋势 将 受到 抑制 ,你 研究 一 
下 改变 + 的 原点 的 影响 ,最 后 说 明 你 如 何 对 变换 求 逆 ,作为 公开 的 作业 ,并 说 一 说 你 的 报告 同 
预测 顾问 相 比 有 何 优势 。 

44. 通过 具有 慢 变 折射 指数 ”的 非 同 质 媒介 的 光线 会 有 曲率 等 于 ”在 垂直 于 光线 的 方向 
上 的 梯度 的 弯曲 .由 于 光线 只 是 轻微 地 偏离 = 轴 , 所 以 时 mr/dz: = dn/dr =— (2n /h°)r RATA 
Ж d r/d: = 一 wr 的 解 为 Acoswzr 十 Bsinwr ,应 用 边界 条 件 r 一 0 和 xz 二 0 时 dr/dz = tani 得 
出 


r = wtanisinwr, 


ДР w = У /h B tB = x/2L 与 四 分 之 一 周期 AK L = xh/2 /2n;, 
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э. ое = [ поета = [0 ета 
= [ez], 
рени] 


= 2p-'sinh(p/2), 对 所 有 p. 
(b) Fep) = [ена = ре? — 1), HA p. 
ç 


š ' 
O FOOD = | awede = [а 1 Dede 


i 
=f a+oerd+ f'a- perd 


通过 简单 的 积分 运算 可 以 得 到 以 上 积分 的 结果 ,但 是 如 果 对 (a) 运用 卷 积 定理 (311 页 ) 可 得 
F(p) = 4p ?sinh*(p/2), 对 所 有 Рр. 
5. 参见 431 页 的 表 。 
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OHA - 2) + 2- jda + 

lnla - го) — >-1%хә-}-(4 - 0), (Т0) 
(Ән(, әдир - 2) — 

(-ә = 0),-рә), DTA) — 244) + (H-4 
(Әнә – 104 – -a + 
(2 — (s — э), р] 

1-02 — -ORAT - 2н) + (DHA 


()H[,-2n-P(P — 2) – (ə-2 — Dz-P2],-71 


@н(ы-2 — Tq = 3-4 + 
(„ә — 100 — 2), ә), (2 — 4) -1 


@нь-эһ-2-8 - ()H,-8 

(DH(n-a – м-2) (8 — 20,-0:-У + ()H,-8 
(DH(ym-? — Di- ~ (OH + (HRT 
(DH? = Di-¥ + (060 
()H[xa-(O1)]uts,,(1/2) + ()H,-38 


(део + (Hi -1 + (HLY 


NN = AW = rz 
()H([xA(a 一 可 + 2 18хә 
lnla - р) 9] - [und ~ а) рә 
[ua - z) + 9]ka- - Hi-(TO) 
LODXZ) = p(T – DAA- = > 


“GH, Ap — 2) + 1}-(ОЛМХ1 — XA) + (Mora 


OA- DA= ты qp()H[a-aq – 2) – 


-alo — 2) 


о – 9, (отан) - 29) + (ден 
золі + 29/4 + 4 


HGOxz) = pI = 3 “()Hy-2(p - 2) + 0),-7 


онл =2' TM q 
Hl- - 3) — „-ж> - э)},-( – 9,7 
ү-н) = 9Hp AP – Dr- - (09-9 


ий‹-(ЭТ) - z-(DyZ)] + (0х0) = qe 
(ӘН(а-0 — »-ә0), (9 — P) -22-4 — (00-3 


(DHym-21-1 – (81-4 + (H-1 
G)Huw-2-1 + (0,90 
(налб) 502,7 + (Dery 


(9,80 + (0н, -т + (091-8 


(отл + 1/44 + 44 1 


ЭЛ = Av (HR) %: 


па - 
эдн - d), (отан) - XA) + 1-9 
ОЛ = Av (HR) A 
(отл + 34/4 + ОЧЛ + дул 
ЭЛ = za (WR) 第 
1 (отт + 38/4 + ФА -Ded — 1-8 


(оял + did- + 1-4-7 


LO + 9,7 + d5 
(отл + A-1 + YY 


d + ed-T+ 1-8 


| 


H 


ШАН 


(део + Hn-T (0,00 + (дн,-7 4 +1471 
Е (део + @ну-я (0,60 + (дех 4+1 
Е 
8 (Әна 7 + ()H,-8 G)H.-1+ (Dora 1-4-1 + 1-8 
ж ()H[kA-(20)]uts,,(1/3) (Ән(зл-(07)]=оә,_7 1-(97/1 + Фал mu 
Ы (Hüa-2 — Dy – H-A (Hyw-2-1 – (09-9 (охл + 49 De 
(НСл? - 1-1 G)Hya-2-1 (TY + dc1 一 sa 一 ww 一 
(део (079) 4 == 
(Она (WHT 47 一 一 ss 一 一 
(DH (дех R — 
БЕ Бы сы] vë ит 
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8. 运用 关系 式 taniz = itanhz, 并 注意 到 阻抗 是 电抗 性 的 ,我 们 可 以 把 电缆 的 阻抗 表示 为 
20р) = 75їапһ(107*р/2х) = Zotanhrp = 2(1—е ?*”)/(1+е *”),} т = 10 * /2x# = 0.6 
纳 秒 是 电磁 波 通过 电缆 长 度 所 需 的 时 间 。 显 然 12cm 长 的 电缆 是 一 个 合适 的 长 度 。 


IG) = [ZAP] VO = [Z(p)] 80) 


= ау нете зо) 
了 


= mha) (gta) ащ 28) н (Бе ++). 


其 中 的 一 项 来 自 表 14. 2, 第 二 项 是 第 一 项 延 时 2 秒 (往返 回响 时 间 ) 所 得 的 结果 ,可 通过 移 位 
定理 求 得 ,最 后 的 结果 如 下 图 所 示 ; 


e) 


z;' 


q = F ; 
tB ML BE Е Е Н W 2с i , X t h T 5 Wik ЕЕ ЖЕЛ ЇЇ 51 # 09 , 
由 于 传统 表达 形式 十 分 庞大 ,所 以 只 给 出 本 题 的 运算 过 程 。 
10. 通过 检查 
= 1 b 
1) = RFI/Cp p +O 


ЖЫ TPT EEES ы 
ЕФ ау А?" МКС 


-e ftrt n] 


其 中 
А = а/а +а?), В = o/2i(a — iw), C =— w/2ila + iw) 
这 样 
IG) = R’ [a (a +e!) les + Be“ + Ce“ JHO) 
= R? (а? + et) [ate * + ot coswt — wasinwt ]H(t) 
«+С Е) 1 [R E + Ro? Ct cosot — wCsinwt ]H(t) 。 
13. 假定 稳定 的 直流 电流 ТО) = НО) fE t = 0 时 刻 出 现 于 并 联 的 LC 电路 ,电路 的 Z( p) 
= Lp(LCp? +D” ,通过 以 下 表达 式 可 计算 电压 
VG) = Z(p) H(t) = Zp) p) 
= ССр + 1/LC)°0(0) 。 
由 拉 普 拉 斯 变换 表 可 知 
VA) = Cw 'sinotH (t) , 
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14. 考虑 电流 sinwtH (r) 通过 一 个 LC 串联 电路 ,电路 的 Z(p) = Lp + (Cp) BEVO 
可 以 用 运算 符 表示 为 


VOD = [Lp + (Cp) JsinwtH (t). 


由 表 14.2 可 得 
sinwt H(t) = op HTO 
因此 
уа) = [Lp + (Cp) JOP + aty 1800) 
= Ce +l 
PFDA O 
= Lop AÐ WPa = 1/LC 
= но. 


这 样 , 通 过 它 , 电 路 中 的 交流 电流 与 直流 电压 的 出 现 联系 了 起 来 .直流 电压 完全 出 现在 电容 两 
端 ,交流 电压 出 现在 电感 与 电容 上 ,但 是 电路 组 合 的 两 端 没有 交流 电压 。 

21. 参见 着 积分 (308 页 )， 同 一 个 拉 普 拉 斯 变换 存在 多 个 与 之 对 应 的 时 域 函数 的 标准 解 
释 , 并 且 指出 由 常数 c 所 确定 的 积分 路 径 与 变换 的 极点 有 几 种 十 分 不 同 的 关系 .因此 ,对 于 本 
问题 极点 位 于 p= 2,1 和 一 1, 我 们 可 以 选择 2 一 c, 1 一 < 二 2, 一 1<<< 志 1 或 一 一 1 进行 
积分 从 而 得 到 不 同 的 结果 。 

下 述 定理 可 提供 该 问题 的 另外 一 个 解释 ,如 果 对 实数 a 


e“H(0 D F(p) —a < Rep 
那么 

—e“H(—t) о F(p) Кер <— а, 
现在 


1 
(p—2)(p—1)(p +1) 


лю = [$e -$e + o> 2< Кер. 


正如 我 们 从 下 图 所 示 的 三 项 的 收敛 域 图 所 看 到 的 那样 ,收敛 域 是 由 包含 е 的 项 所 决定 。 


上 -一 站 0 一 -- 
Н ОИ ЕНЕ НЫНЕ: ЕНСЕ 
-1 0 1 2 Rep 


现在 ,通过 所 示 的 那样 改变 一 项 或 多 项 ,考虑 下 面 的 由 函数 f1(?) 衍生 所 得 的 函数 : 
лч =— leHco-4eH0o++ на) 1<Rep<2 


љо = Генс о+ фено + Ө) 1 < Вер<1 
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F= Теансо+Тенс о Тено Rep <1. 


下 图 说 明了 三 项 公共 收敛 域 的 存在 区 间 。 


上 ~ 一 60 一 一 | 
--—— vn 
一 一 一 | 
-——®— 
--— f) — 
l П L 
<i 0 1 2 
23. MRE тб) H (a) 作用 之 前 电路 没有 储 能 , 则 从 0 一 ~ со 区 间 的 积分 等 于 一 c 一 c 区 
间 的 积分 ,因为 一 co — 0 一 区 间 的 积分 值 为 0。 这 种 情况 与 双边 拉 普 拉 斯 变换 相同 ,而 且 特 殊 变 
换 的 定理 与 表 14.1 中 双边 变换 的 定理 一 样 。 和 320 页 中 的 例子 一 样 , 没有 理由 引入 表示 
Оо +), Со +) 等 初始 状态 的 项 。 
但 是 ,如 果 OHO 引入 之 前 系统 已 经 具有 能 量 , 则 表达 式 需要 进行 调整 ,初始 状态 
f(0 一 ) ,了 (0 一) ,… 的 值 可 以 充分 描述 系统 先前 的 状态 。f'(1) 的 特定 变换 可 以 通过 分 部 积分 
计算 如 下 。 


Rep 


[Ë roya: = Генуе + ‚[` erfde 
=— f0 —) + pF- (p), 
类 似 地 
[roya = [er 六 CD] + pf rf ode 
=— f'(0—) — pf 0 —) + p: F- (р). 


例 ”与 电阻 .电容 串联 的 电压 源 产生 电压 Vo(t) HG) ,但 是 就 在 电压 从 0 跃升 到 V。 时 刻 
之 前 ,电流 L 流 和 人 电路. 求 后 继 的 电流 。 
微分 方程 如 下 


CIWO RIO = Vò) 
辅助 方程 为 CT) +ЕТРТСр) — h] = Vo. 
横 杠 表示 特定 变换 ,而 且 我 们 已 经 用 了 微分 定理 . 求 出 1(p) 为 
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V.+Rh _ 1 
Тор) = pare: = VREO рст: 
进行 反 变换 可 得 KO = (V/R+I)e“” r 220, 


《证 明 无 论 积分 下 限 选 为 0 一 或 0 十 ,e“™ 的 变换 都 是 相同 的 ) 
注释 ”注意 到 诸如 1(0 十 ) 这 样 的 后 初始 值 是 不 需要 的 .给 定 先前 时 间 的 状态 和 激励 求 后 
继 响应 比 给 定 激励 和 部 分 响应 求 后 继 响 应 似乎 要 自然 得 多 。 
25. 对 微分 方程 逐 项 进行 拉 普 拉 斯 变换 
зҮ) HYG) = 0 
(s+1)Y(s) = 0 
Y(s) = 0+ 005+ 1) 


由 于 Y(s) 在 * 十 1 = 0 处 含有 一 个 强度 为 任意 ААР. ЗИТ PI 
уа) = ке" 


且 A 的 值 由 y(0 +) 处 的 初始 电导 确定 。 
26. 这 个 有 趣 的 问题 反映 了 两 个 哲学 观点 .首先 ,我 们 通过 构造 如 下 的 辅助 方程 来 处 理 它 


(pp)Lp 十 ,TCDD)R = Ўр). 
下 标 零 表示 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 因 为 := 二 0 时 刻 电路 是 静止 的 ,所 以 不 需要 包含 1(0 十 ) 的 项 。 因 
此 ,第 一 个 结论 是 ,在 传统 的 初 值 问 题 中 (320 页 ) ,等 式 右边 的 初 值 的 出 现 局 限于 开关 状态 在 


t = 0 发 生变 化 的 情况 .对 于 与 之 实质 相同 ,区 别 仅 在 于 开关 状态 变化 时 间 稍 后 的 情况 ,这 些 项 
就 是 不 必要 的 。 可 是 ,我 们 仍然 希望 得 到 解 . 接 下 来 ,我们 解 出 ,7(p) 


ol(p) = з. 

考虑 V(t) = HU- 1) 的 特殊 情况 ,我 们 知道 解 一 定 是 
KO = Е елән 1), 

由 于 

HG@—1) оре? 

Л) = EFR =R'e, sir: 
由 314 页 可 得 ID = R° (1—е з=») —1), 
这 就 是 正确 的 响应 。 
如 果 + = 0 时 刻 已 经 有 电压 作用 于 电路 ,求解 需要 条 件 ГСО +) ;但 本 题 的 求解 不 需要 类 似 

的 1(1 十 ) 条 件 。 


第 二 条 结论 为 ,为 什么 当 我 们 求解 响应 的 过 程 中 需要 如 初始 值 之 类 的 响应 电流 的 部 分 信 
息 。 在 给 定 电路 (或 电路 微分 方程 ) ,激励 电压 , 某 些 情况 下 还 提供 CO +), TOH, ГОО +), 
…, 是 否 也 需要 类 似 信息 ? 换 句 话说 ,通过 某 种 方式 ,我 们 可 以 求解 下 一 步 发 生 的 情况 。 书 中 出 
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现 的 非 实数 的 问题 ,其 中 一 个 原因 在 于 书 中 微分 方程 的 传统 边界 条 件 (例如 已 知 高 度 和 抛射 角 
度 ,求解 球 的 飞行 轨迹 ) 未 加 注意 地 直接 由 空域 变换 到 时 域 。 

27. 设 IG) = 80) Hadu — 1) 十 az6(z 一 2) 十 … 
则 ТО) = 1 +ае? Бае +e = (1—ae y, 


就 频率 而 言 ,传递 函数 T(P) 由 下 式 给 定 
T = О ае), 
一 个 电阻 与 一 个 有 耗 非 扩散 短路 传输 线 并 联 可 以 得 到 这 个 结果 。 
30. 将 OHO RRIAK S BRAZA TOHO = imo + sgn, Ша) 


的 拉 普 拉 斯 变换 是 去 IILC) , 它 补充 了 丢失 的 变换 偶 部 。 


第 15 章 ”天线 和 光学 
1. 用 一 些 诸如 半 功 率 方向 间 的 角度 等 通用 测量 方法 , 测 得 的 具有 相等 波束 宽度 的 两 个 天 
线 的 角度 谱 的 等 效 宽度 可 能 会 十 分 不 同 ,例如 ,由 于 P(s) 会 在 符号 与 P(0) 相反 的 方向 上 ， 


[Pas 的 值 对 旁 瓣 的 符号 很 敏感 ,而 旁 瓣 的 符号 对 波束 宽度 的 概念 几乎 没有 影响 作为 一 个 


极端 的 例子 ,两 个 孔径 分 布 工 (xz/1000X) ATI (z/10002) — П (z/102) 十 分 相似 ,而 且 具 有 相似 
的 波束 ,但 是 第 二 个 的 角度 谱 的 等 效 宽度 是 零 。 

另 一 种 反对 的 理由 是 ,可 以 通过 移 相 移动 天 线 的 波 东 ,而 根本 不 改变 它 的 波束 宽度 (用 半 
峰值 点 间 的 * 的 单位 来 衡量 ) .而 此 时 ,P(s) 的 等 效 宽度 会 出 现 变化 ,因为 PO) 改变 了 。 

2. 图 表 就 是 图 2. 10015 页 ) 以 及 习题 2. 20 和 2. 21 的 答案 中 所 示 的 那 种 图 表 。 由 光 衍射 引 
起 的 Cornu 螺 线 是 这 种 图 形 。 虽 然 通 常 认为 函数 域 和 变换 域 是 不 同 的 ,但 是 值得 注意 的 是 ,这 
些 图 的 平面 可 以 等 效 地 看 作 是 照度 场 E 或 角度 谱 P 的 复 平面 , 向量 AB 是 基本 向 量 
E(z/A)d(z/À)exp(— 12лх /А) 的 组 合 ,对 特定 的 方向 值 ;, 它 给 出 了 幅度 和 相位 的 角度 谱 , 每 
个 图 中 的 弧 长 是 相同 的 。 

ImE(z) 
路 径 差 (p.d.)=0 
В ReE(z) 


Q? 
p-d. =А [2 š д 


5. 每 边 的 第 一 个 零点 位 于 孔径 的 端 元 件 的 路 径 差 等 于 一 4/2 的 地 方 ,第 二 个 零点 处 的 路 
径 差 是 一 2, 第 三 个 零点 位 于 路 径 差 等 于 一 2. 54 的 地 方 。 在 垂直 于 孔径 的 方向 上 (到 端 元 件 的 
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路 径 差 等 于 0) ,所 得 的 向 量 AB 的 大 小 是 AB 弧 长 的 2" 倍 .逐渐 离开 法 线 ,我 们 可 以 形象 地 
看 到 ,结果 向 上 面 提 到 的 一 边 ( 见 p.d = 一 4/4) 减 小 ,但 向 另 一 边 增加 。 用 Ес) =— ill (2é 一 


> +По+ > 来 表示 孔径 分 布 ,其 中 & = r/ww 是 全 孔径 宽度 。 我 们 得 到 角度 谱 
Ро) = ДЫ іе епо + e™ тзг] 


其 中 = wus/2A。 为 了 确定 主 最 大 值 的 位 置 ,我 们 可 以 解 4P/ds = 0, 它 是 相当 元 长 的 .或 者 我 们 
可 以 通过 草图 知道 p. а. = 34/8 附近 有 一 个 最 大 值 , 然 后 可 以 计算 出 大 小 为 1. 85P(0) ,当然 ， 
由 对 称 性 ,相位 是 一 45 。 


A 
P(0) A 
B 
B 
wA, жахи 


第 一 个 零点 Кы 个 零点 
p.d.=0 3⁄4 3⁄2 


< É h + Р - 


p.d. = -A/4 -a2 -a - 342 


т. BERRA RIIT UEA n = 0 到 7 的 值 . 在 中 心 极限 定理 (134 页 ) 条 件 下 所 述 的 粗 
略 的 近似 可 得 到 n 较 大 时 的 近似 为 (nx/2)'”。 


有 效 波 东 宽度 ‹тя/2)!? n 有 效 波 东 宽度 Cnr/2) 
1 8/3 = 2.67 2.51 
15x/16 = 2.95 2.80 
16/5 = 3.20 3.06 
35/32 = 3.44 3.32 


2 1.77 


п 
0 
1 /2 = 1.57 1.25 
2 
3 3х/4 = 2.36 2.17 


4 
5 
6 
7 


10. 由 于 天 线 孔 径 具 有 有 限 范围 (如 N 个 波长 ), 它 的 角度 谱 在 超过 二 NN 的 空间 频率 上 (用 


每 单位 :的 周期 数 度量 ) 上 是 无 效 的 ,而 且 它 的 功率 辐射 方向 图 不 包含 高 于 N 的 空间 频率 。 相 
应 地 ,在 焦距 了 的 抛物 面 反射 器 的 焦 平 面 上 形成 的 射电 图 像 也 缺乏 细节 .在 空中 的 临界 空间 正 


ZAMA М rad, 在 焦 平 面 上 的 周期 为 TN ' mm 临界 采样 间隔 为 二 AN m。 通 常 ,在 抛物 面 焦 
点 处 的 收集 器 要 设计 得 使 其 波束 充满 抛物 面 的 边缘 在 焦点 处 所 对 的 主体 角 。 圆锥 的 角度 为 
2arctan( 二 NA/ 月, 或 近似 为 N/ f rad。 由 焦点 收集 器 可 得 到 的 波束 宽度 约 为 JN  m。 这 些 计算 验 
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证 了 焦点 收集 器 的 大 小 实际 上 可 以 看 作 是 一 个 能 在 焦 平面 上 容纳 一 个 图 像 单元 的 器 件 。 

п. 一 种 方法 是 建立 一 个 针 孔 摄像 机 , 即 含有 一 个 针 孔 的 不 透明 材料 片 , 其 后 有 一 个 照相 
底版 或 其 他 的 探测 器 阵列 。 

如 果 光 强 如 此 之 低 ,以 至 于 需要 一 个 不 合理 的 低 曝光 时 间 ,那么 可 以 增 大 孔 的 尺寸 .如果 
由 于 增加 孔 的 尺寸 而 导致 的 模糊 成 为 限制 的 条 件 , 可 以 通过 使 用 任意 分 布 的 几 个 小 孔 增加 灵 
敏 度 这 将 得 到 能 组 合 的 微弱 图 像 的 香 加 .例如 ,通过 对 完整 图 像 做 自 相关 .就 像 使 用 所 有 的 自 
相关 函数 那样 ,将 会 损失 相位 信息 。 

另 一 种 方法 是 利用 X 射线 在 从 高 的 切线 方向 人 射 时 发 生 反射 这 一 事实 ,实际 上 这 使 波长 
变 长 了 ,远离 顶点 和 焦点 的 抛物 面 环 就 像 一 个 透镜 一 样 。 

16. 地 面 上 垂直 于 飞机 下 面 的 场 强 与 缝隙 的 间隔 无 关 这 句 话 是 正确 的 《假设 缝隙 场 保持 
一 致 ) ,然而 ,由 此 就 推出 允许 将 缝隙 紧 靠 在 一 起 是 错误 的 。 因 为 增益 最 大 值 不 仅 与 垂直 于 下 面 
的 场 强 有 关 , 而 且 还 与 为 了 保持 它 所 要 求 的 输入 功率 有 关 。 结 构 专家 虽然 有 宽广 的 知识 背景 ， 
但 是 他 没有 考虑 到 这 一 点 .因此 ,对 他 的 话 只 能 给 予 尊敬 ,因为 一 个 专家 讲 了 外 行 话 。 


жиш 
浪费 的 


sing 


sing 


= 
= sing>1 
天 线 专家 的 助手 ,一 个 有 数学 倾向 的 同事 ,他 所 说 的 功率 辐射 是 通过 每 个 缝隙 的 功率 和 
是 正确 的 ,当然 说 的 是 时 间 平 均 功率 .然而 瑞 利 定理 适用 于 逐 时 刻 的 情况 ,而 且 在 某 一 时 刻 通 
过 颖 孙 的 功率 在 四 分 之 一 周期 后 可 以 流 回来 .这 就 是 被 产生 损耗 波 但 根本 不 辐射 的 场所 激励 
的 孔径 的 情况 .实际 的 天 线 问题 涉及 一 些 这 种 功率 流 。 


为 了 在 保持 垂直 下 面 场 相同 的 同时 使 增益 最 大 化 ,我 们 必须 使 |2xP,(0,9)dn 最 小 化 。 


图 中 ,所 有 的 情况 在 轴 上 的 辐射 都 相同 。 紧 间隔 的 情况 出 现 的 是 一 个 胖 波束 ,这 意味 着 有 
功率 在 不 期 望 的 方向 上 浪费 了 .大 间隔 的 情况 说 明 在 光栅 旁 瓣 中 浪费 了 一 些 功率 ,最 优 的 情况 
恰好 发 生 在 第 一 个 旁 辩 从 损耗 状态 (sin9 > 1) 过 渡 到 辐射 状态 时 .这 种 最 优 的 情况 是 最 平 的 
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一 个 ,实际 上 , 它 的 间隔 是 4/5 波长 的 量 级 。 

18. 考虑 半径 为 a 的 环 上 的 96 个 等 间隔 二 维 单位 冲 激 函 数 。 完 全 相反 的 一 对 位 于 (a， 
2xp/96) 和 (asx 十 2xp/96) ,其 中 记 = 1,2,… ,48, 它 们 的 角度 谱 具 有 余弦 波纹 的 形式 ,等 值 线 
垂直 于 两 个 冲 激 函数 的 连 线 或 2cos(2xaQ/4) ,其 中 Q 是 垂直 于 等 值 线 度量 的 .对 (!,m) 平面 上 
的 任 一 点 ,Q = Icos(2xp/96) 十 msin(2xp/96) 把 48 对冲 激 函数 的 贡献 加 起 来 ,我 们 可 以 得 到 
96 个 冲 激 函数 的 角度 谱 是 


“ 
D2cos{ (2xa/XW) Llcos(2xp/96) 十 msin(2rp/96)]) 。 (1) 


如 果 累 加 到 p = 95, 所 得 是 上 述 结果 的 两 倍 .注意 到 а/д = 214( 而 不 是 430)。 

MEH q RR Um) 或 角度 谱 平 面 中 的 半径 变量 ,而 不 是 题目 中 的 ,保留 r 用 作 天 线 平面 
或 (z,y) 平面 中 的 半径 变量 。 

当 点 数 相当 大 时 ,点 冲 激 的 集合 就 像 一 个 由 96(2ra/X)-:5(r 一 ah) 确定 的 强度 为 96 的 环 
冲 激 ,其 中 -是 天 线 平面 中 的 无 量 纲 的 半径 坐标 ,用 波长 度量 事实 上 ,这 个 环 冲 激 可 以 看 作 是 


来 自 于 由 96 个 冲 激 组 成 的 周期 角度 函数 的 全 里 时 级 数 96(2xa/h)-:a(r а/а 4 Ў 2cos0) 
中 的 第 一 个 常量 .从 变换 对 | 
elr — а/А)? D (2za/À) Jo (2zaq/2) 
我 们 知道 ,这 个 首 项 变换 对 是 一 个 J, 函数 . 稍 后 我 们 建立 更 一 般 的 变换 对 
907 — а/А)со96л0° D (2xa/)) J osn (rag /A)cos96r0, 
其 中 = X! G + yt) ‚т 和? 是 天 线 平面 中 的 直角 坐标 ,因此 ,角度 谱 正比 于 


А 
Jo(2rag/A) + Уу 2J osn жад ГА) сов96н0 . 


如 果 我 们 不 处 理 冲 激 函 数 , 而 是 处 理 角度 谱 是 P Cq) 的 阵 元 ,那么 前 面 的 阵列 因子 要 乘 以 
P(q)(330 页 ) 。 

И 3E Ж 27, (2лад /A) 在 2xaq /А = 99. 72 附近 有 一 个 最 大 值 0. 29, 而 且 对 较 小 的 参数 
来 说 它 相 当 小 ,大 致 随 (2rag/h)” 变化 。 它 的 第 一 个 零点 位 于 2xaq ГА = 104. 72。 在 此 附近 ,二 
次 项 J aoa 绝对 可 以 忽略 .在 原点 附近 ,两 项 都 是 可 忽略 的 .所 以 衍射 方向 图 以 相当 高 的 精度 正 
比 于 及, 在 2xag/X = 100 附 近 , 从 渐 近 表达 式 (2/xz)x? 计算 出 的 Jo (z) 的 包 络 大 约 为 0.08, 因 
此 与 2Jw(z) 相互 配合 产生 重要 的 强度 变化 。 

图 中 给 出 了 相应 于 p= 0,1,2 的 余弦 波纹 的 正 的 峰值 线 .显然 ,因为 J。 可 以 定义 为 阵 元 数 
趋 于 无 穷 时 ( 见 271 页 脚注 ) 的 这 种 和 的 极限 ,所 以 这 种 波纹 的 和 近似 为 Jo 函数 。 下 一 个 感 兴 
趣 的 点 是 A, 在 A 点 ,许多 正 的 波峰 互相 增强 ,同样 的 在 B,C 点 也 一 样 。 相 似 的 增强 还 出 现在 
96 个 更 远 的 点 A',B' 等 ,这 些 点 离 原 点 大 约 2 倍 的 距离 ,可 以 推广 到 更 高 阶 。 

虽然 A,B 间 的 中 点 是 波纹 波 谷 的 增强 点 ,但 是 因为 p 的 其 他 值 上 的 波纹 往往 会 补偿 那里 
的 波峰 ,所 以 在 本 例 中 这 不 是 最 大 强度 .即便 如 此 ,对 计算 强度 分 布 来 说 , (1) 是 一 个 十 分 好 的 
公式 。 为 了 分 析 在 一 阶 栅 栏 响 应 中 发 生 了 什么 ， 更 直接 的 办 法 是 考虑 [Jo(z) 十 
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2Jss(z)cos966] 。 知 道 Ju(z) ~ (2/xz)" cos(z 一 x/4)” 是 十 分 有 用 的 ,J(zx) 的 第 一 个 最 大 值 
E z= п+-0. 81n! 附近 , 相 邻 零点 在 = = n 十 1.86m 附近 (Abramovitz 和 Stegun, 371 页 ) 。 


习题 15. 18 的 附录 
为 了 证 明 
8(r 一 a/h)cosng: D (2xa/2)cosng(— i)"J ,(2=aq /2) 
我 们 需要 借助 基本 积分 


J.G) = 中 | coweewde 


(Abramovitz 和 Stegun, р. 360,no 9. 1. 21. ) 


Fa, = || resne ss dzdy 
= Ë fe тан 
= CN (r — а/А)созпде ee dr 
= [акон онен (а/д), 
68 = 0 一 pg, 那 么 
ЕЧ,т) = Сал созїла+ p Je dp 
= Ca/A)eosng |” cosnpe аена + 零 项 
= (2ка/А)соѕтрі"Ј „(— 2xaq/X)。 
作为 一 个 特例 ， 8(r 一 a/h)cos 太 D— i(2xa/))cosgJ i (2xaq /А) , 


在 它 自己 的 平面 上 旋转 fC y) ,相当 于 把 二 维 传 里 叶 变换 旋转 相同 的 角度 因此 ,两 边 的 cos 
可 以 用 sin 代替 。 由 倒 加 定理 ,cosg 可 以 替换 为 expig,cosy 可 以 替换 为 expip。 


19. 通过 如 图 所 示 的 那样 引入 额外 的 传输 线 长 度 ,天线 阵 可 以 正确 地 定 相 于 一 个 特定 方 
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向 上 的 点 。 如 果 传输 线 是 充气 的 ,使 得 线 中 的 波束 和 自由 空间 中 的 波束 相同 ,那么 ,额外 的 长 度 
( 粗 线 ) 使 得 传输 线 设计 具有 平行 于 最 大 接收 方向 的 波 前 方向 AA'。 这 样 的 阵列 在 某 个 时 刻 只 
能 定位 在 一 个 方向 上 ,这 是 因为 由 传输 线 长 度 引 入 的 沿 阵列 方向 的 相位 差 是 固定 的 。 

海 床 上 的 压力 计 阵 列 也 可 以 用 相似 的 方法 通过 管道 链接 在 一 起 ,但 是 如 果 使 用 的 是 独立 
的 压力 计 , 他 们 可 以 通过 人 工 引 入 时 延 (等 于 由 管道 系统 的 额外 长 度 引 入 时 延 ) 而 麦 加 起 来 。 
因此 ,一 个 阵列 记录 系统 可 以 对 几 个 方向 (8 个 ?) 进行 事后 处 理 。 用 一 个 接收 器 ,我 们 在 一 个 时 
刻 只 能 注意 一 个 方向 。“ 

相似 的 使 用 多 个 接收 机 的 射频 系统 要 求 本 振 频 率 在 观察 期 上 稳定 到 远 小 于 一 个 射频 周 
期 .在 一 定 的 代价 下 这 是 可 以 的 。 一 个 更 实际 的 过 程 是 :把 天 线 输出 分 成 几 路 ,而 且 对 许多 通过 
直接 耦合 形成 的 两 天 线 组 合 使 用 许多 接收 机 。(Proc，IEEE，vol，61，no.9，pp。 1249-1257, 
September 1973). 

在 开阔 的 海洋 上 对 海洋 行 波 进行 测 向 ,原理 上 非常 容易 ,但 是 在 靠近 海岸 的 地 方 ,由 于 反 
射 和 折射 而 使 问题 变 得 复杂 .波束 C 与 水 深 有 关 , 关 系 为 V 一 〈 区 /2x)tan(2rh/A) 。 在 深海 ， 
1 km 的 波 行进 速度 为 39 тз (频率 为 0. 39 Hz) ,但 是 在 大 陆架 上 (h = 200 m) , 波 的 速度 会 降 
低 ,而 且 ,折射 会 改变 波 的 方向 。 在 更 浅 的 海水 中 , 波 的 方向 几乎 垂直 于 海岸 线 ,而 与 原始 方向 
无 关 ,海岸 的 散射 和 折射 进一步 混淆 了 位 置 。 


最 大 接收 方向 


21. е 是 第 j 个 阵 元 传送 给 公共 点 的 瞬时 电压 。 两 个 射频 电压 的 积 包含 一 个 我 们 感 兴趣 
的 稳定 的 或 慢 变 的 分 量 ,以 及 一 个 两 倍 射频 频率 处 的 分 量 ,我们 用 时 间 平 均 括 号 ( 〉 表示 对 它 
的 滤 除 。 干 涉 仪 的 响应 正比 于 由 两 边 传送 的 电压 之 积 的 时 间 平 均 , 或 

(Cer +e + ев) (er.s + es.s)) 

= (Ceres + ее +e + ewes) + Ceiess + eress +e +H esens)). 
32 项 中 的 每 一 项 都 是 两 元 干涉 仪 的 响应 ,因此 (e е) 项 是 间隔 (j — i)a /A 的 两 元 干涉 仪 的 响 
应 ,其 中 是 波长 ,a 是 用 与 相同 的 单位 表示 的 的 单位 . 设 少 = лаз /А, Д ғ = sing, 与 326 
页 相同 ,那么 
(eie;) ос cos[ G — DY], 
与 从 两 个 间隔 (j 一 Da 的 窄带 天 线 的 角度 谱 直 接 推 出 的 一 样 , 因 此 ,总 的 响应 为 
(cos + соз3ф + = + соз54) 十 (cos33% 十 … 十 cos63y)。 


我 们 把 这 个 表达 式 看 作 一 个 全 里 叶 级 数 ; 通 用 的 公式 为 


2 У) созту = NE (үз а› 


fs sin 里 
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对 N = 64, 半 响应 的 宽度 为 AW = 0. 059 或 As = 0.019MMa。 
长 度 为 47a/A 的 单个 天 线 的 功率 响应 为 sinc* (48а: /А) ;由 于 sinc*0. 44 = 0. 5, 所 以 半 响 应 
宽度 为 As = 0.018X/a。 因 此 值得 注意 的 是 ,干涉 仪 的 波束 宽度 与 传统 阵列 的 波束 宽度 相似 ,大 


约 是 其 一 半 。 这 个 事实 与 干涉 仪 的 电 平 传输 函数 有 关 , 它 与 传统 天 线 对 低空 间 频 率 的 重点 强调 
相反 。 


— oa |- + sne $E- 60.) ] | 


Ау =0.059 


图 21.15.21 18 元 阵列 的 方向 图 


题 中 所 述 的 天 线 阵 在 9. 107 cm 的 波长 ,83. 68 波长 的 间隔 上 得 到 了 证 实 ,所 达到 的 波束 宽 
度 为 52 ILE Carcseconds) (Astrophys. J. , vol. 138, pp. 305-309，1963) 。 这 是 一 个 天 线 首次 
达到 人 眼 的 分 辩 率 ,这 种 突破 基于 一 种 新 技术 , 即 均衡 传输 线 的 长 度 以 达到 测 地 学 的 精度 , 约 
X 1/10 (IRE Trans. Ant. Prop. , vol. AP-9, рр. 22-30; 75-81, 1961). 

190 页 (以 及 图 10. 12) 的 傅 里 叶 级 数 方法 可 以 应 用 于 当前 的 周期 函数 。 


Nl мал 


2 cosnr =. 
ts i.s- 


Las + п/2к) + (s — п/2х)] 
= «ш (р) о/о, 


由 逆 移 位 定理 ,注意 到 


e/m) D «Ш a(s- 2")]. 


而 且 , 在 zx = mx 处 ,er = (一 D”,IICz/z) 的 冲 激 也 出 现在 这 里 ,我 们 知道 


[erlIICz/x)]* [CN/z)sincCNz/x)] = С DN >: sinc[(N/x) (z — тя) ] (2) 


通过 卷 积 定理 变换 成 (2) .形式 (2) 是 一 组 交替 符号 的 窗 sinc 函数 ,是 紧凑 形式 (1) 的 一 种 替换 
品 .通过 把 2cosnz = е" 十 e* 代入 (1) 并 对 所 得 几何 级 数 的 N 项 求 和 可 以 推出 (2)。 
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24. (а) 设 E(z/2, у/А) 表示 和 孔径 分 布 ,其 傅 里 叶 变换 为 P(1,m) ,并 设 (R,S) 是 相对 于 
са/й, УЛА) ,在 同一 平面 中 赣 时 针 旋转 一 个 角度 a 的 一 个 坐标 系统 . 设 g.(R) = | ”ECz/h， 


3/A)dS。g。(R) 的 一 维 傅 里 叶 变换 是 一 个 “方向 上 通过 РО, т) 的 一 个 横 截 面 (剖面 ) .让 我 们 
ЮЕ дь СК) 和 gue CR) 的 傅 里 叶 变换 得 到 的 主 剖 面 : 


P(1,0) = (3sinc*/ (1) 


Р(0,т) = Мане + (ло) ' (1 — соѕлозіпса) ] (2) 


ЖР o = (V3/2)m。 令 РО, ,0) = | P(0,mo) |= 0.707。 那 么 我 们 可 得 lL = 0. 502 以 及 m, = 
0. 492。 因 此 , 半 功 率 围 线 是 十 分 圆 的 (1% 内 的 圆 )。. 尽 管 孔径 是 三 角形 状 的 , 半 功 率 围 线 内 的 
围 线 甚至 更 圆 . 显 然 ,P(L,m) 的 中 心 曲率 与 方向 不 是 强 相关 的 。 

(b) 根据 二 阶 和 矩 定理 (273 页 ), 二 维 变换 的 中 心 曲率 正比 于 原 函数 的 二 阶 矩 .所 以 ,我 们 可 
以 通过 分 析 三 角形 孔径 的 二 阶 和 矩 来 研究 原点 附近 的 РО, т) 的 性 质 ,如 果 我 们 把 问题 转化 为 
力学 问题 ,问题 就 是 一 个 三 角 叶片 相对 于 位 于 三 角 平 面 上 且 在 一 个 方向 a 上 通过 其 质心 的 轴 
的 惯性 矩 问题 一 个 浅 盘 的 惯性 矩 I, 与 轴 的 位 置 a 角 有 关 ，, 如 果 在 极 坐 标 中 做 出 I 对 a 的 图 
形 , 结 果 是 一 个 中 心 椭圆 ,[ 如 果 从 惯性 主轴 度量 a, 关 系 为 1, = Т. cos*a 十 1 sin?a。] 只 有 具有 
三 个 对 称 轴 的 椭圆 (这 也 是 一 个 等 边 三 角形 的 要 求 ) 是 一 个 圆 。 因 此 ,三 角形 的 惯性 矩 或 二 阶 
和 矩 与 方向 无 关 。 相 应 地 ,P(L,m) 的 中 心 曲率 确实 与 方向 无 关 。 这 是 理解 为 什么 围绕 原点 
近似 是 贺 的 一 种 方法 。 


m >/А R 
вак) 


ІРО, т) 2=0.5 
(зав ш) 


В 21.15.24 ”三 角形 孔径 方向 图 的 3dB 围 线 近似 是 圆 的 


在 远离 原点 的 地 方 ,方向 图 | PO m) | 相对 于 角度 一 定 是 周期 的 ,周期 为 60”, 也 即 它 是 
六 重 对 称 的 。 其 原因 是 在 通过 波束 轴 的 任何 平面 上 ,功率 辐射 方向 图 都 是 一 个 偶 函 数 。 从 图 1， 
我 们 可 以 看 出 和 图 的 小 偏差 是 间隔 60° 的 六 瓣 形式 .图 中 的 数字 表示 的 是 半径 距离 。 

(c) 由 (1) ,我 们 知道 P(L,0) 的 零点 位 于 /一 士 1, 士 2, 等 .但 由 (2) ,我 们 可 知 ,在 mw 轴 上 没 
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有 零点 ,因为 在 那些 点 上 实 部 是 零 而 虚 部 非 零 , 而且 在 点 m = 0 虚 部 为 零 实 部 非 零 .因此 
| P(0,m) |*( 它 是 实 部 和 虚 部 的 平方 和 ) 根本 就 没有 零点 .所 以 ,我 们 可 以 说 主 波束 附近 没有 
零 值 围 线 。( 这 并 不 是 说 没有 零 值 围 线 。 但 是 此 刻 ,我 们 不 能 说 ! 轴 上 的 零点 是 否 是 孤立 的 点 ， 
或 者 是 在 闭环 上 ,或 者 是 在 趋 于 无 穷 的 轴 上 .) 

26、 阵 元 间 的 间隔 为 L, 的 孔径 分 布 是 


1 T 
[га + оса = +L) евә, 


所 以 场 辐射 方向 图 正比 于 sinxLs 乘 以 一 个 单元 阵 的 宽带 角度 谱 。 功 率 方向 图 的 最 里 边 的 最 大 
值 位 于 一 士 起 已. 对 于 * 为 0.5 = 2.4X 10 弧度 意味 着 二 = 2.1X10 ,在 波长 一 10 pm 


处 ,干涉 仪 的 基线 长 度 近似 为 4 m。 这 个 方案 在 自然 杂志 上 推出 (Nature，vol274，p780-781， 
1978) 并 用 于 观察 恒星 Betegeuse 的 最 近 一 次 环绕 . 它 太 暗 了 以 至 于 用 普通 的 天 体 摄影 术 不 能 
看 到 它 .(Nature，vo395，pp251-253，1998) 

27. (a) 整个 宽度 是 10 个 波长 。 

(b) ЕСЕ) 的 傅 里 叶 变换 是 (20/rzs )(sinc10s 一 cosl0rs) , 

(c) 对 PCs) 列表 可 知 最 小 值 一 0.086 5 {у + s = 0.018 35, 对 应 的 电 平 为 20log0. 086 5 = 
21dB。 


第 16 章 ”在 统计 学 中 的 应 用 
3， 如 果 你 购买 了 10 000 个 普通 的 1% 精度 的 loo Q 电阻 ,你 能 合理 地 期 望 它们 的 平均 阻 
值 在 99 ~ 101 9 之 间 。 你 几乎 不 能 期 望 制 造 商 在 测试 其 1% 产品 时 控制 各 种 气象 因素 (温度 、 
湿度 、 触 点 清洁 度 、 技 术 人 员 的 监督 、 仪 表 的 绝对 校准 等 ) 以 使 它 的 电阻 测量 与 国家 科技 局 的 
要 求 一 致 从 而 好 于 1%。 如 果 你 的 10 000 个 1% 电阻 的 平均 阻 值 是 100.1 Q ,而 且 串联 电阻 的 
总 阻 值 是 1 001 000 Q, 那 么 这 是 不 合理 的 .如 果 你 从 相同 的 原始 批 次 中 重复 购买 许多 次 , 阻 值 
的 散布 程度 的 确 可 能 不 超过 万 分 之 一 ;但 是 均值 和 绝对 标准 值 的 不 一 致 可 能 会 超过 万 分 之 一 。 
8. 一 个 正 的 概率 分 布 P(z) 可 以 表示 为 | f) |*。 设 /Сх) 的 傅 里 叶 变换 为 F(t) 。 那 么 ,如 
RO 是 P(z) 的 傅 里 叶 变 换 ， 
Р(х) DƏ #0); 
由 自 相关 定理 (97 页 ) 可 得 
$G) = FORF). 
把 以 上 关系 总 结 如 下 : 
уа) Ə ЕЧ) 
| f) |? R РО) О FwF 或 8(D。 
一 个 特例 是 


sechxz D sechxt 


sech°x= D 2tcosechat 
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因此 2zcosechxz 是 sechxt 的 自 相关 函数 。 它 也 是 sech[x(t 一 1)] 的 自 相关 函数 ,是 
Flsechrsgnzr) 的 自 相关 函数 ,更 一 般 地 它 是 #(sechzre%” } 的 自 相关 函数 ,其 中 9(z) 是 随机 相 
位 ,这 是 由 f(x) 不 是 惟一 定义 的 这 个 事实 引起 的 。 

10. 虽然 在 卷 积 情况 下 方差 可 以 相 加 ,但 是 二 阶 原 点 矩 一 般 是 不 可 加 的 。 然 而 , 当 对 概率 
分 布 函数 进行 卷 积 时 ,二 阶 中 心 矩 和 方差 是 一 样 的 (因为 概率 分 布 的 积分 是 1) ,因此 ,既然 没 
有 理由 认为 三 阶 矩 通常 是 可 加 的 ,我 们 考虑 三 阶 中 心 矩 。 

设 概率 分 布 f(x) 和 &(z) 的 均值 位 于 z= 二 0。 那么 F(0) = G(0) =1 H F'(0) = G'(0) = 
0, 其 中 下 和 G Ж / 和 g 的 傅 里 叶 变换 。f(z) 的 三 阶 矩 是 


1 
Е 
42%, Í Pf Dr = 5870) 


1 
А $ ~ 
(x y = dr <-> 2: y CFG) ° 


= О + 3F'G’ + 3F'G” + FG”), 


= — lE O HO] = (+ (y. 


更 进一步 的 问题 :四 阶 中 心 矩 是 可 加 的 吗 ?( 否 )。 
我 们 可 以 证 明 


(zi) = (yi +662) (22), + (y. 


四 阶 累 量 (z*) — 3027) 是 可 加 的 ;事实 上 ,这 是 累 量 的 定义 特性 。 
13. RiR n 是 一 个 连续 变量 一 样 ,用 冲 激 符 号 写 出 泊 松 分 布 .为 


[w+ D + PG ++]. 
对 其 取 傅 里 叶 变 换 得 到 特征 函数 ， 
#0) 一 [! Hae + е t Je 


= exp(=ze“)e* 


= exp(ze“ — z), А 
16. 设 PLCR)dR E R + Так 内 的 电阻 个 数 ,P:(G)dG Ë G + +4G 内 的 电导 的 个 数 。 当 
R = 1/G 时 ， 这 两 个 个 数 应 当 相等 .在 此 情况 下 , | dR |= G? | dG | .因此 ,由 
Pi(R)dR = P:(G)dG 
我 们 得 到 


dR 
P,(G) = ро |5) 
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= СР, (R) 
=o. osen (56-5). 
如 图 所 示 P; (G) 决 不 是 平 顶 的 。 
Pi(R) P2(G) 


0.05 65 
П. 405 


90 10 R 


d 
no 


sil- 


第 17 章 REMERA 
1. 设 хо) 具有 高 斯 幅度 分 布 , 零 均 值 , 且 功率 谱 为 网 (P。 一 长 段 z(D) 开 (MT) = д0) 的 
巍 - 峰 值 为 
max[ g(t) ] — min[g(t) J 
标准 差 o 为 
# сеора, 


ЖТ oo, 第 一 个 表达 式 无 限 增 大 ,而 第 二 个 不 会 无 限 增 大 。 因 此 ,要 研究 的 事情 是 如 何在 
这 两 个 如 此 不 同 的 表达 式 之 间 找 到 一 个 因子 5。 


一 种 方法 是 计算 作为 段 持续 期 的 函数 的 峰 -峰值 .g(t) 超过 2. 50 的 概率 是 3 ,因此 ,从 
g(t) <— 2. 50 的 一 个 波 谷 开始 ,我 们 可 以 期 望 在 一 个 峰值 g(t) > 2. 50 出 现 之 前 ,过 去 200 个 
“周期 ” 的 量 级 。“ 周 期 ”表示 一 个 时 间 周期 (AP ,其 中 Af( 有 效 独立 值 的 出 现 率 ), 可 以 通过 
功率 谱 的 自 相 关 宽度 (369 页 ) 来 计算 。 

参考 正 态 分 布 偏离 均值 的 概率 表 , 通 过 四 舍 五 人 ,我 们 有 


( 峰 - 蜂 值 )/o 4 5 6 7 


这 表明 在 几 百 个 周期 长 的 段 上 ,用 5c 规则 可 以 达到 的 精度 将 好 于 士 20%。 用 于 观察 (和 应 
用 经 验 法 则 ) 的 记录 似乎 不 是 十 分 长 .长 于 50 个 周期 的 记录 将 会 获得 好 于 20% 的 精度 ,对 少 
于 50 个 独立 值 的 短 记录 ,精度 将 会 下 降 , 但 在 这 些 情况 中 并 没有 要 求 对 o 的 估计 必须 好 于 
20%。 所 以 5c 规则 是 有 意义 的 。 

由 本 讨论 可 以 进一步 提出 如 下 问题 : 

(a) 求 因子 ( 峰 -峰值 )/c 的 精确 值 ,该 因子 是 “周期 " 数 N 的 函数 。 
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Ob) 找 一 个 估计 N 的 快速 方法 ,该 方法 不 要 求 确定 样本 的 完整 功率 谱 ,但 是 需要 对 峰值 和 
过 零点 进行 计数 。 

(o) 峰 -峰值 是 否 能 作为 一 个 稳定 的 统计 量 ,用 这 个 统计 量 可 以 说 明 第 二 高 的 最 大 值 和 第 
二 低 的 最 小 值 之 间 的 区 别 。 

2. 考 虑 一 个 信号 波形 Hexp яг), 其 半 峰 值 宽度 是 0.94, 且 在 半 峰 值 处 的 斜率 是 
1.47H, 8 о, 是 均 方 根 噪声 .测量 宽度 的 过 程 是 ,首先 在 给 定 的 记录 上 找到 半 峰 值 点 ,然后 测 
量 它们 之 间 的 时 间 间 陋 。 由 于 斜率 的 原因 , 一 个 垂直 误差 w 将 变 为 水 平 误差 或 定时 误差 w,/ 
1.47 朋 ,由 两 个 时 间 ( 每 个 时 间 都 有 自己 的 独立 误差 ) 相 减 得 到 的 宽度 上 的 误差 使 得 宽度 相差 
240,/1.47H, 让 这 个 式 子 等 于 0. 94 的 5% 可 得 H/o, = 20. 这 看 起 来 是 合理 的 .更 精确 的 测量 
过 程 是 首先 通过 把 记录 与 另 一 个 高 斯 波形 卷 积 以 减 小 6 ,然后 对 增加 的 宽度 进行 校正 .在 这 个 
过 程 的 理论 中 ,由 于 半 上 峰值 定时 误差 要 进行 对 比 ,因此 有 必要 增加 因子 2}. 

4. (a) 所 期 望 的 每 秒 上 过 零 数 v 等 于 т, 的 值 是 负 的 并 且 z,,, 的 值 是 正 的 概率 , 设 p(z， 


2dzdy Ж z, а Аг ЭРЕ з, 在 y 士 二 dy 内 的 概率 - 令 二 Gb — Ga) 两 个 连续 
值 之 间 的 相关 系数 为 X = (zz,4)/。 由 统计 学 理论 ,我 们 知道 pay) 是 一 个 二 维 正 态 分 布 


Р(х,у) = zra prl- (а* —2zy + yt) /2e:' Q — y] 
{ 
左 图 中 的 一 些 围 线 表示 的 就 是 这 个 函数 。 


B 


o 
所 以 v 等 于 左 图 中 p(x,y) 的 阴影 部 分 , 即 
>= [; dyf роуа, 


由 于 pCz, у) 的 围 线 是 相似 的 ,而 且 同样 地 位 于 同心 椭圆 上 ,通过 注意 到 积分 等 于 右 图 中 椭圆 
面积 的 阴影 部 分 可 以 简化 这 个 积分 .椭圆 的 方程 为 


2 2 
Fo ay S = 常数 。 


椭圆 的 轴 位 于 土 45", 代 入 у =+ r 可 得 到 长 半 轴 和 短 半 轴 : 


?= p s l, e/t = A+A). 
ту a eR ГД А 


把 椭圆 在 西北 一 东南 方向 上 扩大 一 个 因子 a/5, 使 其 变 成 一 个 圆 ;但 保持 面积 不 变 。 所 以 v 等 
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于 加 的 有 阴影 线 的 部 分 的 面积 ， 
v= 2VOQ/2x 
cos2xv= cos2VOQ 
= costVOQ — sin? VOQ 
= 96 (因为 cotV0Q = PQ/OR = PQ/RP = a/b) 
= у. 
所 以 y 一 (2r) 'arccosyi, 


当 两 个 连续 项 之 间 不 相关 时 (X, = 0), 所 求 的 每 秒 上 过 零 数 是 0. 25; 即 ,上 过 零 间 的 平均 周期 
是 4 秒 。 


(b) (7) 的 二 阶 差分 的 中 值 是 (% — ye) 一 (7 一 为 ) 或 者 2(7 一 1)( 通 过 归 一 化 = 1), 
因此 ,对 у, 的 认 知 可 以 确定 {7,) 的 中 心 二 阶 差分 ,反之 亦 然 .假设 {1,) 的 特征 定义 了 一 条 光滑 
曲线 , 当 у, 近似 等 于 一 时 ,二 阶 差分 近似 为 光滑 曲线 的 曲率 РО). ЯЕ 


Yı = cos2av = 1 — 2Ó + 
ИЮМ у 二 1 时 ， 
Orv)? = 2(1— у) = 一 严 (0)。 
й 55° JER AEAU 1) JOEP bli Ж РО [SS ` d 所 定义 的 光滑 曲线 的 全 里 
叶 变 换 。 那 么 
[755° af =— eot Feo) ss" df. 


f PSPS Paf 


所 以 v = /°55' . 
SPS Рау 


例如 ,如 果 SS: = sine*f, 那 么 分 子 中 的 积分 不 存在 。 这 个 功率 谱 相 当 于 在 一 个 有 限 的 时 间 间 
隔 上 取 滑动 和 ,我 们 总 想 说 “通过 一 串 积 分 器 的 白 噪声 ,每 秒 钟 具有 无 数 的 过 零点 ”事实 上 ， 
如 果 我 们 继续 对 离散 序列 进行 连续 求 和 ,这 个 矛盾 就 不 会 出 现 。 于 是 ,我 们 或 许 满足 于 看 到 如 
果 把 的 范围 限制 在 输入 信号 的 频谱 范围 内 ,那么 分 子 中 的 积分 不 存在 。( 由 于 输出 不 会 受到 
没有 输入 的 频带 内 的 传输 函数 的 影响 ,因此 用 这 种 方法 限制 积分 的 范围 是 合理 的 .) 现在 ,如 
果 我 们 施加 一 个 直到 相当 高 的 频率 都 具有 平坦 功率 谱 的 噪声 输入 ,那么 输出 将 会 是 相当 平滑 
的 ,但 是 过 零点 在 如 下 意义 上 将 保持 平滑 ,如 果 我 们 把 上 限 频 率 加 倍 , 输 出 零点 与 输入 零点 依 
然 保持 同样 的 比率 .如果 我 们 输入 无 穷 多 个 零 (“ 实 的 白 噪 声 ") ,将 会 输出 无 穷 多 个 零 。 这 是 对 
滤波 器 部 分 的 不 合理 的 响应 .然而 使 用 在 高 频 处 衰减 更 快 的 滤波 器 (或 者 如 果 我 们 容许 一 个 非 
零 的 上 升 时 间 ,使 用 符合 基本 要 求 的 滤波 器 ) 过 零点 将 逐步 减 小 到 一 定 的 范围 , 随 着 平坦 输入 
谱 的 频率 上 限 无 限 增加 ,每 单位 时 间 的 过 零点 将 趋 于 一 个 有 限 值 。 

Cc) 最 大 值 出 现在 导数 的 上 过 零 处 .导数 的 功率 庶 是 波形 功率 谱 的 (2x/)? 倍 。 所 以 ,每 秒 
的 最 大 值 数 为 


第 21 章 部 分 习题 答案 449 


[rss'dr 
[essar 


分 子 中 的 积分 表明 极 大 值 比 上 过 零点 多 很 多 ,而 且 它 的 确 可 以 是 无 穷 的 ,而 上 过 零 数 是 有 
限 的 ,这 可 以 沿 前 面部 分 中 所 指明 的 思路 来 处 理 . 但 是 ,即使 我 们 选择 功率 谱 以 广 ”速度 衰减 
的 滤波 器 ,仍然 会 有 一 些 高 阶 导数 的 无 限 大 的 数 , 这 恰好 与 无 限 多 个 极 大 值 是 矛盾 的 .通常 ,我 
们 有 可 能 通过 以 下 两 种 方法 克服 这 些 困难 。(a) 不 要 求 比 我 们 在 输入 端 描述 得 更 多 的 输出 。 
(b) 不 需要 描述 物理 可 实现 范围 外 的 冲 激 响应 。 

5. (а) 序列 {1 5 10 10 5 1) 的 方差 上 是 1. 25 秒 ,序列 的 相 邻 值 之 间 的 间隔 为 1 秒 。 因 为 
ехр(— 1/20?) D (2т)!'?вехр(— 200° f) (104 页 习题 1(i)) ,因此 与 这 个 序列 卷 积 的 作用 就 像 
一 个 高 斯 传输 函数 32(2x) cexp( 一 2 中 矿 )。 功 率 传输 函数 正比 于 expl 470° f) = exp( 一 
FIRIR f = (mat t AE fo = 0.142Hz, 

(b) В 21.17. 5 记录 的 总 持续 期 为 860 秒 , 通 过 计数 可 得 总 的 上 过 零 数 为 82 .因此 所 测 得 
的 上 过 零 频率 "为 每 秒 0.095 个 上 过 零 .因为 无 论 用 手 或 计算 机 在 有 噪声 的 采样 上 测量 都 是 
切实 可 行 的 ,所 以 结果 的 精度 是 有 意义 的 .首先 ,我 们 与 习题 16. 4 的 理论 进行 对 比 ,所 期 望 的 
相关 系数 у 可 以 由 {1 5 10 10 5 1) 在 单位 移 位 处 的 自 相关 确定 : 


y = 6х1+10Х5+10хХ10+5х10+1 х5) + (1 + 25 + 100 + 100 + 25 +1) = 0.833, 
那么 
v = (2x)”'arccos0. 833 = 0. 0935 ' , 


这 种 一 臻 程度 (2% 以 内 ) 给 人 十 分 深刻 的 印象 .通过 作出 每 个 过 零点 的 序号 n 对 它 的 出 现时 
Zalen 的 图 ,可 以 对 精度 进行 经 验 性 研究 从 而 得 到 对 可 能 要 求 的 记录 长 度 的 感性 认识 .使 用 习题 
17.1 的 方法 ,我 们 从 趋势 值 n 中 读 出 1, 的 均 方 根 误差 Ar 为 12 秒 。 那 么 ,Av = Сылы)» Ж 
v 的 均 方 根 误差 , 且 Av/v = 12/860 = 1.4%。 这 个 粗糙 的 计算 表明 在 没有 先 验 知识 (比如 本 例 
中 的 谱 ) 的 情况 下 ,如 何 能 够 经 验 地 达到 精度 的 一 般 量 级 。 


过 零点 的 序号 n 


8. 这 里 ,我 们 取 一 个 波形 zCG) 并 显示 地 用 sen[ z(a) ] 代替 它 . 因 此 ,已 前 信号 的 自 相关 与 
习题 17.7 中 z(t) 和 的 系数 是 一 样 的 。 
9. 下 图 显示 的 是 V(t) = cost+ coset + cosnt JA t = 0 9] г = 150 的 图 形 , 作 图 的 间隔 为 
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t= 0.25, 总 的 特性 无 疑 使 人 想起 低 通 噪声 .与 上 无 关 ,coskt 的 幅度 分 布 是 PCV) = r (1 一 
V?) 2 || (V/2) ,而 且 , 由 于 这 三 项 是 不 相关 的 ,我 们 希望 三 个 这 种 变量 的 和 的 幅度 分 布 为 


[PVJ PVO 的 方差 , 即 W 一 | VPV 等 于 0.5。 因 此 ,LPCV)]" 的 方差 等 于 1.5. 由 


中 心 极限 定理 ,我 们 希望 [P(V)] = 可 以 用 (2x) 1⁄2 (1.5) exp( 一 /3) = G(V), GU) 图 左 
边 所 示 的 代替 CPC(V)]"? HARPO] 更 难 计算 一 些 . 图 中 还 给 出 了 每 个 幅度 范围 内 的 
V) 的 值 所 占 的 实际 比例 .这 种 一 致 是 合理 的 ,但 是 很 显然 ,要 得 到 一 个 足够 平滑 的 分 布 以 至 
不 能 分 辨 G(V) 和 一 些 不 同 的 光滑 曲线 ,V(t) 需要 更 长 的 采样 点 ,有 59 个 上 过 零 。 由 方差 
OMEA + ë + )/3] = 0.154, 我 们 希望 每 单位 有 (0. 154)! = 0. 392 个 上 过 零 ,或 者 在 
С0, 150] 内 共有 59 个 上 过 零 . 因 此 ,在 一 定 的 意义 下 ,波形 模拟 了 随机 噪声 。 即 使 是 在 图 中 所 
示 的 采样 比较 短 的 情况 ,都 能 很 容易 地 揭示 出 这 种 特殊 的 谱 。 但 是 随机 噪声 可 以 有 任意 谱 , 这 
个 波形 不 能 通过 任何 展现 角 频 率 1,e 或 x 附 近 的 窗 带 中 的 相干 性 测试 。 


10. (V, V; * ) 的 实 部 可 以 用 两 个 瞬时 电压 乘积 的 时 间 平 均 来 表示 ,而 虚 部 可 以 再 把 两 个 
电压 作用 于 另 一 个 乘法 器 和 积分 器 之 前 引入 一 个 于 周期 的 相 移 来 得 到 。 设 ЕС, т) 为 远 横向 


平面 上 (4,m) 方向 上 的 场 向 量 .方向 (1,m) 上 的 温度 T(L,m) 正比 于 (FF ) ЕСА, y/ A 
接收 平面 上 的 相关 电场 分 布 , 它 也 垂直 于 天 线 波束 的 方向 ,如 果 场 是 稳定 的 交 变 场 ,E 和 下 将 
是 一 对 二 维 传 里 叶 变 换 对 ,而 且 当 F 随时 间 波 动 时 ,如 果 通 过 使 用 延迟 线 ( 延 迟 等 于 两 个 平面 
间 的 传播 时 间 ) 调节 E 的 方法 保证 传播 时 间 的 容 差 ,那么 就 会 出 现 这 种 情况 .因此 


Er УЙ ос [вате ee didm, 
EE 的 空间 自 相 关 变 换 成 FF ; 
есл, улова ал, у^ улова ову AD 
« || EU, mF" ате nis аат, 


左边 的 表达 式 可 以 写作 (E, E; 0а ,其 中 E, 是 相对 于 原点 的 场 强 ,原点 相对 于 E, 是 可 移动 
的 ,E, 的 原点 是 固定 的 。( 考 虑 一 个 瞬时 固定 的 方向 图 ,用 相当 于 它 本 身 的 一 个 量 (z/A,>/A) # 
换 它 , 相 乘 并 积分 。) 对 两 边 取 时 间 平 均 ， 


((Е,Е; Уш) C HFF} CAT) = Т. 


在 接收 平面 中 不 同 点 的 场 具有 相同 的 统计 特性 ,但 细节 不 同 , 这 种 情况 下 (一 个 远 的 恒定 源 就 
是 这 种 情况 ) ,在 一 个 时 刻 的 空间 平均 与 一 对 点 的 时 间 平均 有 相同 的 结果 .因此 ,左边 的 时 间 平 
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均 是 充分 的 .这 样 
(E,E; ) > T 
而 且 , 如 果 两 边 在 它们 的 原点 处 均 归 一 化 到 零 ,那么 


— (Е.Е) 

«ЕЕ; > 
(E, E; ) _ TU,m) 
(EE) 了 (0,0)” 


r 


T(z/A,y/A) = 


11. 功率 传输 函数 为 exp( 一 广 /2B*) 的 接收 滤波 器 的 带宽 Af 为 Ar = + Wawa (369 页 )。 


exp(— f° /2В°) 的 等 效 宽度 W, 是 (2x)'*B(44 页 )。 因 为 在 卷 积 条 件 下 ,方差 是 可 加 的 (149 页) 
ВТЦ Мак = 2 Wa H Af 一 1.77B。 平 滑 滤波 器 的 积分 时 间 是 (2r)“ 太 ( 表 17. 1) 。 因 此 
K= экз = Graf) = (2/В)!?, 
Ж B = 10' Hz H b = 10° Hz R}, K = 0.14。 这 个 灵敏 度 是 所 要 求 的 1% 的 精度 的 14 倍 。 积 分 时 
П] (2к) 1267, 是 4 ms 由 于 灵敏 度 随 r 的 平方 根 所 高 ,所 以 必须 在 14° X 4 ms = 0. 8 s 长 的 时 
间 上 积分 ,为 了 证 实 已 经 发 生 了 变化 ,变化 必须 达到 2 — 3 倍 的 均 方 根 误差 ,这 要 花费 几 秒 钟 。 
用 所 述 的 方案 不 能 检测 到 发 生 时 间 短 于 1 秒 的 1% 量 级 的 增益 波动 (除非 是 在 相当 长 的 
时 间 上 的 系统 波动 ) ,而 且 了 解 模拟 生成 噪声 的 现象 可 能 并 不 重要 。 然 而 ,在 一 些 场合 ,这 种 增 
益 波动 可 能 是 有 害 的 ,通过 同一 噪声 源 激 励 的 三 个 放大 器 的 比较 或 使 用 单 频 放大 器 可 以 揭示 
这 种 情况 。 
13. 我 们 的 得 到 的 谱 的 形式 为 SC) IL C//2 f.) ,但 是 没有 详细 说 明 S(/)。 自 相关 函数 
《z(Dz(t 十 r))》 是 功率 谱 SS* IT(f/2f.) 的 傅 里 叶 变换 ,因此 是 


SS: ж (2f.sinc2 ft), 


问题 是 在 采样 间隔 0. 5 /. 处 ,这 是 否 为 零 . 现 在 ,函数 (27.sinc2Fr) 在 + = 0.5 f. 处 本 身 是 零 ， 
但 是 如 果 我 们 把 这 个 函数 和 一 些 其 他 的 函数 进行 卷 积 ,一 般 情况 下 零 将 移 位 ,因此 ,临界 采样 
通常 是 相关 的 。 

MRIS = 8(D) , 即 如 果 SS ( 是 一 个 平 的 功率 谱 ,那么 相关 系数 为 零 。 

有 效 独立 采样 的 平均 间隔 一 定 是 SS II C /2 /.) 的 自 相 关 的 等 效 宽度 的 倒数 ,因为 368 页 
到 370 页 的 理论 说 明 这 就 是 其 平方 根 控制 噪声 功率 测量 精度 增加 的 量 。 

14. 设 天 线 孔径 上 的 平均 场 强 是 E. ,但 是 设 场 强 稍微 偏离 均值 一 个 小 数 e,e Жс, у) 平面 
中 位 置 的 函数 .那么 场 强 是 (1 十)E .在 向 前 方 发 射 的 每 单位 立体 角 的 功率 是 | | (1 +E 
+e )E dzdy, 它 比 无 误差 时 轴 上 的 发 射 功率 下 降 了 一 个 因子 


_ 孔径 面积 
jfa +e)(1+e`)drdy 


显然 ,这 两 种 情况 下 的 总 辐射 功率 是 一 样 的 .如 果 误 差 s 完 全 是 由 量 $ 的 小 的 波 前 波纹 引起 的 ， 
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则 没有 幅度 变化 , 且 。 一 这 及 
g= 孔径 面积 1 


ET 


其 中 2) = [[#azas 8880. 


如 果 孔 径 分 布 不 是 均匀 的 ,即使 没有 误差 ,就 像 抛物 面 反射 器 的 例子 那样 (因为 边缘 远离 
焦点 ,而 且 远离 焦点 处 喇叭 天 线 的 波束 最 大 值 ) ,我 们 引入 方向 因子 9 的 概念 ,对 抛物 面 天 线 ， 
9 的 值 约 为 06, 对 一 个 矩形 喇叭 天 线 约 为 0.8. 它 表示 的 是 相对 于 被 均匀 激励 的 同样 尺寸 的 
孔径 面积 xf 的 功率 衰减 .在 这 个 例子 中 ,偏离 均值 的 小 数 是 实 的 而 且 不 是 十 分 小 ， 


1 1 
= Р 5, 
[|a + +e dzdy 1 十 方差 s 


现在 ,如 果 我 们 通过 引入 使 总 误差 为 e 的 小 的 波纹 来 干扰 激励 ,我 们 有 


Фе = e+ ið ЖП 


假设 SCz,y) 与 e(z,y) 不 相关 , 即 方差 (#3) = 0, 


15. 设 NN 个 天 线 位 于 (zx,，y,) р n X 1 到 N。 那 么 作为 方向 余弦 (4,m) 函数 的 角度 谱 是 
(333 页 ) 


x 
РЧ,т) = № Jette 


其 中 ,因子 是 归 一 化 因子 使 P(0,0) = 1. 现 在 ,我 们 把 г, 和 y, 看 作 随 机 变量 ,把 PCL,m) 看 作 
随机 变量 的 和 ,并 使 用 中 心 极限 定理 。 或 者 ,在 区 域 G 上 加 一 个 M: 格 点 的 精细 的 栅 格 .在 任何 
格 点 (zx,,y) 上 有 天 线 的 概率 为 N/M ,没有 天 线 的 概率 为 1 一 N/M? .如 果 在 每 个 点 上 ,有 用 幅 
Жа 激励 的 天 线 ,那么 我 们 有 


м 
Psm) = [Уа |" Уат 
现在 的 问题 是 a, 的 概率 分 布 为 
Pr(a) = (1— N/M )8(a) 十 CNMM2)8(a 一 1)。 
用 尖 括 号 表示 集合 平均 


м 
(РС, т)) = (Сат Уе) 
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因子 >ai 在 集合 内 会 有 些 波 动 ,但 是 在 平均 上 等 于 N。 把 它 提 到 括号 外 ,并 注意 到 (ay》 = 
N/M ,我 们 得 


M 
‹РЧ,т)) =s № Y lapet 
= 
м? 
= М Derer 


如 果 区 域 G 内 充满 天 线 ,这 就 是 精确 的 方向 图 .作为 用 N 个 天 线 达 到 M: 个 天 线 的 分 辩 率 的 优 
点 的 交换 所 付出 的 代价 是 灵敏 度 减 小 了 一 个 因子 NMM 。 


第 18 章 热传导 和 热 扩 散 
1. 通过 改变 ! 的 符号 可 以 得 到 灌 浇 或 弥散 (模糊 ) 而 不 是 消失 或 扩散 的 控制 方程 ;因此 


axV/azrz 一 一 rcaV/at。 


我 们 是 否 能 够 通过 卷 积 得 到 早期 的 温度 分 布 是 一 个 相当 有 趣 的 问题 ,因为 一 般 情况 下 , 卷 
积 都 是 加 宽 和 平滑 一 个 分 布 ,而 此 处 要 把 一 个 分 布 变 罕 或 锐 化 在 一 般 的 扩散 中 ,相当 于 低 通 
滤波 的 传输 函数 exp( 一 4m*ts*/re) 是 适用 的 ,这 里 ,使 用 exp(4x*ts*/re) 是 合适 的 , 当 我 们 追 湖 
过 去 时 , 它 具 有 逐渐 增加 的 高 通 滤波 的 作用 .任何 空间 温度 分 布 的 高 斯 分 量 都 将 转换 成 一 个 有 
限时 间 前 的 一 点 的 热 存储 。 一 般 情 况 下 ,我 们 可 以 通过 取 传 里 叶 变换 把 一 个 传输 函数 转换 成 一 
个 对 应 的 z 的 函数 .在 这 种 情况 下 , 健 里 叶 积分 的 转换 有 一 个 严重 的 问题 ,但 是 它 可 以 用 下 面 
的 方法 来 解决 .注意 到 


exp(4r28z/rc) = 1+ 4rèts? /re + (Amttst/re2/2 +, 
逐 项 变换 得 
902) — G/rc)@'(z) + (ї/тс)?8”(х) 一 …， 


这 就 是 所 要 求 的 逆 卷 积 函 数 .作为 一 个 特例 ,如 果 我 们 希望 把 时 钟 撤回 一 点 ,只 考虑 前 两 项 , 那 
么 ,我 们 发 现 ,由 于 


[68(z) — G/re)W'(z)] + V(z) = V(z) — 0/0" Сг), 


通过 减 去 一 个 正比 于 二 阶 导数 的 小 分 布 可 以 纠正 当前 的 温度 分 布 Сс) 。 几 个 试验 很 快 就 说 明 
我 们 的 确 有 所 要 求 的 窗 化 和 锐 化 的 卷 积 过 程 。 

3. 均衡 就 是 要 对 由 信和 号 波形 的 傅 里 叶 分 量 中 的 相关 幅度 和 相位 失调 所 引起 的 传输 系统 失 
真 进行 补偿 .这 种 补偿 可 以 通过 均衡 滤波 器 进行 ,例如 ,均衡 滤波 器 可 以 通过 把 低频 抬 高 到 相 
对 高 的 频率 以 补偿 它们 在 传输 中 的 误 减 。 反 扩散 可 以 看 作 是 对 由 于 时 间 的 误差 (推移 ) 而 引起 
的 空间 温度 分 布 是 真 的 补偿 .这 个 类 比 是 相当 贴切 的 ,分 布 的 失真 可 以 通过 对 空间 频率 的 简单 
操作 进行 补偿 ,虽然 在 本 例 重要 处 理 的 是 高 频 .还 有 一 个 类 似 的 地 方 是 ,在 两 种 情况 下 ,完全 的 
恢复 (重建 ) 都 会 受到 噪声 的 限制 .因此 ,温度 分 布 的 高 空间 频率 分 量 的 幅度 将 迅速 变 小 ,所 以 
需要 大 的 恢复 因子 ;但 是 如 果 空间 频率 处 的 幅度 已 衰减 到 空间 噪声 或 者 测量 误差 的 水 平 ,那么 
使 用 大 的 理论 因子 是 不 明智 的 .一 般 情 况 下 , 北 扩 散 与 均衡 的 不 同 在 于 其 不 要 求 相 位 补偿 且 只 
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要 求 形 如 ехрЬ5° 的 补偿 因子 。 

4. 如 果 1 厘米 的 辐射 照射 到 月 亮 上 ,其 中 一 部 分 将 反射 或 散射 回去 ,一 部 分 将 传人 里 面 ， 
并 在 最 初 的 几 厘 米 左右 被 吸收 掉 , 这 与 局 部 的 电导 率 及 介 电 常数 有 关 。 相 反 地 ,离开 月 球 的 辐 
射 起 源 于 地 下 层 , 它 所 遭受 的 衰减 与 它 出 现时 原点 的 深度 有 关 。 原 点 深度 处 的 强度 正比 于 那里 
的 温度 。 从 383 页 , 角 频 率 为 w 的 正弦 温度 变化 的 渗透 深度 d 由 exp( 一 ad) = 1/e 给 出 ,其 中 a 
= Rey = (axr /2) ;频率 越 低 ,渗透 越 深 .因此 ,在 月 球 的 一 定 深度 以 下 ,在 基 频 处 的 温度 变 
化 是 正弦 的 ,因为 谐 波 已 经 消失 了 .已 发 射 的 微波 辐射 是 一 定 深度 范围 内 的 在 频率 w 上 的 贡献 
的 加 权 和 。 基 频 的 表面 幅度 在 100K 左右 ,但 是 在 深度 z 处 要 修正 一 个 因子 exp( 一 yz) ,这 不 仅 产 
生 了 一 个 衰减 因子 exp( 一 ar) ,而 且 还 产生 了 一 个 相位 因子 exp( 一 jpz)。 由 于 在 本 例 中 一 B, 所 以 


由 一 个 与 幅度 衰减 一 个 奈 培 相关 的 一 个 弧度 的 相位 延迟 。 这 就 是 为 什么 微波 满月 зит 个 月 。 


5. 在 一 个 电路 中 ,r1*/2 总 是 正 的 ,而 且 它 对 时 间 的 积分 (表示 能 量 的 损耗 ) 一 定 是 单调 增 
ЕМЕ р, АЕО Ж ЯН 00 {Н JE, S P| 5 828 109 ЖЧ ГАП Wa ПГ 
在 某 些 地 方 减 小 ,但 电路 的 能 量 消耗 却 不 能 减 小 .因此 ,把 r1* 解释 为 单位 长 度 的 热 阻 和 热流 
的 平方 的 乘积 一 定 具 有 一 些 其 它 的 意义 .当然 , 它 有 一 定 的 数学 意义 ,适用 于 任何 时 变量 的 平 
方 对 时 间 的 积分 ,但 是 它 不 具有 任何 明确 的 热力 学 意义 .同样 地 ,电容 中 的 储 能 СУ? /2 在 电路 
理论 中 也 扮演 着 重要 的 角色 ,但 是 热 容 乘 以 温度 的 平方 在 热传导 理论 中 不 是 一 个 有 用 的 概念 。 
(例如 : 当 一 个 未 充电 的 电容 C 跨 接 在 一 个 已 充电 至 V 伏 的 相同 的 电容 (所 包含 的 能 量 为 
CV: /2) 上 时 ,电容 两 端的 电压 下 降 到 V/2, 两 个 电容 中 的 储 能 为 CCV/2) /2 + C(V/2):/2, € 
只 是 初始 能 量 的 一 半 .这 提醒 我 们 ,无论 用 多 么 粗 的 连 线 ,总 要 损失 一 半 的 能 量 ,即使 是 在 连 线 
电阻 趋 于 零 的 极限 情况 下 。 这 是 一 个 大 难题 .但 是 ,在 热力 学 中 ,一 个 冷 的 薄 铜 盘面 对 面 地 贴 在 
一 个 相同 的 热 盘子 上 ,我 们 很 容易 理解 温度 将 下 降 到 一 半 ,即使 它 的 方程 和 电路 情况 下 的 方程 
相同 ,我 们 也 很 难 认为 这 是 一 个 问题 ,) 

6. 直 棒 的 一 段 dz 的 热 容 为 cdr, 如 果 进 入 本 段 的 热量 为 dq, 那么 温度 升 高 dV 将 是 
dq/cedz。 那 么 ,由 定义 ,本 段 的 焙 增 将 是 cdzdV/V, 而 且 , 如 果 温 度 V 从 一 个 初始 值 V。 上 升 到 4 
时 刻 的 V, AB 4 ЕЕ. 


[сагу лу = сасу, Уо). 
A И ИПИ ИЖ 
Гало = cjinvicnar— finva coaz, 


最 后 一 个 积分 与 初始 状态 有 关 , 但 是 是 不 随时 间 变 化 的 常数 。 

Bir finv, odr 在 图 像 的 电 传输 中 很 常见 .在 那 种 解释 中 ,z 是 一 个 二 元 向 量 ,而 表示 强 
度 的 V, 是 矢 变 量 的 标 函 数 .通过 与 热力 学 的 类 比 ,把 这 个 积分 称 为 图 像 的 炉 , 但 这 种 相似 只 是 
表面 的 .有 一 点 误解 的 术语 是 "分贝 积分 ”术语 图 像 摘 也 适用 于 |VinVdz( 原 因 是 , 它 与 统计 力 


学 中 的 表达 式 |pinpdp 是 相似 的 ) 。 不 用 说 ,任何 一 种 形式 的 图 像 “ 丧 ” 都 不 具有 随时 间 的 推移 
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而 增加 的 这 种 有 意义 的 性 质 。 

7. 由 于 流星 的 移动 速度 大 约 是 每 秒 40 km, 其 整个 的 尾 迹 在 80 km 的 高 度 可 以 有 10 km 
长 , 它 的 形成 非常 迅速 .我 们 可 以 认为 离子 的 尾 迹 随时 间 的 推移 作 柱 面 扩散 。 如 果 在 z 的 每 个 
值 上 ,电子 密度 N 是 x 的 高 斯 函数 ,( 高 斯 函数 的 ) 宽度 正比 于 o ,那么 如 果 电 子 数 保持 不 变 ， 
则 峰值 密度 一 定 随 碱 小 .( 在 一 维 扩散 中 ,这 个 因子 是 2.) 

一 般 的 扩散 方程 (375 页 ) 是 


ËN ‚ам, ам 


1 
э dy a ka 
在 圆柱 对 称 条 件 下 ,可 化 为 
12ƏN ƏN _ 1 ау 


паб а Kat 


通过 把 N = (ao/4rKt)exp( 一 亚 /4Kt) 代入 这 个 微分 方程 ,我 们 可 以 验证 这 个 方程 有 一 个 解 。 
当 每 立方 米 的 电子 密度 N 由 N = f° /81 给 定时 ,在 频率 /( 单 位 MHz) 处 的 折射 率 是 零 。 

为 了 求 ~ 的 最 大 值 ,我 们 可 以 通过 4xKNyVa = r'exp(— r /4Kt) 对 t 求 微分 并 设 dr/dt = 0, 但 

是 如 果 用 4xKN/a = uexp(— r'u/4K) 对 u 求 微分 并 设 dr/du = 0 会 更 简单 一 些 ;因此 有 


0 = u(d/du)(— r'u/4K)exp( ) + exp( ) 
=— (u/4K)[r + 2r(dr/du)uJexp( ) + exp( )。 


令 dr/du = 0, 可 得 0 =— ш? /4K + 1 RË 
r/K = 1, 
因此 ,最 大 半径 出 现在 + = a/4reKN , 且 最 大 半径 是 (a/reN) 2 , 4 N = ft /81 Bf 
‹81а/хе/%)!# = 3.07a'2/ f, 


当中 心 电 子 密度 a/4xKt ERP) /° /81, BJ 3⁄4 t = 8la/4rK f: = 6. 4a/ K f° 时 , 零 折射 率 的 
圆柱 减 小 到 零 半径 。 
在 此 之 后 ,电子 柱 就 不 再 是 一 个 陡峭 的 有 界 反 射 器 ,但 是 其 继续 按 习 题 18.8 中 的 原理 反射 。 


З. 从 无 线 发 射 机 发 出 的 位 于 RR 十 和 R 十 十 dz 范围 内 的 所 有 电子 (数量 为 [NCr)dy), 联 


合 产生 出 正比 于 exp[i2k(R 十 z)]dzdy 的 回 波 场 强 ,其 中 的 相位 因子 考虑 了 总 路 径 长 度 2(R 十 
x) 和 一 个 已 被 吸收 进 比例 常数 的 与 范围 有 关 的 幅度 因子 。 在 包括 尾 迹 的 z 值 上 进行 积分 ,在 
合适 的 时 候 吸 收 相位 因子 exp(okR)， 我 们 也 可 以 得 到 总 的 回 场 波 正 比 于 


mopexeGakrydrdy, 我 人 把 [Nopdy = NA(z) 看 作 一 个 Abel 变换 ,把 整个 场 的 表达 式 看 
作 一 个 一 维 伟 里 叶 变换 .如果 所 有 的 电子 被 限制 在 轴 上 ,固定 ,我 们 可 以 知道 这 个 积分 的 最 
大 值 (139 页 ) 可 以 达到 | М, сат = [мса хау = “因此 , 随 着 圆柱 的 用 胀 ,功率 衰减 因子 


为 


«\[[М‹әехргв=)ахду|` .吸收 的 因 于 不 影响 这 个 结论 。 
现在 ,由 于 波 数 上 正比 于 频率 ,我 们 知道 傅 里 叶 变换 TA) 是 描述 电离 柱 频率 响应 的 传输 
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函数 .因此 , 量 NA(z) 可 以 看 作 是 由 电场 的 一 个 偶发 冲 激 引起 的 冲 激 响 应 。 它 给 出 了 反射 场 的 
空间 波形 。 

9. 虽然 很 难 提出 严格 连续 的 系统 ,但 是 可 以 建立 一 个 图 18. 8 离散 电路 的 相似 系统 ,想象 
一 个 在 粘性 媒体 中 转动 的 驱动 轴 ,媒体 每 单位 长 度 施加 一 个 扭力 阻 r。CrAz 的 单位 是 每 单位 角 
速度 一 个 扭矩 。) 设 每 单位 长 度 的 惯性 矩 为 !, 每 单位 长 度 的 扭力 柔 量 为 c。 那 么 长 度 为 Az 的 等 
效 电路 将 如 图 所 示 。 现 在 ,借助 于 如 图 所 示 的 在 轴 中 插入 一 个 差 动 齿轮 的 方法 ,在 每 一 段 上 引 
入 一 个 额外 的 惯量 。 那 么 等 效 电路 需要 再 增加 一 个 电感 工 ,其 中 工 等 于 增加 的 惯性 矩 ( 指 轴 ) 。 
差分 的 性 质 是 b = Ө, — 0: .现在 ,假设 轴 惯 量 是 可 以 忽略 的 (1Axw < rAz), 当 角速度 固定 (w = 
0) 或 仅 是 慢 变化 时 满足 这 个 条 件 。 

角速度 Ar LAr 


r; 


RE 


除 此 之 外 , 设 
Lw < 1/асАх 


差 动 


ы “алети. 


可 忽略 的 轴 人 惯量 


这 意味 着 流 过 电感 工 的 电流 远 多 于 流 过 cAr 的 电流 .在 这 种 情况 下 ,两 个 并 联 元 件 的 组 合 等 效 为 
一 个 电感 。 这 个 新 条 件 与 第 一 个 类 似 , 对 足够 小 的 w, 这 两 个 条 件 都 满足 .当然 ,我 们 或 者 可 以 假设 
扭力 柔 量 是 可 忽略 的 .如 图 18.8 所 示 ,我 们 可 以 得 到 一 个 串联 电阻 ,并联 电感 电路 .这 和 机 械 图 
解 之 间 存在 一 个 对 偶 关系 (想象 一 个 由 螺旋 钟头 弹簧 悬挂 的 巨大 的 粘性 非 弹性 螺 距 轴 )。 把 这 些 
系统 转换 成 一 个 连续 系统 的 不 可 能 性 是 显然 的 ,有 可 能 可 以 证 明 , 不 存在 这 样 的 连续 扭力 系统 。 

然而 ,可 以 设想 一 个 同 轴 传 输 线形 式 的 连续 电气 系统 ,其 每 单位 长 度 的 感 抗 与 内 导体 的 串 
联 电阻 相 比 可 以 忽略 .通过 在 线 中 填充 等 离子 体 且 工作 在 一 定 的 频率 ( 低 于 等 离子 频率 ) 可 以 
引入 并 联 电感 ,使 得 两 个 导体 间 由 自由 电子 运载 的 对 流 电流 高 于 与 导体 间 电 容 有 关 的 位 移 电 
流 。 
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13. (a) 当 线 性 性 和 时 不 变 条 件 满足 时 ,对 正弦 激励 的 响应 是 正弦 的 。 在 地 表 下 几 英 尺 只 
能 发 生 传导 ,所 以 我 们 不 需要 考虑 从 表面 通过 辐射 进行 的 热 传 输 , 它 是 非 线性 的 ,而 且 不 用 考 
虚 由 对 流 引 起 的 热 排 放 , 它 十 分 复杂 .因为 热 阻 率 和 比 热 可 以 看 作 常数 (与 温度 无 关 ) ,所 以 在 
小 的 温度 范围 内 , 非 线 性 并 不 重要 。( 我 们 可 以 注意 ,温度 变化 的 范围 只 是 适度 的 ,而 且 温 度 不 
会 降 到 水 的 冰点 以 下 ,在 水 的 冰点 以 下 ,土壤 常数 会 有 重大 变化 .) 时 不 变 是 一 个 独立 的 问题 ， 
因为 经 常 发 生 的 是 土壤 在 冬天 是 湿 的 在 夏天 是 干 的 ,但 实际 上 ,在 几 英 尺 的 深度 ,很 难 注意 到 
F IE 32 fi R 00 K # 

(b) 特征 热 阻 抗 Z = (r/jac)!* 有 一 个 45° 的 相 角 .因此 ,热流 比 温度 变化 滞后 八 分 之 一 年 ， 
所 以 热流 最 大 在 = 0 后 四 分 之 一 年 ,可 以 用 IG) 一 Icos(wt 一 x/2) 来 表示 。 因 此 a = 一 x/2。 

Сс) 对 正弦 时 间 变 化 ,扩散 方程 


变 为 


其 中 0 是 温度 矢量 ( 即 9(1) = Rege ) „Ж 0 = 0,exp[ 一 (jarc)' x] 说 明 幅 度 随 深度 的 衰减 正比 
T ot .所 以 ,每 日 的 变化 不 能 穿 透 很 深 , 而 且 在 此 之 下 ,简单 的 每 年 变化 起 主要 作用 。 

14. 考虑 一 个 传送 力矩 和 角 动 的 驱动 轴 。 它 是 一 个 连续 的 物理 系统 ,而 且 是 一 维 的 , 它 的 状 
SRA z 的 函数 就 可 以 完全 表达 ,其 中 x 是 沿 轴 的 距离 .合适 的 一 对 函数 或 许 是 力矩 T(x) 和 
角速度 Q(z) 。 设 每 单位 长 度 的 扭力 柔 量 是 c; 这 意味 着 ,如 果 一 段 长 为 dz 的 轴 固 定 其 一 端 , 那 
2 cdx 是 角 位 移 对 作用 力矩 的 比 。 设 每 单位 长 度 的 扭力 阻 是 r(x) ;这 意味 着 如 果 在 段 长 为 dz 
的 轴 的 活动 段 上 存在 一 个 固定 的 力矩 ,那么 rdz 是 力矩 对 伴随 固定 角速度 之 比 . 不 再 需要 其 他 
参数 来 描述 驱动 轴 ( 例 如 , 它 没有 惯性 ) .方程 为 


ӘТ/дх = 一 rQ 及 3Q/az = 一 caT/at。 
因此 ,分 别 消去 9 和 T, 
3#T/az = raT/at 及 PAI = rcaN/at, 


因为 惯性 是 零 ,所 以 能 够 在 实际 中 出 现 这 种 无 惯性 驱动 轴 的 实际 例子 是 很 重要 的 ,但 事实 上 ， 
我 们 不 要 求 没有 质量 ,只 是 惯性 阻抗 与 扭力 阻 相 比 应 是 可 忽略 的 .因此 ,如 果 每 单位 长 度 的 惯 
性 矩 是 1, 那 么 我 们 应 该 寻找 bw < r 的 情况 .通过 稳定 旋转 非常 容易 满足 这 个 条 件 , 且 可 以 与 仅 
是 角速度 慢 变 取 得 很 好 的 一 致 。( 记 住 ,对 п 不 随时 间 变 化 ,w = 0.) 一 个 例子 是 与 墙 上 的 洞 接 
触 的 转动 的 钻头 .本 例 的 对 侦 是 一 个 惯性 很 重要 但 没有 外 部 摩擦 和 可 忽略 扭力 硬度 的 旋转 的 
轴 。 第 二 个 参数 是 粘性 扭力 传导 率 。( 设 想 一 个 吹 玻 璃 工 在 一 个 过 热 的 白 热 玻璃 管 的 末端 拉 制 
成 一 个 瓶 , 它 是 如 此 的 热 使 得 粘性 角度 流 超过 扭力 弹性 偏转 .) 

15. 考虑 一 个 截面 积 为 A 的 垂直 圆柱 .那么 对 垂直 热流 ,每 米 的 热 阻 为 " = 1/kA 热 欧 每 
米 ,每 米 的 热 容 是 c = psA 热 法 拉 每 米 (376 页 ) .如 果 工 是 从 表面 向 下 测量 , 且 表 面 温度 矢量 是 
V(0) ,那么 表面 下 的 温度 VCz) 由 V(z) = V(0)exp(— yz) 给 出 ,其 中 传播 常量 y = Cacr)”, 
且 w 是 向 量 所 指 的 角 频 率 (383 页 ) .把 传播 常量 分 成 一 个 衰减 常量 a 和 一 个 相位 常量 8, 我 们 有 
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У = а+18 = (wcr/2) +-1(аст /2)!® 以 及 VCz) = ехр(— ах)У(0)ехріВ. Ж х = 1m,w = 
2x/86 000 弧度 每 秒 , 以 及 rc = ps/k = 2.1 X 10° s m ,衰减 因子 为 


exp( 一 ar) = exp[— (wcr/2)"*]= exp(— 8.5) 一 2X10。 


因此 ,表面 温度 变化 的 24 小 时 分 量 减 小 8.5 奈 培 ,一 个 因子 2X10“*( 且 由 于 a = p, 其 相位 滞后 
8. 5 弧度 或 接近 33 小 时 ) 。 表 面 温度 不 是 正弦 变化 的 但 是 具有 谐 波 .它们 被 衰减 的 更 多 ,致使 每 
下 降 1 米 ,温度 更 接近 正弦 .对 大 多 实际 的 目的 来 说 ,1 米 似乎 比 所 需 的 更 深 。 对 每 年 的 温度 变 
化 ,衰减 因子 是 exp(— 8. 5/365") = exp( 一 0.45) = 0. 64, 所 以 季节 变化 衰减 得 不 多 , 且 江 后 
为 0. 64 弧度 或 近似 为 一 个 月 。 


第 19 章 ”动态 谱 和 小 波 
3. 满足 叙述 的 一 个 表达 式 是 


(t — tt )cos(200t + 400° — 267°). 


4. (а) 取 火 车 停止 时 刻 的 时 间 为 上 = 0, 那 么 火车 接近 的 速度 为 " = 一 gt ,多 普 勒 频 移 为 
550 十 550(v/c) = 55001 — gt/c) ,其 中 c 是 声速 .综合 得 到 相应 的 相位 5500 — gt*/2c) 。 因 此 
s) = cos[550(1 — gt: /2с)]. 

5. (а) 对 所 有 实 信号 ,平均 频率 是 零 .(b) 标准 离 差 类 似 于 线 质 的 回转 半径 , 相当 于 
| 8) |: = 0.5 100000 十 0.5X10s5er<oeoro ,而 且 对 这 样 的 一 个 窗 带 信号 , 它 接近 
于 60Hz。 确 切 的 值 是 [60: + (107° /2, 506 6): ]'2 因子 2. 506 6 是 等 效 带 宽 和 标准 离 差 之 比 。 

6. 由 于 第 一 个 过 零点 位 于 + = 2. 405/2x, 所 以 要 处 理 的 最 低频 率 可 以 判定 是 一 个 周期 4 
倍 的 2.405/2x 或 者 0.65Hz。 开 始 时 ,选择 Af = 0. 08Hz 及 At = 1s 是 一 个 好 的 组 合 .但 是 ,在 
Jo Cnt) 的 图 中 肉眼 可 见 的 周期 的 加 长 并 没有 显示 在 时 频 图 上 ,周期 的 加 长 可 以 从 过 零点 间隔 的 
表 中 得 到 证 实 ,David Choil 给 出 的 图 正如 我 们 所 期 望 的 那样 显示 了 随时 间 的 流逝 幅度 的 减 小 。 


30 40 50 60 70 80 90 
时 间 /s 
7. Haar 小 波 可 以 用 两 个 矩形 函数 来 表达 ,但 也 可 以 用 一 rectrsgnz 右 移 半 个 单位 来 表达 。 
一 rectzsgnz 的 变换 是 — sincs * (一 i/xs) ,这 是 一 个 卷 积 表示 的 一 isincs 的 希 尔 伯 特 变换 ,已 知 
为 ixs)-1(1 一 cosxs) 。 考 虑 到 可 以 通过 乘 以 exp( 一 ixs) 进行 右 移 ,可 得 F(s) = (xs)! (1 一 


cosrs)(sinrs 十 icosrs) 。 


# 22+ 
кш ЕЩЁ 


在 下 面 整个 的 傅 里 叶 变换 对 图 表 中 ,z 的 函数 在 左边 ,右边 是 一 i 傅 里 叶 变换 , 它 是 由 
Ге. Сет dr 


确定 的 * 的 函数 。 

坐标 轴 上 的 小 刻度 表示 变量 在 此 处 取 单 位 值 , 虚 数量 用 虚线 或 细 线 表示 , 冲 激 用 长 度 等 于 
冲 激 强度 的 箭头 表示 。 

表 中 的 大 多 数 函数 F(z) 不 是 偶 对 称 的 就 是 奇 对 称 的 ,这 部 分 是 由 于 用 两 条 曲线 表示 一 个 
复数 谱 不 太 方便 (一 条 表示 实 部 ,一 条 表示 虚 部 )。 因 此 ,大 部 分 的 健 里 叶 变换 也 是 Hartley Æ 
换 。 最 后 给 出 了 一 些 非 对 称 函 数 的 Hartley 变换 H(s) ;从 给 定 的 传 里 叶 变 换 F(s) = (s) + 
IKs) ,使 用 НО) =R 一 Ks) 可 以 很 容易 地 生成 其 他 Hartley 变换 的 例子 。 在 这 些 例子 中 ， 
所 有 的 有 关 谱 的 信息 都 包含 在 一 条 曲线 中 。 

这 个 图 示 集 包括 了 大 多 数 最 常见 的 变换 对 ,无论 函 数 是 用 图 形 方式 还 是 解析 方式 给 出 ,本 
图 示 集 对 查找 函数 的 变换 都 很 有 帮助 。 当 然 , 有 许多 不 常见 的 变换 需要 在 已 出 版 的 一 些 表 9 
中 查找 。 

这 个 图 示 集 还 有 许多 其 他 的 用 处 ,比如 对 计算 的 数值 进行 检验 或 者 可 以 通过 浏览 它 获得 
灵感 。 通 过 验证 F(0) 等 于 f(x) 下 的 面积 和 /或 f(0) 等 于 F(s) 下 的 面积 ,我 们 至 少 可 以 近似 
地 验证 变换 。 如 果 通过 了 这 个 快速 测试 ,仍然 有 可 能 出 现 符号 错误 ;通过 对 jz) 的 一 阶 矩 的 
符号 和 F(s) 在 原点 处 的 斜率 进行 比较 可 以 检测 这 一 点 ;两 者 的 符号 应 该 是 相反 的 。 相 应 的 检 
验 也 可 以 用 于 由 离散 采样 生成 的 变换 对 ; 当 首 次 使 用 一 个 打包 的 程序 时 ,这 些 检验 对 确保 采样 
间隔 Ат 和 As 的 一 致 性 ,对 确定 它 是 正 变换 还 是 反 变 换 ( 反 变换 有 一 个 乘 数 N ) ,对 关注 2r 


@ G. A. Campbell and R. M. Foster, Fourier Integrals for Practical Application, John Wiley & Sons, New York, 
1948; A. Erdelyi (ed. ), Tables of Integral Transforms, McGraw-Hill Book Company, New York, 1954. 
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能 带 来 什么 样 的 规范 ,对 验证 它 是 使 用 一 i 的 正 变换 等 都 是 必要 的 。 
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# 23 z 
约瑟夫 。 傅 里 时 生平 


в, 琼 - 巴 普 蒂 斯 特 -约瑟夫 。 伟 里 叶 (Baron Jean-Baptiste-Joseph Fourier, 1768 年 3 
月 21 日 ~1830 年 5 月 16 日 ), 生 于 法 国 欧 塞 尔 (Auxerre) 一 个 贫困 的 生活 环境 中 ,他 提出 了 
用 单个 解析 表达 式 来 表达 一 个 任意 函数 (即使 函数 是 分 段 用 不 同 的 解析 表达 式 定义 的 函数 ,如 
阶梯 波形 ) 的 思想 。 尽 管 这 个 思想 在 当时 过 到 了 反对 ,但 后 来 对 数学 、 科 学 与 工程 领域 的 许多 
进展 起 到 了 核心 的 作用 。 现 在 , 它 是 电气 工程 的 核心 课程 。 伟 里 叶 在 研究 固体 (包括 土壤 ) 中 
的 热流 问题 时 发 现 了 他 的 思想 。 

莱 昂 哈 德 。 欧 拉 (Leonhard Euler, 1707 一 1783 ) 在 傅 里 叶 之 前 发 表 了 公式 


到 zsinz 一 去 sin2z 十 于 sin3z 十 … 


所 以 你 或 许 会 有 这 样 的 疑问 ,为 什么 没有 用 欧 拉 来 命名 傅 里 叶 级 数 呢 ? 

傅 里 叶 专 注 于 热学 研究 ,对 来 宾 来 说 他 的 房间 相当 热 , 极 不 舒服 ,而 他 还 穿着 很 厚 的 衣服 。 
这 些 怪 闪 可 以 追溯 到 他 在 埃及 的 3 年 ,1798 年 他 和 165 位 学 者 在 拿破仑 远征 治理 埃及 时 进入 
埃及 。 

在 远征 之 前 , 傅 里 叶 是 一 个 率真 的 数学 教授 ,但 现在 他 担任 着 埃及 研究 院 书记 的 管理 职 
责 , 埃 及 研究 院 是 一 个 在 Beys 宫 典 的 女 居 处 集会 的 科学 机 构 。 这 段 时 间 , 伟 里 叶 继续 研究 方 
程 理论 ,但 是 他 在 管理 方面 的 能 力 使 得 他 所 担负 的 政治 和 外 交 任 务 取得 了 成 功 。 我 们 应 当 记 
得 当 拿 破 仑 在 巴勒斯坦 与 叙利亚 人 战斗 , 击 退 土耳其 人 的 入 侵 ,驱逐 逃亡 的 Mameluke 首领 
Murad Bey 的 同时 ,在 地 理学 ,考古 学 、 医 学 农学、 自然 历史 等 方面 进行 了 雄心 勃勃 的 研究 ,但 
是 所 有 这 些 都 没有 他 的 舰队 的 支持 ,因为 在 尼罗河 战役 中 ,他 的 舰队 登陆 后 立即 就 被 Nelson 
消灭 了 。 

在 1801 年 军事 投降 前 不 久 ,法 国 科学 家 出 海 后 很 快 就 被 英国 舰队 司令 Sidney Smith Ж 
同 它们 的 资料 一 起 俘虏 了 。 然 而 ,依照 那个 时 代 的 绅士 精神 ,Smith 把 人 送 上 了 岸 ,保留 了 文 
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档 资料 和 收藏 品 , 最 终 把 除 Rosetta stone 外 的 资料 亲自 移交 给 了 巴黎 ,Rosetta stone 是 埃及 
象形 文字 的 关键 , 它 现在 总 立 在 大 英 博物 馆 以 纪念 拿破仑 发 起 的 埃及 古物 学 研究 和 他 的 军事 
失败 。 

线性 问题 之 父 ,英国 著名 的 物理 学 家 托马斯 。 杨 (1773 一 1829) 建 立 了 光 的 横 波 特性 ,解释 
了 极 化 ,并 提出 了 用 于 表现 光 目 标的 侍 里 叶 分 析 的 双 针 和 孔 干涉 仪 。 但 很 少 有 人 知道 ,他 和 传 里 
叶 对 埃及 古物 学 有 着 共同 的 兴趣 。 他 对 Rosetta stone 进行 了 研究 ,推出 了 古 埃及 文稿 起 源 于 
象形 文字 的 解释 ,而 且 还 分 离 和 标识 了 辅音 符号 。 

1802 年 , 傅 里 叶 在 巴黎 的 Ecole 理工 大 学 担任 他 原先 的 分 析 教 授 位 置 以 后 不 久 , 就 被 拿 
破 仑 任命 为 Isere 的 行政 长 官 。 他 在 Grenoble 的 职责 包括 征 税 、 征 兵 ,执法 和 执行 巴黎 的 指示 
并 写 出 报告 。 他 抚 平 了 1789 年 革命 所 留 下 的 创伤 , 排 干 了 80 000 平方 公里 的 含有 毒气 的 沼 
泽 , 修 建 了 通 向 Torino 的 道路 的 法 国 部 分 。 

尽管 有 行政 任务 ,到 1807 年 , 傅 里 时 已 经 写 出 了 他 的 热传导 理论 , 它 所 依赖 的 本 质 思 想 是 
把 温度 分 布 分 解 成 空间 正弦 分 量 ;但 拉 普 拉 斯 和 拉 格 朗 日 对 此 表示 的 怀疑 阻碍 了 它 的 出 版 。 
Biot 和 泊 松 也 提出 了 批评 。 虽 然 如 此 ,Institut 为 1811 年 的 数学 奖 设立 了 固体 中 的 热 传 播 这 
个 主题 ,奖项 颁 给 了 伟 里 叶 并 提 到 了 缺乏 普遍 性 和 严格 性 。 出 版 进一步 延迟 到 1815 年 的 事实 
说 明 使 当时 的 大 数学 家 接受 傅 里 叶 分 析 是 很 不 容易 的 。 

的 确 , 需 要 用 伟 里 叶 积 分 来 正确 表达 一 个 直 棒 中 的 一 维 热 分 布 。 傅 里 叶 通过 考虑 一 个 环 
( 即 ,把 直 棒 弯 成 一 个 圆 ) 中 的 热流 ,避免 了 这 种 复杂 性 。 在 这 种 方法 中 ,温度 分 布 一 定 是 空间 
周期 的 。 实 际 上 这 并 没有 失去 一 般 性 ,因为 可 以 假设 贺 环 的 周 长 远 大 于 一 个 有 实际 意义 的 导 
热 直 棒 的 长 度 。 在 从 传 里 叶 级 数 表达 开始 ,再 通过 极限 过 渡 到 传 里 叶 积 分 的 这 种 教材 中 , 傅 里 
叶 的 这 种 思想 是 很 熟悉 的 。 

1814 年 , 当 拿 破 仑 退位 并 出 发 向 南通 过 Grenoble 前 往 Elba( 这 条 路 线 现在 称 为 拿破仑 路 
线 ) 时 , 傅 里 叶 陷 人 了 困境 。 他 对 旧 主 人 的 招待 将 威胁 到 他 在 新 国王 (路 易 十 八 ) 手 下 的 位 置 ， 
在 任何 情况 下 ,路易 十 八 都 不 喜欢 昔日 皇帝 的 旧 幕僚 。 在 傅 里 叶 的 影响 下 ,拿破仑 改变 了 行程 
而 傅 里 叶 则 保住 了 工作 。 但 是 拿破仑 次 年 在 法 国 复辟 ,这 次 向 北 行军 经 过 Grenoble Rt, fii 
退 了 处 处 躲避 的 傅 里 时。 然而 ,三 天 后 传 里 叶 被 任命 为 里 昂 Rhone 地 区 的 行政 长 官 ,驻扎 在 
里 昂 , 如 此 经 历 了 两 次 政体 的 变换 。 当 然 , 仅 过 了 100 天 ,国王 (路 易 十 八 ) 重 新 控制 了 国家 , 拿 
破 仑 去 了 南大 西洋 ,再 也 没有 回来 。 傅 里 叶 结束 了 他 在 地 方 政府 的 任职 ,到 巴黎 开始 了 科学 和 
科学 管理 的 生活 ,在 1817 年 当选 为 Academie des Sciences, 1823 年 当选 为 高 级 文官 ,1826 年 
当选 为 Academie Francaise。 他 终身 未 婚 。 

开始 时 ,我 们 提 到 了 欧 拉 公 式 。 这 个 公式 对 一 zx<z<x 是 正确 的 ,但 对 其 他 的 > 是 不 正确 
的 。RHS 是 锯齿 周期 函数 (z/2)II(z/2rx) * (2x)-:IIICz/2r) 的 傅 里 叶 级 数 。1808 ~ 1809 年 
左右 , 傅 里 叶 写 到 :,“ 当 z 的 值 在 r 和 2x 之 间 时 ,方程 就 不 再 成 立 了 。 然 而 ,方程 的 右边 仍然 是 一 
个 收敛 的 级 数 ,但 和 不 等 于 z/2。 欧 拉 其 实 是 理解 这 个 方程 的 ,只 是 没有 给 出 注释 。”( 引 自卫 
Herivel, Joseph Fourier, the Man and Physicist，Clarendon Press, Oxford, 1975, p. 319) 


